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1. Zakres wymagan - poziom rozszerzony

Zdajacy demonstruje poziom opanowania ponizszych umiejetnosci, rozwigzujac zadania, w
ktorych:

1. Liczby rzeczywiste

1) przedstawia liczby rzeczywiste w rdéznych postaciach (np. utamka zwyktego, utamka
dziesietnego okresowego, z uzyciem symboli pierwiastkdw, poteg);

2) oblicza wartosci wyrazen arytmetycznych (wymiernych);

3) postuguje sie w obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia i stosuje prawa dziatan na
pierwiastkach;

4) oblicza potegi o wyktadnikach wymiernych i stosuje prawa dziatan na potegach o
wyktadnikach wymiernych;

5) wykorzystuje podstawowe wtasnosci poteg (rowniez w zagadnieniach zwigzanych z innymi
dziedzinami wiedzy, np. fizyka, chemig, informatyka);

6) wykorzystuje definicje logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu,
logarytm ilorazu i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym;

7) oblicza btad bezwzgledny i btagd wzgledny przyblizenia;
8) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedziaty na osi liczbowej;

9) wykonuje obliczenia procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (réwniez ztozonych na
procent sktadany i na okres krétszy niz rok).

Ponadto:
a) stosuje twierdzenie o rozktadzie liczby naturalnej na czynniki pierwsze;

wyznacza najwiekszy wspdlny dzielnik i najmniejszg wspdlng wielokrotnos¢ pary liczb
naturalnych,

b) stosuje wzdr na logarytm potegi i wzor na zamiane podstawy logarytmu,
2. Wyrazenia algebraiczne:
1) uzywa wzoréw skréconego mnozenia na (a +b)? oraz a’ — b? .

Ponadto:



a) postuguje sie wzorem (a- 1)(1 + a+...+a™1) = a"- 1,

b) wykonuje dzielenie wielomianu przez dwumian x — a; stosuje twierdzenie o reszcie z
dzielenia wielomianu przez dwumian x — a,

c) stosuje twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspédtczynnikach
catkowitych

3. Réwnania i nieréwnosci:
1) sprawdza, czy dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem rownania lub nieréwnosci;

2) wykorzystuje interpretacje geometryczng uktadu réwnan pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi;

3) rozwigzuje nieréwnosci pierwszego stopnia z jedng niewiadomg;

4) rozwigzuje rownania kwadratowe z jedng niewiadomg;

5) rozwigzuje nieréwnosci kwadratowe z jedng niewiadomg;

6) korzysta z definicji pierwiastka do rozwigzywania réwnan typu x3 = - 8;

7) korzysta z wtasnosci iloczynu przy rozwigzywaniu rownan typu x(x + 1)(x- 7) = 0;

8) rozwigzuje proste réwnania wymierne, prowadzace do réwnan liniowych lub
kwadratowych, np.

x+1 x+1
=2, =2x.
x+3 x

Ponadto:
a) stosuje wzory Viéete’a,

b) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci kwadratowe z parametrem, przeprowadza dyskusje i
wycigga z niej wnioski,

c) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci wielomianowe,

. . . e g s . . x+1 x+1
d) rozwiazuje proste réwnania i nieréwnosci wymierne, np. Py 2; - < 3

e) rozwigzuje proste réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna, typu: ||x + 1|+ 2| >3
ix+1]+|x+2]<3

4. Funkcje:



1) okresla funkcje za pomocg wzoru, tabeli, wykresu, opisu stownego;

2) oblicza ze wzoru wartosc¢ funkcji dla danego argumentu. Postuguje sie poznanymi metodami
rozwigzywania rownan do obliczenia, dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje dang wartos¢;

3) odczytuje z wykresu wtasnosci funkcji (dziedzine, zbidr wartosci, miejsca zerowe,
maksymalne przedziaty, w ktorych funkcja maleje, rosnie, ma staty znak; punkty, w ktérych
funkcja przyjmuje w podanym przedziale wartos¢ najwiekszg lub najmniejsza);

4) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy funkcji y = f(x + a),
y=fx)+ay=-fx),y = f(-x);

5) rysuje wykres funkcji liniowej, korzystajac z jej wzoru;

6) wyznacza wzér funkcji liniowej na podstawie informacji o funkcji lub o jej wykresie;
7) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji liniowej;

8) szkicuje wykres funkcji kwadratowej, korzystajac z jej wzoru;

9) wyznacza wzér funkcji kwadratowej na podstawie pewnych informacji o tej funkcji lub o jej
wykresie;

10) interpretuje wspotczynniki wystepujgce we wzorze funkcji kwadratowej w postaci
kanonicznej, w postaci ogdlnej i w postaci iloczynowej (o ile istnieje);

11) wyznacza wartos¢ najmniejszg i wartos¢ najwiekszg funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym;

12) wykorzystuje wiasnosci funkcji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym);

13) szkicuje wykres funkcji f(x) = % dla danego a, korzysta ze wzoru i wykresu tej funkcji do

interpretacji zagadnien zwigzanych z wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi;
14) szkicuje wykresy funkcji wyktadniczych dla réznych podstaw;

15) postuguje sie funkcjami wyktadniczymi do opisu zjawisk fizycznych, chemicznych, a takze
w zagadnieniach osadzonych w kontekscie praktycznym.

Ponadto:
majac dany wykres funkcji y = f(x) potrafi naszkicowac:

a) wykres funkcjiy = |f(x)],



b) wykresy funkcjiy = c - f(x),y = f(c - x), gdzie f jest funkcjg trygonometryczng,
c) wykres bedacy efektem wykonania kilku operacji, na przyktad y = |f(x + 2) — 3|,
d) wykresy funkcji logarytmicznych dla réznych podstaw,

e) rozwigzuje zadania (rowniez umieszczone w kontekscie praktycznym) z wykorzystaniem
takich funkgji,

5. Ciagi liczbowe:

1) wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogdlnym;

2) bada, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;

3) stosuje wzdr na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego;
4) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego.
Ponadto:

a) wyznacza wyrazy ciggéw zdefiniowanych rekurencyjnie,

6. Trygonometria:

1) wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens katéw o miarach
od 0° do 180°;

2) korzysta z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych (odczytanych z tablic lub
obliczonych za pomoca kalkulatora);

3) oblicza miare kata ostrego, dla ktdrej funkcja trygonometryczna przyjmuje dang wartosé
(miare doktadng albo — korzystajgc z tablic lub kalkulatora — przyblizong);

4) stosuje proste zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi: sinZ2a + cos2a =1,

sina .
tga = — oraz sin(90° — a) = cosa;
cosa

5) znajac wartos¢ jednej z funkcji: sinus lub cosinus, wyznacza wartosci pozostatych funkgcji
tego samego kata ostrego.

Ponadto:
a) stosuje miare tukowg i miare stopniowa kata,

b) wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata, przez sprowadzenie do
przypadku kata ostrego,



c) postuguje sie wykresami funkcji trygonometrycznych przy rozwigzywaniu nieréwnosci typu,
sinx < a,cosx > a,tgx > a.

. . L. sinx . . . L
d) stosuje zwigzki: sin?x + cos?x = 1, tg x = —— oraz wzory na sinus i cosinus sumy i réznic
cosx

katow w dowodach tozsamosci trygonometrycznych,

e) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci trygonometryczne, na przyktad sin2x =1,

sin?x + cosx = 1, cos 2x < %

Planimetria:

1) stosuje zaleznosci miedzy katem srodkowym i katem wpisanym;

2) korzysta z whasnosci stycznej do okregu i wtasnosci okregéw stycznych;

3) rozpoznaje tréjkaty podobne i wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych) cechy
podobienstwa trojkatow;

4) korzysta z wtasnosci funkcji trygonometrycznych w tatwych obliczeniach geometrycznych,
w tym ze wzoru na pole tréjkata ostrokatnego o danych dwdch bokach i kacie miedzy nimi.

Ponadto:

a) stosuje twierdzenia charakteryzujgce czworokaty wpisane w okrag i czworokaty opisane na
okregu,

b) stosuje twierdzenie o zwigzkach miarowych miedzy odcinkami stycznych i siecznych,

c) stosuje wtasnosci figur podobnych i jednoktadnych w zadaniach, takze umieszczonych w
kontekscie praktycznym,

d) znajduje zwigzki miarowe w figurach ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinuséw i
twierdzenia cosinuséw,

8. Geometria na ptaszczyZnie kartezjaniskiej:

1) wyznacza réwnanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty (w postaci kierunkowe;j
lub ogdlnej);

2) bada rownolegtos¢ i prostopadtosé prostych na podstawie ich réwnan kierunkowych;

3) wyznacza réwnanie prostej, ktéra jest rownolegta lub prostopadta do prostej danej w
postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt;

4) oblicza wspotrzedne punktu przeciecia dwdch prostych;



5) wyznacza wspoétrzedne srodka odcinka;
6) oblicza odlegtos¢ dwdch punktow;

7) znajduje obrazy niektorych figur geometrycznych (punktu, prostej, odcinka, okregu, tréjkata
itp.) w symetrii osiowej wzgledem osi uktadu wspétrzednych i symetrii Srodkowej wzgledem
poczatku uktadu.

Ponadto:

a) interpretuje geometrycznie nierownos¢ liniowg z dwiema niewiadomymi i uktady takich
nieréwnosci,

b) rozwigzuje zadania dotyczgce wzajemnego potozenia prostej i okregu, oraz dwdch okregéw
na ptaszczyznie kartezjanskiej,

c) oblicza odlegtos¢ punktu od prostej,
d) opisuje kota za pomocga nieréwnosci,

e) oblicza wspétrzedne oraz dtugos¢ wektora; dodaje i odejmuje wektory oraz mnozy je przez
liczbe,

f) interpretuje geometrycznie dziatania na wektorach,

g) stosuje wektory do rozwigzywania zadan, a takze do dowodzenia wtasnosci figur,
h) stosuje wektory do opisu przesuniecia wykresu funkcji,

9. Stereometria:

1) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi, itp.), oblicza miary tych katow;

2) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach kat miedzy odcinkami i ptaszczyznami (miedzy
krawedziami i $cianami, przekatnymi i Scianami), oblicza miary tych katéw;

3) rozpoznaje w walcach i w stozkach kgt miedzy odcinkami oraz kat miedzy odcinkami i
ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat miedzy tworzaca a podstawg), oblicza miary tych
katow;

4) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy scianami;

5) okresla, jaka figura jest dany przekréj prostopadtoscianu ptaszczyzng;

-10-



6) stosuje trygonometrie do obliczen dtugosci odcinkdw, miar katéw, pdl powierzchni i
objetosci.

Ponadto:

a) wyznacza przekroje wieloscianéw ptaszczyzng,

b) stosuje twierdzenie o trzech prostych prostopadtych,

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka:

1) oblicza $rednig wazong i odchylenie standardowe zestawu danych (takze w przypadku
danych odpowiednio pogrupowanych), interpretuje te parametry dla danych empirycznych;

2) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajacych uzycia wzorow
kombinatorycznych, stosuje regute mnozenia i regute dodawania;

3) oblicza prawdopodobieristwa w prostych sytuacjach, stosujac klasyczng definicje
prawdopodobienistwa.

Ponadto:

a) wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji i wariacji do zliczania obiektéw w
sytuacjach kombinatorycznych

-11-



2.Zbiory liczbowe

1.1 Liczby rzeczywiste

ZADANIE 1.A
Podaj przyktad dwdch liczb niewymiernych ktdrych suma jest rowna 3.

Rozwigzanie.

V5, —V5+3

ZADANIE 1.B
Podaj przyktad dwdch liczb niewymiernych dla ktérych iloczyn jest rowny 1.

Odpowiedz/wskazéwka

VZ+1,V2-1

ZADANIE 2.A
Wykaz, ze \/gjest liczbg niewymierna.
Rozwigzanie.

Dowdd nie wprost:

Przypusémy, ze V5 jest liczbg wymierng, tzn. da sie przedstawi¢ w postaci utamka zwyktego
nieskracalnego o catkowitym liczniku i mianowniku. Innymi stowy istniejgn,k € Nin, k -
wzgledem siebie pierwsze, ze

Z definicji pierwiastka mamy dalej, ze

2
Czyli Z—z =5

-12-



Przeksztatcajgc uzyskujemy, ze
n? = 5k?
co oznacza, ze liczba n? jest podzielna przez 5.
Prawdziwa jest wtasnosci:
(W1): Kwadrat liczby niepodzielnej przez 5 jest liczbg niepodzielng przez 5.
(W2): Kwadrat liczby podzielnej przez 5 jest liczbg podzielng przez 5.

Z powyzszych wtasnosci oraz z ostatniej rownosci wynika zatem, ze n to liczba podzielna
przez 5. Mozna jg zatem przedstawi¢ w postaci iloczynu pewnej liczby naturalnej p oraz
liczby 5

n=>5p

Podstawiajgc tak przedstawione n do poprzedniej réwnosci uzyskujemy

(5p)® = 5k
Czyli
25p? = 5k?
Zatem dzielgc stronami przez 5 mamy
k? = 5p?

Oznacza to, ze k? jest liczbg podzielng przez 5. Wobec wiasnoéci (W2) k jest réwniez
podzielne przez 5.

Uzyskalismy wiec, ze n oraz k sg liczbami podzielnymi przez 5. Doszlismy zatem do
sprzecznosci z zatozeniem, ze sg one wzglednie pierwsze. Zatem V5 NIE jest liczbg
wymiernag.

ZADANIE 2.B

Skonstruuj odcinek o dtugosci /5.
Odpowiedz/wskazéwka

Zbuduj tréjkat prostokatny, ktérego przyprostokatne maja odpowiednio dtugosci: 2, 1.
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1.2 Wartos¢ bezwzgledna

ZADANIE 1.A
Rozwiaz réwnanie: ||x -1+ 3| =5.
Rozwigzanie.
Korzystamy z definicji wartosci bezwzglednej
[x—-1]+3=-5V |x—1|+3=5
[x—1]=-8 VvV [x—1| =2

Pierwsze rownanie jest sprzeczne (modut nie moze by¢ ujemny), zatem jego zbidr rozwigzan
jest pusty. Dalej rozwigzujemy zatem tylko drugie réwnanie

[x —1] =2
Korzystamy z definicji wartosci bezwzglednej
x—1=-2 Vv x—-1=2
x=-1 VvV x=3
Odpowiedz:

x=—-1 Vv x=3

ZADANIE 1.B
Rozwigz nieréwnos¢: ||x + 4| — 2| < 5.
Odpowiedz/wskazéwka
Skorzystamy z wtasnosci
lal<b&ea>-b A a<b
llx+4|-2|<5&|x+4/-2>-5 A |x+4/-2<5
Dalej

[x+4]>-3 A |x+4|<7
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Pierwsza nierownosc jest spetniona zawsze (modut jest zawsze wiekszy od liczby ujemnej),
zatem dalej rozwigzujemy tylko drugg nieréwnosé

[x +4] <7
Ponownie korzystamy z wypisanej wiasnosci
—7<x+4<7
-11<x<3

Odpowiedz: x € (—11;3)

ZADANIE 1C
Rozwigz nieréwnosé |2x + 8| + |x — 2| < 15.

Rozwigzanie.
Znajdujemy miejsca zerowe funkcji spod znakéw wartosci bezwzgledne;.
2x+8=0x=—-4
x—2=0&x=2

Zaznaczamy je na osi liczbowej

v

Zaznaczone punkty dzielg catg prostg rzeczywistg na trzy przedziaty:
(—OO’ _4)l (_4’ 2)1 (2! +OO)

W kazdym z tych przedziatow funkcje spod znaku wartosci bezwzglednych sg statego znaku.
Stosujemy wiec definicje wartosci bezwzglednej. Nierdwnos¢ przyjmuje odpowiednio postac:

1. Dlax € (—oo; —4)
—-(2x+8)—-(x—2)<15
—2x—8—-x+2<15
-3x <21
x=-7

Uwzgledniajac przedziat, w ktdrym nierownosé przyjeta powyiszg postaé
otrzymujemy zbidr rozwigzan w tym przypadku
Odpl: x €< —7; —4)
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2. Dlax €< —4;2)
(2x+8)—-(x—-2)<15
2x+8—-—x+2<15
x<5
Uwzgledniajac przedziat, w ktérym nieréwnosé przyjeta powyzszg postac
otrzymujemy zbidr rozwigzan w tym przypadku
Odp2: x €< —4; 2)
3. Dlax €< 2; 4+x)
(2x+8)+(x—2)<15
2x+8+x—-2<15
3x <9
x<3
Uwzgledniajac przedziat, w ktérym nieréwnosé przyjeta powyzszg postac
otrzymujemy zbidr rozwigzan w tym przypadku
Odp3:x €< 2; 3 >

Aby uzyskac zbidr rozwigzan nieréwnosci danej w zadaniu sumujemy zbiory rozwigzan dla
kazdego z rozwazonych przypadkdow.
2x+8|+|x—2]| <15 xe< -7, —4) U< —4; 2) U< 2; 3>

Odpowiedz:

[2x+ 8|+ |x—-2|<15eoxe<-7;3>

ZADANIE 2.A

Uzasadnij, ze |—x| = |x|.

Rozwigzanie.

Dlax < 0 mamy |—x| = (=x), |x| = —x, Dlax > 0 mamy |—x| = —(—x) = x, [x| = x.
ZADANIE 2.B

Uzasadnij, ze |x - y| = |x| - |y].

Odpowiedz/wskazéwka

Skorzystaj z definicji wartosci bezwzglednej i odpowiednich wtasnosci.
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1.3 Logarytmy

ZADANIE 1.A

1

log, 3
Wartos¢ wyrazenia (g) mozna obliczy¢é m. in. w nastepujacy sposdb:

Niech

1 log, 3
G -

gdzie t > 0. Logarytmujgc stronami logarytmem o podstawie 2 uzyskujemy
1 log, 3
log, (g) =log,t

1
log, 3 - log, (§) =log,t
log, 3 -log, 273 =log, t

_3 . lng 3 = 10g2 t

1
log, 7 =log, t
Zatem

Rozumujac w podobny sposdb oblicz 1610845

Odpowiedz:

169845 = 25
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ZADANIE 1.B

Wiadomo, ze log,n b = % log, bdlan,a,b > 0,a # 1. Obliczlogg,s V3 — logs V3.
Odpowiedz/wskazéwka

3logs 3

lo 1 lub analogicznie:
g5 %57 g .

Wystarczy zauwazy¢, ze 625 = 5% i skorzystaé z podanej wtasnosci.

ZADANIE 2.B
Wiadomo, ze log, b = log;a dlaa,b > 0,a,b + 1. Uzasadnij log;z + log, 5 = log, 15.
b 3

Rozwigzanie.

Togs 2 + 5 =log, 3 +log, 5 =log, 15

ZADANIE 2.B

Wiadomo, ze log, b = 1; dlaa,b >0,a,b # 1. Uzasadnij, ze 3 +log 5 V3 - log 5V2

ogpa
jest liczba catkowita.
Odpowiedz/wskazéwka

Po skorzystaniu z podanej wtasnosci uzyskujemy rozwigzanie.
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1.4 Wyrazenia algebraiczne

ZADANIE 1.A

Doprowadz do najprostszej postaci korzystajgc ze wzoréw skréconego mnozenia.
(2x + 1)3 = (x = V5)(x + V5)

Odpowiedz/wskazéwka

Stosujemy wzdr na szescian sumy oraz na roznice kwadratéw:

8x3+12x2+6x+1—(x2—5)=8x3+11x2+6x+6

ZADANIE 1.B

Doprowadz do najprostszej postaci korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia.
(—2x+ 13 - (-x—-3)*

Odpowiedz/wskazéwka

284+ 21x+21x%—7x3

Stosujemy wzdr na szescian rdznicy oraz na szescian sumy.

ZADANIE 2.A
Zapisz wyrazenie: x3 + 2x2 + x + 2 w postaci iloczynowej.
Rozwiazanie.

W2+ x+2=x2(x+2)+x+2)=(x+2)(x2+1)

ZADANIE 2.B

Zapisz wyrazenie: 2x* — 21x3 + 74x? — 105x + 50 w postaci iloczynowej.
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Odpowiedz/wskazéwka
(x—2)(x—1(2x —5x)(x —5)

Korzystamy z wiasnosci wynikajgcej z twierdzenia Bezouta.

ZADANIE 3.A
Uzasadnij, ze réznica kwadratéw dwadch kolejnych liczb naturalnych jest nieparzysta.
Rozwigzanie.

Niech n — dowolna liczba naturalna. Rdznica kwadratow dwéch kolejnych liczb naturalnych
bedzie miata zatem postaé:

n-m+1)?=n>-m*+2n+1)=n>-n>-2n—-1=-2n—-1=-2n+1)
Zauwazimy, ze 2n + 1 jest zawsze nieparzyste jako suma liczby parzystej 2n i jedynki.
n-m+12=n®-"*+3n2+3n+1)=-3n>-3n—-1=
—-@Bnn+1)+1)
n(n + 1) - liczba parzysta, jako iloczyn parzystej i nieparzystej
3n(n + 1) - liczba parzysta, jako wielokrotno$¢ (tutaj: 3-krotnosé) liczby parzystej
3n(n + 1) + 1 - liczba nieparzysta, jako suma parzystej i 1

—(@3n(n+ 1) + 1) - liczba nieparzysta, jako iloczyn nieparzystej i (—1).

ZADANIE 3.B

Zapisz wyrazenie: x& + x* — 2 w postaci iloczynowe;j.
Odpowiedz/wskazéwka
x+D-(x—-1D-*+1D-*+2)

Jednym ze sposobdéw rozktadu na czynniki tego wielomianu jest zastosowanie podstawienia
4
x* =t.
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2 Funkcje

2.1 Ogolne pojecie funkcji i jej wlasnosci

ZADANIE 1.A

Dany jest wykres funkgiji f.

FN

[S5]

—

-t

s8]

N

7

a) Narysuj wykres funkcji | f(x)|

£

s8]

-

—

[S5]

£
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b) Narysuj wykres funkgji f(2x)

£

s8]

e

-

[S5]

N

Rozwiazanie.

a)

4=

=

N

-

[a%)

g
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b)

B S N

%) )
e

-.-""_

ZADANIE 1.B

Dany jest wykres funkcji f.
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a) Narysuj wykres funkgji: = | f(x)]

£

s8]

-

-

-

s8]

£

b) Narysuj wykres funkcji f (% x)

N

(58]

-

+H

-

[+5)

i
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Odpowiedz/wskazéwka

a)

S

[§%)

-

- M

(s8]

ES

b)

ES

[§%)

-

(s8]

ES
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ZADANIE 2.A

—x?—x x<0

Dana jest funkcja f(x) = { . >0 . Znajdz wzor funkeji g(x) = f(3x) .

Rozwigzanie.

o0 = 1) = 3 150

ZADANIE 2.B

x?+2 x<1

Dana jest funkcja f(x) = {_2 x>1

. Znajdz wzor funkeji g(x) = f(—x) + 1.

Odpowiedz/wskazéwka

gx) =f(=x)+1 ={fi+3 9;2<—_11

ZADANIE 2.C

0 x<1

9% Y1 . Znajdz wzor funkeji g(x) = f(x +1) — 2.

Dana jest funkcja f(x) = {

Odpowiedz/wskazéwka

-2 <0
g =fax+0-2={,n", S0,
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ZADANIE 3.A

-1 x<0
Dana jest funkcja sgn(x) = {1 x > 0 . Znajdz wzér i narysuj wykres funkcji g(x) =
0 x=0
sgn(x) - f(x), gdzie f(x) = 2*.
Rozwigzanie.
-2* x<0
g(x) =sgn(x) - f(x) ={2* x>0.
0 x=0
6] /l
—._3-—._.__5___\_1 4 »
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ZADANIE 3.B

-1 x<0
Dana jest funkcja sgn(x) =141 x > 0 . Znajdz wzdr i narysuj wykres funkcji g(x) =
0 x=0

sgn(x?) - f(x), gdzie f(x) = x? + 4x.

Odpowiedz/wskazéwka

g(x) =sgn(x?) - f(x) = x? + 4x.

"
—

-

s8]

N
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ZADANIE 3.C

-1 x<0
Dana jest funkcja sgn(x) =141 x > 0 . Znajdz wzdr i narysuj wykres funkcji g(x) =
0 x=0
sgn(x) . _
oo ! gdzie f(x) = [x|+1.
Odpowiedz/wskazéwka
1
x>0
@ sgn(x) 6‘+ 1
g\x) = = X =
f(x) 1
k x<0
x—1

(s8]
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2.2 Funkcja kwadratowa

ZADANIE 1.A

Dla jakiej wartosci parametru m réwnanie (2 — m)x? — (2m — 3)x + 3 —m = 0 ma tylko
jedno rozwigzanie? Podaj to rozwigzanie.

Rozwigzanie.

Roéwnanie powyzszej postaci bedzie miato jedno rozwigzanie gdy bedzie rownaniem
liniowym lub gdy bedzie to réwnanie kwadratowe o wyrdzniku réwnym zero.

2-m=0VvV(Q2-m#0 AA=0)
m=2v(m#2A(—2m-3)2-4-2-m)(3-m)=0)

m=2VvVv(m+2 A 8m—15=0)

15
m=2 V(miz A ng)

=2V =—
m m=-2

Pierwszy przypadek: m = 2. Réwnanie przyjmuje wdwczas postac:
—-x+1=0
x=1

Drugi przypadek: m = 1?5. Rownanie przyjmuje wowczas postac:

x> 3x 9

s 278 "0
x2—6x+9=0
(x—3)2=0
x=3

Odpowiedz

Réwnanie posiada jedno rozwigzaniedlam = 2 (x = 1) lubdlam = %5 (x =3).
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ZADANIE 1.B

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie (m + 4)x? — (4m + 3)x + m—1 = 0 ma dwa
rézne rozwigzania o jednakowych znakach?

Odpowiedz/wskazéwka
Musimy zapewni¢ jednoczesnie:

e  kwadratowos¢” rownania
e istnienie réznych rozwigzan

e te same znaki rozwigzan (jaki jest iloczyn liczb o tych samych znakach?).

m € (—oo; —4) U (1; +)

ZADANIE 2.A

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie (2m + 1)x? — 3m + 2)x + m — 3 = 0 ma dwa
rézne rozwigzania ujemne?

Odpowiedz/wskazéwka
Musimy zapewni¢ jednoczesnie:

e ,kwadratowo$¢” réwnania: wspétczynnik przy x? musi by¢ rézny od zera

e istnienie réznych rozwigzan: wyrdznik dodatni

e ujemnos¢ obu rozwigzan: iloczyn rozwigzan dodatni a suma ujemna
2Zm+1+0

A>0
xl-x2>0/\x1+x2<0

Rozpatrzmy kolejne warunki

¢ 2m+1z0om#—
e A>0e(Bm+2)2—-4-2m+1)-(m-3)>0
m?>+32m+16>0
m<—4v15—-16 vm > 4+vV15—16

(m-3) (3m+2)
(2m+1) (2m+1)

<<1v >3)/\<2< <1)
msTpyvm 3°MS73

o xl'x2>0/\x1+x2<0C> <0
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Zatem musi by¢ spetniony uktad warunkow

1
m*=3

m< —4v15-16 vm > 415 — 16
(m<—%Vm>3)/\ <—§<m<—%)
W rezultaciem € (4\/E— 16; —%)
Odpowiedz:

Réwnanie (2m + 1)x? — (3m + 2)x + m — 3 = 0 ma dwa rézne rozwigzania ujemne dla

mE(4\/E—16; —%)

ZADANIE 2.B

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x2 + m x + 26 = 0 ma dwa rézne rozwiazania,
ktérych kwadrat réznicy jest rowny 121. Znajdz te rozwigzania.

Odpowiedz/wskazéwka
Dlam = -15:x; =2, x, =13, lubdlam = 15x; = =13, x, = —2.
Musimy zapewnic jednoczesnie:

e istnienie réznych rozwigzan
e opisac¢ kwadrat rdznicy rozwigzan w zaleznosci od ich sumy i iloczynu, aby skorzystac
ze wzordw Viete'a.
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2.3 Funkcja wielomianowa

2.3.1 Réwnania wielomianowe
ZADANIE 1.A
Rozwigz réwnanie
x*—2x3+4x? —6x+3=0
Odpowiedz/wskazéwka
x = 1 (pierwiastek podwdjny)

Pierwiastkdw wielomianu szukamy wsréd podzielnikdw wyrazu wolnego a nastepnie
korzystamy z twierdzenia Bezout’a.

ZADANIE 1.B
Rozwigz réwnanie
8x% — 60x? + 150x — 125 =0
Odpowiedz/wskazéwka
X = ; (pierwiastek potréjny)

Zwréémy uwage, ze lewa strona réwnania da sie ,,zwingé” ze wzoru skréconego mnozenia na
szescian réznicy.

ZADANIE 2.A

Dla jakich wartosci m, k liczba (—3) jest podwdjnym pierwiastkiem wielomianu
x3+2x2+ mx+k

Odpowiedz/wskazéwka

Dlam=—-15ik = —36

Skoro liczba (—3) jest podwdjnym pierwiastkiem wielomianu W (x), to wielomian ten jest
podzielny bez reszty przez (x + 3)2.
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ZADANIE 2.B

Podaj przyktad miejsca zerowego funkcji wielomianowej W (x) = x?"*2 + 3x3 — 4, dlan €
N.

Odpowiedz/wskazéwka

Zauwazmy, ze W (1) = 0.
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2.4 Funkcja wymierna

2.4.1 Réwnania i nier6wnos$ci wymierne

ZADANIE 1.A

Rozwigz nieréwnosé

Rozwigzanie
Wyznaczamy dziedzine nieréwnosci: x + 1 # 0. Zatem x + —1
D = R\{-1}

Mnozymy obie strony nieréwnosci przez kwadrat mianownika

x—4
<3 |-(x+1)?
x+1 - (x )

(x—4Dx+1)<3-(x+1)?
x?-3x—4<3x>+6x+3
3x2+6x+3—-(x*-3x—-4)=0
2x24+9x+7=0
Pomocniczo rozwigzujemy réwnanie kwadratowe
2x2+9x+7=0

—7v—1
X=—5 Vx=

Szkicujemy wykres funkcji kwadratowej znajdujgcej sie po lewej stronie nieréwnosci
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Z wykresu odczytujemy rozwigzanie nieréwnosci kwadratowej
7
X € (—oo; —3 >U< —1; +00)

Rozwigzaniem nieréwnosci wymiernej danej w zadaniu jest czes¢ wspdlna znalezionego
powyzej rozwigzania nieréwnosci kwadratowej z dziedzing

7
X € ((—00; —3 >Uu< —1; +00)> nD

Odpowiedz:

x_4<3 € 7>U 1; +
= —00; —— —1; 4o
x+17 x € (=0 2 L )

ZADANIE 1.B

-3 7—x
= .
x2-25 5x—x2

Rozwigz nieréwnos¢:
Odpowiedz/wskazéwka
x € (=5 0)uU(5;35>

Pamietajmy réwniez o dziedzinie D = R\{-5,0,5}
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ZADANIE 2.A

Rozwigz nieréwnosc

Odpowiedz/wskazéwka

x €L =7, =2)U(=2;3>

| 5

x +2

‘21

Korzystamy z wtasnosci: [a| >b & a<-b Va>h

Pamietajmy réwniez o dziedzinie D = R\{—2}

ZADANIE 2.B

Rozwigz nieréwnosc

Odpowiedz/wskazéwka

E<5 11 >
X 3,

4 —x
x + 3

IA

Korzystamy z wtasnosci: |[a| <b & a<b A a>—b

Pamietajmy réwniez o dziedzinie D = R\{-3}
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2.5 Funkcja wykladnicza i logarytmiczna

ZADANIE 1.A

Rozwigz nieréwnosc

4 >5.2"+24
Odpowiedz/wskazéwka
X €< 3; 400)

Po zastosowaniu podstawienia 2* = t sprowadzamy nieréwno$¢ wyktadniczg do nieréwnosci
kwadratowej k? — 5k — 24>0.

ZADANIE 1.B

Rozwigz nieréwnosc

(e = (1)

Odpowiedz/wskazéwka

x € (—%;3) U(4;40)

Korzystamy z wiasnosci dziatan na potegach oraz monotonicznosci funkcji wyktadniczej.
Pamietajmy rowniez o wyznaczeniu dziedziny (w wyktadniku mamy do czynienia z funkcja
wymierna).

ZADANIE 2.A

Rozwigz nieréwnosé: loga(x — 1) > —2
3

Rozwigzanie
Wyznaczamy dziedzine nieréwnosci logarytmicznej: x —1 >0 x > 1

D = (1; +o0)
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Po obu stronach nieréwnosci doprowadzamy do logarytmu o tej samej podstawie

logi(x — 1) >log19
3 3

Korzystamy z monotonicznosci funkcji logarytmicznej (funkcja logarytmiczna o podstawie
logarytmu z przedziatu (0; 1) jest malejaca, zatem wiekszg wartos$¢ przyjmuje dla mniejszego
argumentu — stgd opuszczajgc znak logarytmu i zapisujac nierdwnosé na argumentach
(liczbach logarytmowanych) zmieniamy kierunek znaku nieréwnosci na przeciwny)

x—1<9
Czyli
x <10

Rozwigzanie nieréwnosci logarytmicznej uzyskujemy biorac czes¢ wspdlng rozwigzania
powyzszej nieréwnosci wielomianowej z dziedzing nieréwnosci logarytmicznej

x € (—0;10) N D
Odpowiedz

logi(x — 1) > -2 & x € (1,10).
3

ZADANIE 2.B

Rozwigz nieréwnosc
2
(loglx) +logix—2<0
2 2
Odpowiedz/wskazéwka
€ (1 4)
x € (5,

Nieréwnos¢ logarytmiczng przez podstawienie

logix=k
2

sprowadzamy do nieréwnosci kwadratowe] postaci:
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k?+k—2<0

Pamietajmy o dziedzinie D = (0; +o0) oraz fakcie, ze funkcja logarytmiczna, ktéra w
podstawie ma liczbe z przedziatu (0; 1) jest funkcjg malejaca.

ZADANIE 3.A
Uzasadnij, ze 3™ > 27.
Rozwiazanie.

37 > 3% =27.

ZADANIE 3.B
Uzasadnij, ze ™ > 9%.
Odpowiedz/wskazéwka

Analogicznie jak w 3A.
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3 (Ciagiliczbowe

3.1 Granica ciagu

ZADANIE 1.A

Na podstawie szkicu wykresu ciggu (a,,) podaj jego granice (o ile istnieje).

£

s8]

-

-

-1 4
1
.
2
4
Rozwigzanie.
lim a, =0

n—-oo
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ZADANIE 1.B

Na podstawie szkicu wykresu ciggu (a,,) podaj jego granice ( o ile istnieje).

=]

FN

[§%)

-

-t

e

Odpowiedz/wskazéwka

Cigg jest rozbiezny
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ZADANIE 1.C

Na podstawie szkicu wykresu ciggu (a,,) podaj jego granice (o ile istnieje).

£

[S5]

—

—

Odpowiedz/wskazéwka

lim a, =2
n—-oo
ZADANIE 2.A

Wyznacz granice ciggu:

3n?+4n-1
noo nZ4+n-—>5

Rozwigzanie.

4 1
. anean-1 . n2(3+5—)
lim = lim <=3
n-oo n2+n-5 n-oo n2(1+___2)
n n
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ZADANIE 2.B
Wyznacz granice ciggu:

3n? + 40n — 15
e n% +7n —50

Odpowiedz/wskazéwka

sn2+aon-15 _ . n¥(3+53)
oo = Jim —— e =3
n—-oco N<+7n—50 n—-oo n2(1+z_n_2)
ZADANIE 2.C
Wyznacz granice ciggu:
- n?’+9n-5
lim ———
nbo n—28
Odpowiedz/wskazéwka
lim n2+9n-5 — lim n2(1+%_n12) —
n—oco N— n-oo n(1+§)
n
ZADANIE 3.A

Wyznacz granice ciggu:

i % +n-1
nglc}o(n—l)2°+n

Rozwiazanie.

. 3n%%n-1 . n2°(3+n%—n%)
lim = lim =3
n—oo n20+-... nooo  n20(14--.)
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ZADANIE 3.B

Wyznacz granice ciggu:

Odpowiedz/wskazéwka

ZADANIE 3.C

Wyznacz granice ciggu:

Odpowiedz/wskazéwka

nZ4n

. 1
lim —2—=-
n—ooo 2n%2-8 4

nlO

l' -
nbe (21 + 1)10

n10

li =—

b n10(210 4 o ). 210

o 1F2H3 4t
noe  2n? —8
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3.2 Ciag arytmetyczny

ZADANIE 1.A

Dla jakich wartosci x liczby x2 + 2, 2x + 4,6 w podanej kolejnosci tworzg ciag
arytmetyczny?

Rozwigzanie.

Aby liczby podane w zadaniu w podanej kolejnosci tworzyty cigg arytmetyczny musi by¢
spetniony warunek

2x+4—(x2+2)=6—(2x+4)
2x+4— (x> +2)—(6— (2x+4))
4x—x2=0
—x(x—4)=0
x=0 Vx=4
Istotnie,

e dlax = 0mamyciag: (2,4,6)
e dlax =4 mamy cigg: (18,12,6)

Odpowiedz:

Liczby podane w zadaniu w podanej kolejnosci tworzg cigg arytmetycznydlax =0 v x =4

ZADANIE 1.B

Uzasadhnij, ze nie istnieje takie x, aby liczby x1°, x1% + 2, x1° + 6 w podanej kolejnosci
tworzylty ciag arytmetyczny.

Odpowiedz/wskazéwka

Sprawdz warunek jak w zadaniu 1A.
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ZADANIE 2.A
Ciagi a, , b,, sg arytmetyczne. Uzasadnij, ze ciag 3a, + 2b,, tez jest arytmetyczny.
Rozwigazanie.

Niech odpowiednioa, =a; + (n—1) -1, orazb, = by + (n—1) -1y, gdzien € Niay, by,
7, 1 € R. Tworzymy ciag ¢, = 3a, + 2b,,.

¢, = 3a, + 2b,
h=3a+(n—-1 1) +2(by+(n—1)"1,)
chn=3a,+2b;+(n—1)@Br,+21,)
Ciag c,, jest arytmetyczny o ile jest spetniony warunek

_ Cnt Cny2
Cn1 = — 5

Sprawdzmy
Chp1=3a,+2b;+n(Br,+21,)

cn+cn+2=3a1+2b1+(n—1)(3ra+2rb)+3a1+2b1+(n+1)(3ra+2rb)=

2 2

=3a1+2b1+n(3ra+27‘b)

ntn+2 or7vimuje postaé

Czyli zaleznos¢ ¢, 414 = 5

3a;+2b;+n@Br,+21n)=3a;+2b;+n@Br,+21,)
0=0

Jest zatem spetniona w sposéb tozsamosciowy dla kazdego n € N i dowolnych a4, b4,
75, 7p € R. Zatem dla dowolnych ciagdéw arytmetycznych a,,, b, ciag ¢, = 3a, + 2b,, jest
réwniez ciggiem arytmetycznym.

ZADANIE 2.B
Uzasadnij, ze suma trzech ciggéw arytmetycznych tez jest ciggiem arytmetycznym.
Odpowiedz/wskazéwka

Postepuj analogicznie jak w zadaniu 2A.
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3.3 Ciag geometryczny

ZADANIE 1.A
Dla jakich wartosci x liczby x + 2, 2x + 4, 8 w podanej kolejnosci tworzg cigg geometryczny?
Rozwiazanie.

Aby liczby podane w zadaniu w podanej kolejnosci tworzyty cigg geometryczny musi by¢
spetniony warunek

2x+4 8

- Ax % —2
xt2 a7

(2x+4)?>=8(x+2)

4x2+8x=0
4x(x+2)=0
x = 0lub x = —2 (nie spetnia warunkéw zadania)

Istotnie,

e dlax = 0 mamy ciag: (2,4,8)
e dlax = —2 mamy ciag: (0,0, 8) - nie jest to cigg geometryczny

Odpowiedz:

Liczby podane w zadaniu w podanej kolejnosci tworzg cigg geometryczny tylko dla x = 0.

ZADANIE 1.B

Uzasadnij, ze nie istnieje takie x, aby liczby x2°, 2x°, 3x1° w podanej kolejnosci tworzyty
ciag geometryczny.

Odpowiedz/wskazéwka

Sprawdz warunek jak w zadaniu 1A.
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ZADANIE 2.A
Ciagi a,, , b,, s3 geometryczne. Uzasadnij, ze ciag 3 - a,, - b, tez jest geometryczny.
Rozwigzanie.

Niech odpowiednio a, = a; - q%~* orazb, = b, - q} ', gdzien € Niay, by, qq, qp € R.

Tworzymy ciag ¢, = 3 - a, * by,.
cn=3-a;°q3 " byrqpt
cn=3"a; by (qq-q)""
Ciag c,, jest geometryczny o ile jest spetniony warunek
Che1 = Cn* Cnaz
Sprawdzmy

C121+1 =@ a; b (Ga- Clb)n)z =9a,” b12 (4a Qb)zn

Cn Cnsz =3 a1 by (qa-qp)" -3 ay by~ (qa-qp)""" =
=9a,? b12 (9a qp)*"
Czyli zaleznoéé c2,, = ¢y, - Cpip Przyjmuje postaé
9a;,? b* (qa 40)°™ = 9 a4 by” (qa 45)*™
0=0

Jest zatem spetniona w sposob tozsamosciowy dla kazdego n € N i dowolnych a4, by,
da:qp € R.

Zatem dla dowolnych ciggéw geometrycznych a,, b, ciag ¢, = 3 - a,, * b, jest rowniez
ciggiem geometrycznym.

ZADANIE 2.B
Uzasadnij, ze iloczyn trzech ciggédw geometrycznych tez jest ciggiem geometrycznym.
Odpowiedz/wskazéwka

Postepuj analogicznie jak w zadaniu 2A.

-49-



3.4 Ciag rekurencyjny

ZADANIE 1.A
Oblicz trzeci wyraz ciagu, jedlia, = 3,a,4.4 =n+a,
Rozwiazanie.
a,=1+a,=1+3=4
az=2+a,=2+4=6
Odpowiedz:

a3=6.

ZADANIE 1.B
Oblicz dziesigty wyraz ciagu, jedlia; = 0,a,,, = M3 +3n+7) - a,
Odpowiedz/wskazéwka

aqo =0.

ZADANIE 2.A

Podaj wzér na n-ty wyraz ciggu (a,), jeslia, = 1,a,4.1 =3 - a, .

Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze jest to ciagg geometryczny, gdzie a; = 1 oraziloraz ¢ = 3. Zatem
a, =31

ZADANIE 2.B

Podaj wzér na n-ty wyraz ciaggu (a,), jeslia, = 25,a,,1 =5-a, .

Odpowiedz/wskazéwka

Zauwazmy, e jest to cigg geometryczny a, = 5™*1.
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4 Trygonometria

4.1 WartoSci funkcji trygonometrycznych

ZADANIE 1.A
Oblicz sin120°.

Rozwigzanie.

sin120° = sin(180° — 60°) = sin60° = g
ZADANIE 1.B
. 7
Oblicz tg-m.
4
Odpowiedz/wskazéwka

Oblicz tgZm = —1.

ZADANIE 2.A
Oblicz cos510°.
Rozwiazanie.
c0s510° = cos(360° + 180° — 30%) = cos(180° — 30%) = —cos30° = —?
ZADANIE 2.B
Oblicz tg16—37r.
Odpowiedz/wskazéwka
V3

Oblicz tg16—37t =<
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4.2 Réwnania i nieréwnosci trygonometryczne

ZADANIE 1.A
Rozwigz nieréwnos¢ cosx > — %
Rozwigzanie.

Rysujemy wykresy funkcji znajdujacych sie po obu stronach nieréwnosci.

F N

A

2
fo)

"

1

N\ N

R ) N M2 dm
SN 1 SN
s )
Pytamy kiedy cosx > — %, czyli kiedy kosinusoida lezy powyzej prostejy = — %

. - 22 . - .
W okresie < —m; ™ > ma to miejsce dla x € (—gn; 5”)' Korzystajac z okresowosci funkcji

kosinus zapiszemy rozwigzanie w catym zbiorze liczb rzeczywistych:

2 2
X € (_§7T + 2km; §1T + an)

Odpowiedz:
cosx > le X € (—En + 2km; 371 + Zkr[), gdziek € Z
2 3 3
ZADANIE 1.B
Rozwigz nieréwnos¢ 2sin2x > 1.
Odpowiedz/wskazéwka
T 51 .
x € (E+k1r, E+kn),gd2|ek EZ

Robimy podstawienie t = 2x i rozwigzujemy nieréwnos¢ analogicznie jak w zadaniu 1A. Na
koniec wracamy do podstawienia.
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ZADANIE 2.A
Rozwiaz nieréwnosé: tg2x — 1 > 0
Odpowiedz/wskazéwka
Wyznaczmy dziedzine: x # §+ km, gdziek € Z
Zrébmy podstawienietgx =t
t?2—1>0
Et-D(E+1)>0
t € (—o0; —1) U (1; +)
t<-1vt>1
Wracamy do podstawienia

tgx < —-1vtgx>1

L]
/A L I Y |
: /! /i :

/| Y |
/S S S S
/iﬂ —3iir/2 /7[ -Tﬂifzi / mEQ /: 37:5/2 /lﬁ

[

f Pl N P P

Geometrycznie, rozwigzaniem nierdwnosci sg te argumenty x € D, dla ktérych wykres
funkcji tangens lezy ponizej prostej y = —1 lub powyzej prostejy = 1.

W okresie (—%; g) ma to miejsce dla
X € (—%; —%)Vx € (%, %)

(el

Korzystajac z okresowosci funkcji tangens mozemy zapisaé rozwigzanie w catej dziedzinie

xE(—§+kn; —%+kn)u(§+krr; §+k7r),gdziekEZ

-53-



ZADANIE 2.B
Rozwiaz nieréwnoéé sin?x + cos(2x) = 0
Odpowiedz/wskazéwka

sin?x + cos?x — sin?x = 0, cos?x > 0, zatem x € R.
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4.3 Zastosowanie wzorow trygonometrycznych

ZADANIE 1.A
Oblicz sin75°.
Rozwigzanie.

sin75% = sin(45° + 30°) = sin45%c0s30° + sin30°cos45° =

NN
~ |G

+
>
X
x

ZADANIE 1.B
Oblicz tg15°.
Odpowiedz/wskazéwka

Zauwazmy, ze tg15° = tg(45° — 30°) i skorzystajmy ze wzoru na tangens réznicy.

ZADANIE 2.A
Wyprowadz wzér na sin(3x).
Rozwiazanie.
sin(3x) = sin(2x + x) = sin 2x cos x + sin x cos 2x =
= 2sinx cos x cosx + sin x (cos? x — sin® x) =
= 2sinx cos? x + sinx cos? x — sin3x =

= 3sinx cos? x — sin® x = sinx (3 cos? x — sin® x)

ZADANIE 2.B
Wyprowadz wzor na tg(4x).
Odpowiedz/wskazéwka

Zauwazmy, ze tg(4x) = tg(2x + 2x) i skorzystajmy ze wzoru na tangens sumy.
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5 Geometria

5.1 Geometria analityczna

5.1.1 Prosta

ZADANIE 1.A

Napisz rownanie prostej prostopadtej do prostej o réwnaniu y = 2x — 4 i przechodzacej przez
punkt (2, 6).

Rozwigzanie.

Réwnanie prostej prostopadtej: y = — %x + b. Poniewaz prosta przechodzi przez punkt (2, 6),

zatem 6=—§-2+b,wiecy=—§x+7.

ZADANIE 1.B

Napisz réwnanie prostej rownolegtej do prostej o réwnaniu y = 3x — 4 i przechodzacej przez
punkt (1,5).

Odpowiedz/wskazéwka

Réwnanie prostej rownolegtej: y = 3x + b. Poniewaz prosta przechodzi przez punkt (1,5),
zatem 5=3-1+ b, wiecy = 3x + 2.

ZADANIE 2.A

Dany jest tréjkat ABC. Punkty A, B nalezg do prostej o réwnaniu 4x + 3y —4 = 0. Oblicz
dtugos¢ wysokosci trdjkata poprowadzonej z wierzchotka € = (1, 2).

Rozwigzanie.

o Ax+By+Cl_[4-1+3-2-4]_6
VAZ + B2 V32 + 42 5
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ZADANIE 2.B

Dany jest réwnolegtobok ABCD. Punkty A, B nalezg do prostej o réwnaniu 6x + 8y — 2 = 0.
Oblicz dtugos¢ wysokosci réwnolegtoboku poprowadzonej z wierzchotka € = (0, 2).

Odpowiedz/wskazéwka

p_lAx+By+cl_16-0+8-2-2] 7
VAT B2 Ve re 5
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5.1.2 Uklady nieréwnosci

ZADANIE 1.A

Zapisz rozwigzanie nieréwnosci:

>
»

™

W

%

W

Al >

%\\\r

N

W

O

-

>

\
\
N
\
B
N\
N\

Rozwiazanie.

y<-x+4
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ZADANIE 1.B

Zaznacz w ukfadzie wspétrzednych zbidr spetniajacy nieréwnosé: y = x + 3.

Odpowiedz/wskazéwka

o s

s

[

v

2~

i o
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ZADANIE 2.A

2x+y<1

Rozwigz graficznie uktad nieréwnosci: {x st

Rozwiazanie.

i

&
Q

D

A

»

e

.. >
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ZADANIE 2.B

Na podstawie rysunku opisz podany podzbiér ptaszczyzny przez odpowiedni uktad
nieréwnosci.

A
=Y

~

L%
X
4
-4 -3 -2 -1 1\\ 2 3 4 5 €
\
P .
-1 \ <
-
\
N
~ [N
- ~
~
[N
\
2 ~

Odpowiedz/wskazéwka

{3x+ys3
x+y>1"
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5.1.3 Okragi koto

ZADANIE 1.A

Wyznacz $rodek i promien okregu o réwnaniu x? — 4x + y2 = 0.
Rozwigzanie.

(x—2)?2—-4+4+y2=0,(x—2)*+y*=2%

S(2,0),r = 2.

ZADANIE 1.B
Zaznacz w uktadzie wspdtrzednych zbidr spetniajgcy uktad nieréwnosci:

{x2—2x+y2—2y<3
x+y<1

Rozwigzanie.

N ———————
-

««&'\%\&w\u i
\4dl
\

i

.
L
\d

Il I i N
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ZADANIE 2.A

Dla jakiej wartosci parametru a okrag o réwnaniu x2 — 2x + y? = 0 jest styczny do prostej o
réwnaniuy = x + a.

Rozwigzanie.

{x2—2x+y2=0
y=x+a

x2-2x+(x+a)?2=0
2x2+(a—-2)x+a?=0
Prosta bedzie styczna do okregu, gdy uzyskane rownanie bedzie miato jedno rozwigzanie
A=0
(2a—2)2—-8a2=0
(2a — 2)? — 8a?
—4a?2-8a+4=0
a=—V2-1luba=v2-1

Odpowiedz

Okrag i prosta dane w zadaniu beda styczne, gdya = —vV2 —1luba =2 — 1.

ZADANIE 2.B

Dla jakiej wartoéci parametru a okrag o réwnaniu x2 +y2 —4y = 0 nie ma punktéw
stycznych z prostg o réwnaniuy = —x + a.

Odpowiedz/wskazéwka

Warunki zadania bedg spetnione, gdy uktad rownan zbudowany z rownan prostej i okregu
NIE bedzie miat rozwigzan.

Uktad rownan sprowadza sie do réwnania postaci:
+(—x+a) —4(-x+a)=0

2x°+ (@ —-2a)x +a®?—4a=0
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Réwnanie to NIE ma rozwigzan, gdy jego wyrdznik jest ujemny
(4-2a)2—-4-2-(a>-4a)<0
16+16a—4a?><0
Wykonujac niezbedne rachunki uzyskujemy, ze
a<2-2V2luba>2v2+2
Czyli

a€(—0;2-2V2)U(2+2V2; +)

-64-



5.1.4 Wektory

ZADANIE 1.A
Dane sg wektory: U = [—3,4] , ¥ = [1,3]

a) Obliczu + 27
b) Oblicz i — 3%
c) Oblicz dtugos¢ wektora: U

Rozwiazanie.
a) U+2v=[-3,41+2-[1,3] =[-1,10]
b) u—3v=[-3,4]—-3"[1,3] =[-6,-5]

c) |u|=+(=3)2+42=5.

ZADANIE 1.B

Dany jest rownolegtobok ABCD. Punkty A =(1,3),B =(2,4),C = (2,6). Wyznacz
wspotrzedne punktu D.

Odpowiedz/wskazéwka
Niech niewiadomy punkt D ma wspétrzedne (x, y)
D(x,y)
B =[11]
DC = [2—x,6—y]
AB =DC
[11]=[2—x,6—y]

Zatem D = (1,5).
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ZADANIE 2.A
Napisz wzdr funkcji g(x) po przesunieciu o wektor i = [3,1] funkcji f(x) = 2% — 3.
Rozwigzanie.

gx)=f(x—-3)+1=2¥3-3+1=2*3-2,

ZADANIE 2.B

Napisz wzdr funkcji g(x) po przesunieciu o wektor i = [1,—2] funkgji
flx)=(x+1)3-3.

Odpowiedz/wskazéwka

gx)=fx-1)-2=(x+1-1)3-3-2=x3-5.
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5.2 Planimetria

5.2.1 Okrag opisany lub wpisany w czworokat

ZADANIE 1.A

Na czworokacie ABCD opisano okrgg. Kat przy wierzchotku B jest piec razy wiekszy od kata
A, a kat przy wierzchotku C jest trzy razy wiekszy od kata przy wierzchotku A. Wyznacz miary
katow w czworokacie.

Rozwiazanie.
XAXB=5-¥4,xC=3"%4A

Wiadomo,ze ¥ A+ X C =B +<«D,wiec¥A+5-¥A=3-¥A+<D,zatemx D =3"
% A. Wiadomo takie, 7e < A+5-<A+3-x A+ 3% A4 =360°

<A =30%%«B=150%«C=90°«D =90°

ZADANIE 1.B

W czworokat ABCD o obwodzie rownym 60 wpisano okrag. Dtugos¢ boku BC jest piec razy
wieksza od dtugosci boku AB, a dtugos¢ boku CD jest trzy razy wieksza od dtugosci boku AB.
Wyznacz dtugosci bokdw.

Odpowiedz/wskazéwka
|AB|,|BC| =5+ |AB|, |CD| = 3-|AB]|.
W czworokat wpisano okrag, zatem
|AB| + |CD| = |BC| + |DA|
Korzystajac wypisanych zaleznosci miedzy dtugosciami poszczegdlnych bokéw uzyskujemy
|AB| +5-|AB| =3 - |AB| + |DA|
[DA| = 3-|AB|

Z tresci zadania wiadomo takze, ze
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|AB|+5-|AB|+3-|AB|+3-|AB| = 60
Czyli
|AB| =5
W rezultacie uzyskujemy:

|AB| = 5,|BC| = 25, |CD| = 15, |DA| = 15.

ZADANIE 2.A

W czworokat ABCD wpisano okrag. Uzasadnij, ze jesli cztery kolejne dtugosci bokéw tworza
ciag arytmetyczny, to wszystkie dtugosci bokéw czworokata sg rowne.

Rozwigzanie.
a,,a, +r,a; +2r,a; +3r
a,+a,+2r=a,+7r+ay +3r
r=20

Zatem wszystkie dtugosci sg rowne.

ZADANIE 2.B

W czworokat ABCD wpisano okrag. Uzasadnij, ze jesli cztery kolejne dtugosci bokéw tworza
cigg geometryczny, to wszystkie dtugosci bokdw czworokata sg rowne.

Odpowiedz/wskazéwka
a +a,9* = 19 + a,¢°
1+¢)A-q)=0
q=1

Zatem wszystkie dtugosci sg rowne.
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5.2.2 Twierdzenie Talesa

ZADANIE 1.A

Ramiona kata przecieto prostymi rdwnolegtymi — patrz rysunek ponizej. Odpowiednie odcinki
majq dtugosci: a = 4,b = 5, ¢ = 3. Wyznacz dtugos$¢ odcinka d.

Rozwiazanie.

Korzystajgc z prostego twierdzenia Talesa mamy:

lal  _ lel
lal + |b| |d|
4 3
9 |d|
Id|—27
T4
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ZADANIE 1.B

Czy proste przecinajgce kat sg do siebie rownolegte? Uzasadnij.

12

12 \18\

Odpowiedz/wskazéwka

Zauwazmy, ze zachodzi zwigzek

8 12

20 30

Zatem na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa proste sg rownolegte.

ZADANIE 2.A

Dany jest tréjkat ABC. Punkt D jest srodkiem odcinka BC, a punkt E jest srodkiem odcinka
AC. Wykaz, ze odcinki AB i DE sa réwnolegte.

Rozwigzanie.

Z tresci zadania wynika, Zze mamy nastepujgce zwigzki miarowe:

|BD| = |CD| = IB—choraz |AE| = |CE| = 'AZ—C'

Zwréémy zatem uwage, ze

lcp] _ 1 ICE| _ 1

IcBl ~ 2 lcal — 2

Zatem
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lcD|  |CE]
ICB| ~ |CA|

a to na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa oznacza, ze odcinki AB i
DE sa réwnolegte.

ZADANIE 2.B

Dany jest trojkat CDE. Punkt A jest srodkiem odcinka CD, a punkt B jest sSrodkiem odcinka
CE. Wykaz, ze odcinki AB i DE sg réwnolegte.

Odpowiedz/wskazéwka

Postepujemy analogicznie jak w zadaniu 2A.
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5.2.3 Jednokladnos¢
ZADANIE 1.A

Punkt A = (1, 3). Znajdz obraz punktu A w jednoktadnosci o srodku w punkcie S(2,4) i skali
k=-2.

Rozwigzanie.

Z definicji jednoktadnosci mamy, ze obrazem punktu A w jednoktadnosci o srodku S i skali k
bedzie punkt A" wtedy i tylko wtedy, gdy wektorﬁjest rowny iloczynowi skali podobienstwa

i wektora SA
JEA) =4 254 =k -S4
Niech A’ = (x',y"). W warunkach zadania bedziemy mieli wéwczas:
[x' =2,y —4]=-2-[1-2,3—-4]
[x' =2,y —4] =[2,2]
Korzystajac z definicji rownosci wektoréw uzyskujemy

x'=2=2Ay —4=2

xX'=4ANy =6

Czyli, A" =(4,6)

]

SR s 5a34 1133456789
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ZADANIE 1.B

Dana jest prosta l:x +y + 2 = 0. Napisz rownanie obrazu prostej [ w jednoktadnosci o
srodku w poczatku uktadu wspétrzednych i skali k = 2.

Odpowiedz/wskazéwka
l'ix+y+4=0

Mozemy obra¢ dwa dowolne punkty lezgce na prostej | iznalez¢ ich obrazy w jednoktadnosci.
Nastepnie napisa¢ rownanie prostej przechodzgcej przez te dwa punkty.

ZADANIE 2.A

Znajdz wzor funkcji g(x), ktérej wykres powstat jako obraz wykresu funkcji y = 4x —2 w
jednoktadnosci o srodku w punkcie S(0,0) i skali k = 2.

Rozwiazanie.
Korzystamy z definicji jednoktadnosci
def — —
JEA) = A S SA =k -S54

Jesli odpowiednio: A(x,y), A'(x',¥"), S(x, Vo), to zaleznoéé z definicji mozna zapisaé w
postaci:

x'—=xg=k(x—x0) Ay —yo=k(y — o)
W warunkach zadania sprowadza sie do uktadu warunkéw
X =2x ANy =2y

Zatem

Prosta [ jest opisana réwnaniem
y=4x—2

Wstawiajgc wczesniej uzyskane zaleznosci uzyskujemy
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y =4x"'—4
Woracajac do standardowych oznaczen zapiszemy:

l'y=4x—-4

ZADANIE 2.B

Znajdz wzér funkcji g(x), ktérej wykres powstat jako obraz wykresu funkcji y = x?2
jednoktadnosci o srodku w punkcie §(1,3) i skali k = 3.

Odpowiedz/wskazéwka
Postepujemy analogicznie jak w zadaniu 2A.
X—1=3x—-1Ay —-3=3(y—-3)

Zatem

() +4x - 14
R

!

Woracajac do standardowych oznaczen zapiszemy:

_x2+4x—14

U':y 3

w

Interpretacja geometryczna — ponizej. Zwréémy uwage, ze kazdy punkt wykresu krzywej I’

(czerwona linia) jest obrazem odpowiedniego punktu krzywej [ (niebieska linia).
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5.2.4 Podobienstwo

ZADANIE 1.A

Dtugosci bokdw prostokata zwiekszono czterokrotnie. Jak zwiekszyto sie pole prostokata?
Rozwigzanie.

P = a - b. Po zwiekszeniu dtugosci bokéw, pole bedzie wynosito P’ = (4a) - (4b) = 16a-b

Pole prostokata zwiekszyto sie szesnastokrotnie.

ZADANIE 1.B
Dtugosci bokdw prostokata zwiekszono trzykrotnie. Jak zwiekszyt sie obwdd prostokata?
Odpowiedz/wskazéwka

OB = 2 - (a + b). Po zwiekszeniu dtugosci bokéw, obwdd bedzie wynosito OB’ = 2 - (3a +
3b) =6(a+b)

Obwdd prostokata zwiekszyt sie trzykrotnie.

ZADANIE 2.A
Podaj jeden warunek na to, aby dwa trojkaty prostokatne byty podobne.
Rozwiazanie.

Katy ostre majg rowne miary.

ZADANIE 2.B
Podaj jeden warunek na to, aby dwa rownolegtoboki byty podobne.
Odpowiedz/wskazéwka

Np. Odpowiadajgce sobie katy majg réwne miary i stosunki dtugosci bokdw sg rowne.
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5.2.5 Twierdzenie sinuséw i kosinusow

ZADANIE 1.A

Dany jest trojkat ABC. Wiadomo, ze |AB| = 10, |AC| = 12, < A = 60°. Wyznacz |BC].

xC

AN 7>

Rozwigzanie.
1
|BC|? = |AC|? + |AB|* — 2|AC||AC|cos60° = 144 + 100 — 2-10- 12 5= 124

|BC| = V124 = 2+/31

ZADANIE 1.B

Dany jest trojkat ABC. Wiadomo, ze |AB| = 10, < C = 45°, « B = 60°. Wyznacz |AC]|.

xC

0\ 7)
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Odpowiedz/wskazéwka

Skorzystaj z twierdzenia sinusow.

|AB| _ |AC|
sinxC sin< B

10 |AC|

sin45° ~ sin 60°

0.3

2
AC| = =546
cl=—75

2

ZADANIE 2.A

Dany jest trojkat ABC. Wiadomo, ze |AB| = 8, |AC| = 10, « A = 15°. Wyznacz |BC]|.

xC

AN 7>

Rozwigzanie.

c0s15° = cos(45° — 30%) = cos 45° cos 30° + sin 45°sin 30° =

V2 x/§+\/§ 1 _V2+V6
T2 2 2 27 4
V2 +6
|BC|? = |AC|? + |AB|? — 2]AC||AC|cos15° = 64 + 100 — 2 - 10 - S-T

|BC|? = 164 — 402 — 406

|BC| =\/164—40\/§—40\/€z 3.07
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ZADANIE 2.B

Dany jest tréjkat ABC. Wiadomo, ze |AB| = 16, <« C = 75°, <« A = 60°. Wyznacz dtugos¢
odcinka |AC].

xC

0\ )

Odpowiedz/wskazéwka

Skorzystaj z twierdzenia sinuséw.
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5.3 Stereometria

5.3.1 Przekroje

ZADANIE 1.A

Sfere o $rodku S i promieniu R = 10 przecieto ptaszczyzng, ktérej przekrojem jest okrag o
$rodku S’ i promieniu r = 6. Oblicz dtugo$é odcinka SS’.

Rozwigzanie.

Szukana dtugosé |SS’| znajdziemy z tréjkata prostokatnego SS'A. Zauwazmy, ze
[SA| =R =10
S'A|=r=6

Zatem z twierdzenia Pitagorasa

[SS'] =+/|SA|? — |S'Al?

ISS’| =+/102 —62 = 8
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ZADANIE 1.B
Kule o srodku S i promieni R = 10 przecieto ptaszczyzna, ktdrej przekrojem jest koto o sSrodku

S’ i promieniu . Oblicz pole powierzchni przekroju, jesli odlegto$¢ w jakiej znajduja sie $rodki
|SS'| = 4.

Odpowiedz/wskazéwka

Zwréémy uwage, ze tym razem niezbedne jest wyznaczenie promienia przekroju r. Na tej
podstawie, korzystajgc z wzoru na pole kota znajdziemy pole przekroju.

r?2 = |SA|? — |SS'|?
r?2 =84
Niech P - pole przekroju opisanego w zadaniu.
2

P =nr

P=84m
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ZADANIE 2.A

Prostopadtoscian, ktéry w podstawie ma kwadrat o boku dtugosci 4 przecieto ptaszczyzna
przechodzacg przez krawedz podstawy i srodki przeciwlegtych krawedzi bocznych. Oblicz pole
powierzchni przekroju, jesli dtugos¢ wysokosci prostopadtoscianu wynosi 10.

Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze uzyskany przekrdj jest prostokatem. Do policzenia jego pola niezbedne sa
dtugosci jego bokdw.

P=a-b
a=4,b=+42 +52 =41
P =441
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ZADANIE 2.B

Szescian o dtugosci krawedzi réwnej 8 przecieto ptaszczyzng przechodzacy przez przekatna
podstawy i przekatng $ciany bocznej. Wyznacz pole uzyskanego przekroju.

Odpowiedz/wskazéwka

Zauwazmy, ze uzyskany przekrdj jest tréjkgtem réwnobocznym o dtugosci boku rownej
dtugosci przekatnej kwadratu.

P—d2\/§
T4

d=aV2=8V2

P=—(8\/§4) \/g=32\/§
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ZADANIE 3.A

Pole przekroju ostrostupa prawidlowego czworokatnego przecietego ptaszczyzng
przechodzacg przez wysokos¢ Sciany bocznej i przez wysokos¢ ostrostupa wynosi 40. Oblicz
objetos¢ ostrostupa, jesli jego wysokos$¢ wynosi 10.

Rozwigzanie.

1
V=3RH

B, — pole podstawy — tutaj: pole kwadratu. Niech B, = a?.
H — dtugos¢ wysokosci ostrostupa — tutaj: H = 10.

Przekrdj jest trojkatem rownoramiennym, ktérego wysokos¢ pokrywa sie z wysokoscig
ostrostupa. Wiadomo, ze pole przekroju P’ = 40, zatem

Skoro
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Wiec

Odpowiedz

Objetosc¢ ostrostupa wynosi 6:—0 .

ZADANIE 3.B

Przekrojem ostrostupa prawidtowego czworokatnego przecietego ptaszczyzng przechodzacy
przez krawedz podstawy i $rodki przeciwlegtych krawedzi bocznych jest trapez o podstawach
dtugosci: 10 oraz 6. Oblicz pole tego przekroju, jesli wysokos$¢ ostrostupa wynosi 16.

Odpowiedz/wskazéwka

Pole trapezu wyraza sie wzorem

(a+b)
2

2
Dtugosc¢ krawedzi bocznej ostrostupa [ = /162 + (%E) =334

“h
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Rozwazmy trojkat prostokatny AKE: |AE| =1 = 334, |AK| = % = 5. Zauwazmy, ze

|JAK| 5 534

COS4A = = =
|[AE| 3434 102
. . . 334
Dalej rozwazmy tréjkat ABF: |[AB| = a = 10, |AF| = - = =— Z twierdzenia kosinuséw

mozemy opisa¢ |BF|:

|BF|?> = |AB|* + |AF|?> — 2 - |AB| - |AF| - cos 4A

2
3V34 3+v34 5+34 253
2 2 102 2

253 /506

Rozwazmy teraz trapez réwnoramienny, ktérego pole mamy policzyé: |BC| = a = 10,

IFG| = b = 6, |BF| = |CG| = ©>%. zauwaimy, ze |BM| = [NC| = 1°2 6 =2,

M N

Wezmy pod uwage tréjkat prostokatny BMF. Z twierdzenia Pitagorasa mamy:

V506\° 710
|FM| = \/|BF|Z — |BM|Z = (T) —22=T\/_

Zwrdoémy uwage, ze odcinek FM jest jednoczesnie wysokoscig naszego trapezu. Zatem h =

|FM]| = 7\/_
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W rezultacie pole trapezu

_(a+b)'h_(10+6)'7m

> > > = 28+v10

ZADANIE 4.A

Z duzego stozka, ktorego objetos¢ wynosi 512, odcieto maty stozek przez przeciecie duzego
stozka ptaszczyzng réwnolegty do podstawy w potowie jego wysokosci. Oblicz objetosé
odcietego (matego) stozka.

Rozwigzanie.

Niech

V4 - objetos¢ duzego stozka. V,; = %nRzH. Tutaj: V; = 512

Rozwazmy trdéjkat prostokatny ABC, jaki mozemy uzyskaé z duzego stozka jako czes¢ przekroju
tego stozka ptaszczyzng zawierajaca jego wysokosc.

Z twierdzenia Talesa mamy:
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IcAl _ |cS|

|AB| |SD|
Czyli
H
H 7
R r
Z czego uzyskujemy, ze
R=2 R
= = = —
rr >

Zatem zaréwno wysokos¢ jak i promien matego stozka s3 rowne potowie dtugosci
odpowiednich wymiaréw duzego stozka.

Objetos¢ matego stozka mozemy wiec opisaé nastepujaco:

ZADANIE 4.B
Przekrojem stozka jest trojkat réwnoboczny o polu réwnym 12+/3. Wyznacz objetosé stozka.

Odpowiedz/wskazéwka
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V = =mrh
—37'[7'

P - pole tréjkata réwnobocznego — tutaj: pole przekroju, P = 12+/3

a®\3
P =
4
Zatem
2y3
Z =12V3

a=4vV3Va=-4+3

Pamietamy, ze a oznacza dtugos¢ boku tréjkata, zatem a > 0, wiec

a=4+V3

Promien postawy stozka r = % =2+3.

Do wyliczenia objetosci brakuje jeszcze wysokosci stozka, ale ta jest réwna wysokosci
tréjkata réwnobocznego bedgcego rozwazanym przekrojem stozka

av3 4-+3-43
h=—=—"7% =6

Ostatecznie

1 1
V=§m"2h=§n-(2\/§)2‘6=247r
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6 Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

6.1 Elementy kombinatorvki

ZADANIE 1.A
Dany jest zbiér X = {a, b, c}.

a) Wypisz wszystkie permutacje bez powtdrzen elementéw tego zbioru.

b) Stosujgc odpowiedni wzér oblicz liczbe permutacji elementéw tego zbioru.

Rozwigzanie.
Przypomnijmy definicje silni oraz permutaciji:
Silnia
Przyjmujemy
ol=1

A nl=1.2...-(n=-1)-n

neN

Permutacje bez powtérzen
Permutacjg zbioru n-elementowego nazywamy kazdy n-elementowy,

réznowartosciowy cigg elementéw tego zbioru.

Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego (oznaczenie B,) wyraza

sie wzorem
B, =n!
Ad. a)
Wypisujemy wszystkie permutacje zbioru X:

(¢, b,a)
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(¢,a,b)
(b,c,a)
(b,a,c)
(a,b,c)
(a,cb)
Ad. b)
Liczba wszystkich permutacji 3-elementowego zbioru X
P,=31=1-2-3=6

Co oczywiscie zgadza sie podpunktem a).

ZADANIE 1.B

Na regale ustawiamy 8 réznych ksigzek. W&réd nich mamy 6 czedci ,Wtadcy
pierscieni”. Na ile sposobdw mozemy rozmiesci¢ ksigzki na regale tak, aby wszystkie

czesci ,Wiadcy pierscieni” znajdowaty sie obok siebie (w dowolnej kolejnosci)?
Rozwiazanie.
Jednym ze sposobdw rozwigzania tego zadania jest skorzystanie z permutacji.

Zauwazmy, ze skoro mamy wszystkie czesci ,Wtadcy pier$cieni” majg znajdowac sie
obok siebie, to mozemy je potraktowaé umownie jako jedna ,duzg ksigzke”. Oprécz
tego mamy jeszcze 2 woluminy. Zatem rozmieszczamy na pétce umownie 3 ksigzki.
Liczba mozliwych rozmieszczen réwna sie liczbie wszystkich permutacji zbioru 3-

elementowego P;.

Jednoczesnie z tresci zadania wynika, ze poszczegdlne czesci powiesci Tolkiena nie
muszg by¢ uporzadkowane. Zatem liczba wszystkich mozliwych rozmieszczen

~Wiadcy pierscieni” jest rowna liczbie permutacji zbioru 6-elementowego Ps.
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Przy kazdej ustalonej lokalizacji ,Wtadcy pierscieni” wzgledem pozostatych dwéch
ksigzek (ktérych jest P;) poszczegdlne czesci mozemy permutowaé miedzy sobg na
P; sposobdéw. Zatem liczba wszystkich mozliwych rozmieszczen wszystkich ksigzek

na pétce zgodnie z opisem podanym w zadaniu bedzie réwna iloczynowi:
Ps-Pg
Zatem uzyskujemy
Py-Pg=1-2-3-1-2-3-4-5-6=6-720 = 4320
Odpowiedz:

Zgodnie z opisem podanym w zadaniu ksigzki mozemy rozmiesci¢ na 4320 sposobow.

ZADANIE 1.C

lle r6znych wyrazéw (majgcych sens albo nie) mozemy uzyskac przestawiajgc litery
w wyrazie KOMBINATORYKA?

Odpowiedz/wskazéwka

13!
212121
Zauwazmy, ze gdyby wszystkie litery w podanym wyrazie byty rézne, to liczba wyrazéw
(majacych sens albo nie) jakie moglibysmy wtedy utworzy¢ bytaby réwna P;;. W
naszym przypadku niektore litery sie powtarzajg, wiec zamiana miejscami takich liter
NIE skutkuje powstaniem nowego wyrazu. Stad pierwotng liczbe wyrazow (P;s3)
musimy dzieli¢ przez liczbe permutacji dla kazdej powtarzajgcej sie litery P, gdzie k

to liczba powtdrzen danej litery.

ZADANIE 2.A
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Dany jest zbior X = {a, b, c}.

a) Wypisz wszystkie kombinacje 2-elementowe bez powtdrzen elementéw tego
zbioru.
b) Stosujgc odpowiedni wzér oblicz liczbe kombinacji 2-elementowych

elementéw tego zbioru.

Rozwigzanie.
Przypomnijmy definicje:
Kombinacje bez powtorzen

Kombinacjg k-elementowag zbioru n-elementowego gdzie k <n nazywamy
kazdy k-elementowy podzbiér tego zbioru.
Liczba wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elemntowego

(oznaczenie: CF) wyraza sie wzorem

ck = n! oz (N
" (=K lk

Ad. a) Wypisujemy wszystkie kombinacje 2-elementowe bez powtdrzen elementéow

zbioru X:
{a b}
{ac}
{b,c}

Ad. b) Liczba wszystkich kombinacji 3-elementowych bez powtérzen elementéw

zbioru X:

CZ_(3)_ 3! 3t 213
37\ T @3-2)-20 12t a2t

3

Co oczywiscie zgadza sie podpunktem a).

ZADANIE 2.B
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Na ile sposobéw mozemy skreéli¢ ,széstke” w Duzym Lotku?
Rozwigzanie.
Zwrocmy uwage, ze w czasie losowan w Duzym Lotku:

e Losowanych jest 6 sposréd 49 kul numerowanych
o Kolejnos$¢ w jakiej losowane sg kule NIE ma Zadnego znaczenia

Losowane sg zatem 6-elementowe podzbiory zbioru 49-elementowego.

Liczba mozliwych wynikéw takiego losowania jest zatem réwna liczbie kombinacji 6-
elementowych zbioru 49-elementowego

C6—<49)— 49! _ 49! 431-44-45-46-47-48-49
Y7\ 6/) (49-6)-6! 431-6! 431-1-2-3-4-5.6

Po wykonaniu obliczen uzyskujemy, ze
CS = 13983816
Odpowiedz:

,oz0stke” w Duzym Lotku mozemy skresli¢ na 13 983 816 sposobdw (czyli prawie
na 14 milionéw sposobow).

ZADANIE 3.A
Dany jest zbiér X = {a, b, c}.

a) Wypisz wszystkie 2-wyrazowe wariacje bez powtérzen elementéw tego zbioru.
b) Stosujgc odpowiedni wzér oblicz liczbe wariacji 2-wyrazowych elementéw tego

zbioru.

Rozwigzanie.
Przypomnijmy definicje:
Wariacje bez powtérzen

Wariacja bez powtérzen k-wyrazowg zbioru n-elementowego gdzie k <n

nazywamy kazdy k-wyrazowy, réznowartosciowy cigg elementéw tego zbioru.
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Liczba wszystkich k-wyrazowych wariacji bez powtérzen zbioru n-

elementowego (oznaczenie V¥) wyraza sie wzorem

K n!

" (n—k)!
Zwrocmy uwage k-wyrazowe wariacje bez powtdrzen uzyskujemy wybierajgc
k-elementowe podzbiory a nastepnie permutujgc wybrane elementy

(ustawiajgc je we wszystkie mozliwe ciggi). Stad tez posta¢ wzoru na ich
liczbe:

n! n!

e e L
[ e ey T TRy oo

Ad. a) Wypisujemy wszystkie 2-wyrazowe wariacje bez powtdrzen elementéw zbioru
X:

(a,b)
(b,a)
(a,c)
(c,a)
(b, c)
(c,b)
Ad. b) Liczba wszystkich 3-wyrazowych wariacji bez powtérzen elementéw zbioru X:

3! 3!

= Eé—:—zjizzij =1-2-3=6

4

Co oczywiscie zgadza sie podpunktem a).

ZADANIE 3.B
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lle r6znych 3-cyfrowych liczb naturalnych NIEparzystych o NIE powtarzajacych sie

cyfrach mozemy uzyskac z cyfr 1, 2,5, 6,8?
Odpowiedz/wskazowka

e Zbidr cyfr jakimi dysponujemy sktada sie z 5 elementéw (n = 5).
e Tworzymy liczby 3-cyfrowe (kolejno$¢ cyfr jest istotna). Aby utworzona liczba
byla nieparzysta jej ostatnia cyfra musi by¢ nieparzysta. Tworzone liczby sg

zatem postaci: ??1 lub ??5
Zatem liczb powyzszej postaci mozemy utworzy¢ odpowiednio:

e ??1: V7 (cyfra jednosci ustalona, cyfry NIE moga sie powtarzac)
e ?75: V2 (cyfra jednosci ustalona, cyfry NIE mogg sie powtarzac)
Niech p — liczba szukanych liczb.

———=41=1-2-3-4=24
(4-2)!

p=2- V42 =2.
ZADANIE 4.A
Dany jest zbior X = {a, b, c}.

a) Wypisz wszystkie 2-wyrazowe wariacje z powtdrzeniami elementow tego
zbioru.
b) Stosujgc odpowiedni wzor oblicz liczbe 2-wyrazowych wariacji z

powtdrzeniami elementéw tego zbioru.

Rozwiazanie.
Przypomnijmy definicje:
Wariacje z powtdérzeniami

Wariacjg z powtérzeniami k-wyrazowg zbioru n-elementowego nazywamy

kazdy k-wyrazowy cigg elementéw tego zbioru.
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Liczba wszystkich k-wyrazowych wariacji z powtérzeniami  zbioru

n-elementowego (/%) wyraza sie wzorem

Ad. a)

Wypisujemy wszystkie 2-wyrazowe wariacje z powtdrzeniami elementéw zbioru X.
Znajda sie wsrdd nich oczywiscie wszystkie 2-wyrazowe wariacje bez powtdrzen plus

wariacje z powtarzajgcymi sie wyrazami:
(a,b)
(b, a)
(a,c)
(c,a)
(b,c)
(¢, b)
(a,a)
(b, b)
(c,c)
Ad. b)
Liczba wszystkich 2-wyrazowych wariacji z powtérzeniami elementéw zbioru X:
Vi=3%=9
Co oczywiscie zgadza sie podpunktem a).

ZADANIE 4.B
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W pewnym powiecie humery na tablicach rejestracyjnych sg ustalane wedtug
nastepujgcego klucza: 2 poczatkowe znaki to EL, dalej 3 cyfry (niekoniecznie rézne) i
jeszcze dwie litery wspoétczesnego podstawowego alfabetu tacinskiego (26 znakéw)

bez litery O. lle réznych numeréw mozna nada¢ w ten sposob?
Odpowiedz/wskazoéwka

Poprawne numery nadane wedtug tego klucza to np.: EL 778KK, EL 698RW itd.
W przypadku grupy trzech cyfr mamy:

o Kolejnosc¢ jest istotna

e Cyfry moga sie powtarza¢ (cho¢ nie musza)

Tworzymy zatem ciggi 3-wyrazowe ze zbioru 10-elementowego {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Ich liczba bedzie wiec réwna liczbie 3-wyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru

10-elemntowego V3,
Do ustalonego ciggu cyfr dobieramy jeszcze 2 znaki z alfabetu. Tutaj réwniez:

o Kolejnos¢ znakow jest istotna

e Litery mogg sie powtarzac (cho¢ nie muszg)

Tworzymy zatem ciggi 2-wyrazowe ze zhioru 25-elementowego
{AB,C,D,E,F,GH,IJKLMN,PQ,R,ST,UVW,X)Y,Z} Ich liczba bedzie wiec rowna

liczbie 2-wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru 25-elemntowego V.x.

Liczba réznych numerdw rejestracyjnych, jakie mozna utworzy¢ wedtug opisanego

klucza jest wiec réwna iloczynowi
V3, - V& =103 - 252 = 1000 - 625 = 625 000
Odpowiedz:

Liczba r6znych numerdw rejestracyjnych, jakie mozna utworzy¢ wedtug opisanego

klucza jest réwna 625 000.

-98-



6.2 Elementy rachunku prawdopodobienstwa

ZADANIE 1.A

W pewnej 26-osobowej klasie nauczyciel przeprowadzit kartkdbwke z matematyki.
Okazato sie, ze 10 os6b uzyskato wynik negatywny, za$ pozostate osoby — wynik
pozytywny. Losujemy 3 sposrod tych kartkdbwek. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajgcego na wylosowaniu dwéch kartkdwek z wynikiem pozytywnym

i jednej z wynikiem negatywnym.
Rozwigzanie.
1 Sposéb

Q - podzbiory 3-elementowe zbioru 26-elementowego

=4-25-26 = 2600

26) 26! 23!.24-25-26
31

191 = Gz 3 - 23! 1-2-3-23!

A - zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch kartkéwek z wynikiem pozytywnym i
jednej z wynikiem negatywnym

-10 = 1200

16) <10) 16! 10! 14!-15-16

Al = CE - C} =< = . —
Il = Cis - Cio 2 1/ 2!-14! 11-91 1-2-14!
Z klasycznej definicji prawdopodobierstwa mamy:

P(A)_|A|_1200_6 06
Q] 2600 13

I Sposéb

Szukane prawdopodobienstwo mozemy rowniez obliczy¢é wykorzystujgc dziatania na
zdarzeniach. Wygodnie bedzie wéwczas przyjac, ze kolejnosé, w jakiej losujemy kartkdwki ma
dla nas znaczenie. Przyjmijmy zatem oznaczenia:

Z; - za i-tym razem wylosowano kartkéwke z wynikiem pozytywnym (,,zaliczong”), i = 1,2,3.

N; - za i-tym razem wylosowano kartkéwke z wynikiem negatywnym (,NIEzaliczong”), i =
1,2,3.

A - zdarzenie polegajgcego na wylosowaniu dwoch kartkdwek z wynikiem pozytywnym
i jednej z wynikiem negatywnym.
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P(A)ZP(ZanZnN3U ZlﬂNzﬂZ3U NanZr]Zg)

Zauwazmy, ze zdarzenia Z; N Z, N N3, Z; N N, N Z3, Ny N Z, N Z3wykluczajg sie wzajemnie.
Prawdopodobieristwo ich sumy réwna sie wiec sumie ich prawdopodobienstw

P(A) =P(Z,nZ,NN3) +P(Zy NNy N Z3) + P(N, N Z, N Z3)
Zatem

PA)_16 15 10+16 10 15+1o 16 15 6 0.46
( T 26 25 24 26 25 24 26 25 24 13

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na wylosowaniu dwoch kartkdwek
z wynikiem pozytywnym i jednej z wynikiem negatywnym wynosi %

ZADANIE 1.B

W pudetku znajduje sie n cukierkdw, w tym 10 z nadzieniem czekoladowym. Losujemy
2 cukierki bez zwrotu. lle co najwyzej moze byé cukierkdw w pudetku, aby
prawdopodobienstwo, ze oba wylosowane cukierki majg nadzienie czekoladowe byto
wieksze niz 25%7?

Rozwigzanie.
Q - podzbiory 2-elementowe zbioru n-elementowego

- B n! _(m=2)-(n-1Dn_ (m-1-n
|Q|=C”_(2)_2!-(n—2)!_ 20-n—-2)! 2

A - zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwodch cukierkdw z nadzieniem
czekoladowym

IAI—CZ—(10>— 10! _8!-9-10_45
T2/ 200 =-2) 2.8
A 45 90
P(A)=| -

ﬁ_(n—l)-nznz—n
2

Z tresci wynika, ze P(A) > 0.25%.
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Zatem

90 1
nz—-n" 4
Czyli
n>—n - 4
90 1
Stad

n?-n-360<0
Rozwigzujgc powyzszg nierownosc¢ kwadratowg uzyskujemy, ze

1—+1441 V1441 +1
n>——— An ———
2 2
Zatem w przyblizeniu
n>-1848 A n <1948

n oznacza u nas liczbe cukierkow w pudetku, zatem n € N

Dodatkowo, z tresci zadania wynika, ze n = 10.

Reasumujac:
neN A 10<n<1948
Czyli
n € {10,11,12,13,14,15,16,17,18,19}
Odpowiedz:

W pudetku moze by¢ co najwyzej 19 cukierkéw.

[l sposob
Przyjmijmy, Zze kolejno$¢ w jakiej losujemy cukierki ma znaczenie.
Niech

C; - za i-tym razem wylosowano cukierek czekoladowy, i = 1, 2.
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10 9 90
P(A) =P(1NCG) =P(C) - P(GIC) = — = = n-1)

Dalej — jak wyzej.

Zadanie 2.A

Rzucamy 2 razy symetryczng kostkg szescienng do gry. Oblicz prawdopodobiernstwo,
ze suma uzyskanych oczek bedzie réwna 9, jesli wiadomo, ze za pierwszym razem
wyrzucono 5 oczek.

Rozwiazanie

A — suma oczek uzyskanych w dwéch rzutach bedzie rowna sie 9

B —w pierwszym rzucie wypadnie 5 oczek

Zwroémy uwage, ze zbidr wszystkich zdarzen elementarnych Q ma wiec postaé:

0 ={(1,1),(12),(13),(14),(15),(16),
(21),(2,2),(23),(24),(2,5),(2,6),
(3.1),(3,2),(3,3),(34),(3,5),(3.,6),
(4.1), (4,2),(4,3), (4,4), (4,5), (4,6),
(5,1),(5,2),(5,3),(54), (5,5), (5,6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4), (6,5),(6,6)}

Sktada sie on z 36 elementéw
Q| =36
Dalej
A ={(3,6),(45),(54)(6,3)}
B ={(51),(52),(53),(54),(55),(56)}

ANB ={(54)}

Szukane prawdopodobienstwo, to prawdopodobienstwo warunkowe. Przypomnijmy
zatem:
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Prawdopodobienstwo warunkowe

P(A|B) - prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto
zdarzenie B, gdzie P(B) > 0

P(ANB)
Zatem
P(ANB) - 1
7 _36_Z
P(A|B) = P(B) 6 6
36
Odpowiedz:

Szukane prawdopodobienstwo wynosi %

ZADANIE 2.B

Rzucamy 4 razy symetryczng monetg. Oblicz prawdopodobienstwo uzyskania
parzystej liczby reszek, jesli wiadomo, ze za drugim razem wyrzucono orta.

Odpowiedz/wskazowka
A —uzyskano dodatnig parzystg liczbe reszek
B —w drugim rzucie wypadt orzet

ZwréEmy uwage, ze liczba wszystkich zdarzen elementarnych zwigzanych z tym
do$wiadczeniem wyraza sie przez liczbe 4-wyrazowych wariacji z powtdrzeniami
zbioru 2-elementowego

Q| =V} =2*=16
Zbior wszystkich zdarzen elementarnych Q ma postac:

Q ={0000,R000,0R00,00R0,000R,00RR,OROR,ROOR,RORO,RR0OO, ORRO,
ORRR,RORR,RROR,RRRO, RRRR}

Rozwazanym zdarzeniom losowym sprzyjajg nastepujgce zdarzenia elementarne

A = {OORR,OROR,ROOR,RORO,RR0O0, ORRO, RRRR}
B ={0000,R000,00R0,000R, O0RR,ROOR,RORO, RORR}
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AN B ={0O0RR,ROOR, RORO}

P(A|B) - szukane prawdopodobiefstwo uzyskania parzystej liczby reszek pod
warunkiem, ze za drugim razem wyrzucono orta

3
P(ANB) 1g 3
P(AIB) =—(P(g) )=_186 =2
16

Odpowiedz:

Szukane prawdopodobienstwo wynosi S

ZADANIE 3.A

W magazynie sklepu komputerowego znajduje sie 12 ptyt gtéwnych firmy F1, 8 firmy
F2 oraz 10 firmy F3. Badania wykazaly, ze wadliwo$¢ produktéw wymienionych firm

wynosi odpowiednio: F1 - 1%, F2 - 3%, za$ F3 to ewidentne buble o wadliwosci 20%.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana ptyta NIE jest wadliwa?
b) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowana ptyta pochodzi z firmy F3,

jesli wiemy, ze NIE jest wadliwa?

Rozwigzanie.
Przypomnijmy:
Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

Jezeli zdarzenia Aq,4,,...,4, € Q spetniajg warunki:
i.  AqUAzu...UA, = Q - wyczerpujg wszystkie mozliwosci
i. A;nA; = @ gdy i# - wykluczajg sie wzajemnie
iii. P(A;) > 0dla kazdego i — majg niezerowe prawdopodobienstwa
to dla dowolnego zdarzenia B c Q zachodzi rownosé
P(B) = P(A,)-P(B|A)) + P(4;)-P(B|A;) + -+ P(Ay)-P(B|Ay,)
O ukfadzie zdarzenh spetniajgcym jednoczesnie warunki i, ii, iii moéwimy, ze jest to

tzw. zupetny uktad zdarzen.
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Ad. a)

Niech odpowiednio:

D - zdarzenie polegajace na wylosowaniu ptyty, ktéra jest dobra (NIE jest wadliwa)
W - zdarzenie polegajgce na wylosowaniu ptyty, ktora jest wadliwa

F; - zdarzenie polegajgce na wylosowaniu ptyty, ktéra pochodzi z firmy F1

F, - zdarzenie polegajgce na wylosowaniu ptyty, ktéra pochodzi z firmy F2

F; - zdarzenie polegajgce na wylosowaniu ptyty, ktéra pochodzi z firmy F3

Zwréémy uwage, ze w doswiadczeniu opisanym w zadaniu mozemy wyrozni¢ dwa

etapy

I. Losowanie ptyty z magazynu

II.  Ocena, czy jest ona dobra czy wadliwa

Zauwazmy, ze skoro losujemy jedng ptyte z magazynu, to prawdopodobienstwa, ze

ptyta pochodzi z ustalonej firmy wynoszg odpowiednio

12
P(fl) =:§6
8
P(Fﬁ) = §6
10
P(Pé) = §6

Wobec zréznicowanej wadliwosci ptyt w zaleznosci od firmy z ktdrej pochodzg

bedziemy mieli odpowiednio:

P(D|F,) = % - prawdopodobienstwo, ze ptyta jest dobra, pod warunkiem, ze

pochodzi z firmy F;
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P(W|F,) = Hlo - prawdopodobienstwo, ze plyta jest wadliwa, pod warunkiem, ze
pochodzi z firmy F; (jako prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego do
poprzedniego).

Analogicznie

97 3
P(DIF,) = = P(W|F,) = =

80 20
P(DIF3) = 155 PWI|F3) = =

Zwréémy uwage, ze uktad zdarzen zwigzany z pierwszym etapem doswiadczenia F;,
F,, F; jest to zupetny ukfad zdarzen. Mozemy skorzysta¢ zatem z twierdzenia o

prawdopodobienstwie catkowitym.

Dodatkowo cate doswiadczenie mozemy przedstawi¢ za pomocg drzewka.

Chcemy obliczy¢ P(D), zatem z drzewka oraz z twierdzenia o prawdopodobienstwie

catkowitym mamy:
P(D) = P(Fy)-P(D|Fy) + P(F;)-P(D|F;) + P(F3)-P(D|F3)
Czyli

ppy_12.99 .8 97 10 80
~30 100 ' 30 100 ' 30 100
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Po wykonaniu obliczerh mamy:
P(D) = 691 0.921
750 0

Ad. b)

Aby formalnie zapisa¢ szukane prawdopodobienstwo, ze wylosowana ptyta pochodzi
z firmy F3, jesli wiemy, Ze NIE jest wadliwa skorzystamy z prawdopodobienstwa

warunkowego:
P(F5|D)

Korzystajgc ze wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe (przypomniany powyzej)

uzyskujemy

P(F;nD) P(F3)-P(D|F;)
P(D) P(D)

P(F3|D) =

Zwroémy uwage, ze prawdopodobienstwo z mianownika zostato policzone w
podpunkcie a) z wykorzystaniem wzoru na prawdopodobienstwo catkowite.

Wykorzystujgc zatem wczesniejsze obliczenia mamy

10 80
_ P(F3)-P(DIF;) _ 30 Too _ 200
P(F;|D) = (D) =691 “gor”~ 0.29
750

ZADANIE 3.B

Doswiadczenie przebiega wedtug nastepujgcego schematu:

e Najpierw rzucamy monetg

e Jesli wyrzucimy orta, to nastepnie rzucamy jeden raz jedng kostkg do gry

o Jesli wyrzucimy reszke, to nastepnie rzucamy jeden raz dwoma kostkami do
ary

e Oblicz prawdopodobienstwo uzyskania sumy oczek wynoszgcej co najwyzej 5.
Uwaga: w przypadku rzutu jedng kostkg jako sume oczek traktujemy wynik

rzutu na tej jednej kostce.
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Odpowiedz/wskazowka

Niech odpowiednio:

A - uzyskano sume oczek wynoszacg co najwyzej 5
B - uzyskano sume oczek wynoszaca wiecej niz 5
O - wyrzucono orta

R — wyrzucono reszke

Zwréémy uwage, ze w doswiadczeniu opisanym w zadaniu mozemy wyr6zni¢ dwa

etapy

I.  Rzut moneta.
II.  Rzut kostkag/kostkami.

AR = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4), (2,1),(2,2),(2,3),(3,1), (3,2), (4. 1)}

[u=N

0 R
5 1 10 26
6 6 36 36
A B A B

Chcemy obliczy¢ P(A), zatem z drzewka oraz z twierdzenia o prawdopodobienstwie

catkowitym mamy:
P(A) = P(0)-P(A|0) + P(R)-P(AIR)

Czyli

~ 0.56

wiH
ol o
O ul

N| -
ol n
+
N| —

P(D) =
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7 Rachunek rozniczkowy

7.1 Granica funkcji

ZADANIE 1.A
Wyznacz granice funkcji:
lim (x%2 +2) =
X—00

lim (x? +2) =
X——00

lim(x? +2) =
x-3

Rozwiazanie.

lim (x2 +2) =0
X—00

lim (x2 +2) =00
x—>—00

lim(x? +2) =11
x—-3

ZADANIE 1.B

Wyznacz granice funkcji f(x) = {x +t3 x

lim f(x) =

X—00

i, f0) =

lim f(x) =

x>0~

lim f(x) =

x-1
Odpowiedz/wskazéwka

lim f(x) =

X—00

i, 1) =2

<0

x24+2 x>0
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Jim 1) =3

Li_rg f(x)=3

ZADANIE 1.C

x x<l1

Wyznacz granice funkgji f(x) = {2_x > 1

lim f(x) =

X—00

lim f(x) =

x—1t

lim f(x) =

x-1"

lim f(x) =

x—2
Odpowiedz/wskazéwka
lim f(x) =0

X—00

. 1
Jim f() =3

Jim ) =1

- =1
lim £() =5
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ZADANIE 1.A

Odczytaj granice funkcji na podstawie wykresu:

\

v

£

s8]

-

-

-

i, ) =

i /) =

lim f(x) =

Rozwiazanie.
M, £ =0
lim f(x) =0
n—-0-

lim £(x) =1
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ZADANIE 1.B

Odczytaj granice funkcji na podstawie wykresu:

S

[38]

H

3]

lim £(0) =

lim f(x) =

x—0~

lim f(x) =

x-1

oraz wyznacz f(0).
Odpowiedz/wskazéwka
Jig 9 =1

lim f(x) =—-1
x—0~

lim f(x) =2

x—1

£(0) = 0.
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ZADANIE 1.C

Odczytaj granice funkcji na podstawie wykresu:

FN

[§%)

-

i, ) =
Jig ) =
Jim, 7) =
oraz wyznacz f(0).

Odpowiedz/wskazéwka
Jig ) = 1

lim f(x) =1

x>0~

lim f(x) =2

x—-=1

£(0) = 0.

(s8]
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ZADANIE 1.A

Narysuj wykres funkcji na podstawie danych:

i /) =1
i /() =2

Lig}f(x) =2

f) =2
Rozwigzanie.
\ £y
\ 4
)
)}
1
i
4 -3 > -1 '
1
R
)
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ZADANIE 1.B

Narysuj wykres funkcji na podstawie danych:

Jim, 1) =2
Lig} f(x)=2
}ciil% f(x)=3
f() =3.

Odpowiedz/wskazéwka

FN

[§%)

H

e

(s8]
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ZADANIE 1.C

Narysuj wykres funkcji na podstawie danych:

i /) =2
Lig} f(x)=2
}ciil% f(x)=3

fQ) =2.

Odpowiedz/wskazéwka

£

55

-

—
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7.2 Pochodna funkcji

ZADANIE 1.A
Oblicz pochodng funkgji:

f(x) = 2x? + 3x — 4.
Rozwiazanie.

f'(x)=4x+3

ZADANIE 1.B
Oblicz pochodng funkgji:
flx) =2x3+x%+x— 4.

Odpowiedz/wskazéwka

flx)=6x?>+2x+1

ZADANIE 1.C
Oblicz pochodng funkgji:
fxX)=x0+x8+x—1.

Odpowiedz/wskazéwka

f'(x) =10x° +8x7 + 1
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ZADANIE 2.A

Oblicz pochodng funkgji:

Rozwigzanie.

_ 2x—4-2x-1 _ -5

f'&) == =G

ZADANIE 2.B

Oblicz pochodng funkcji:

Odpowiedz/wskazéwka
’ _ -1
1) ==

ZADANIE 2.C

Oblicz pochodng funkgji:

Odpowiedz/wskazéwka

, _ x%-6x
fi = 2

2x +1

e =——7
1

f(x)=xT4-
xz

) =_——%
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7.3 Ekstrema i przedzialv monotonicznosc¢ funkcji

ZADANIE 1.A
Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema lokalne funkcji:
1
flx) ==x3—4x.
3
Rozwigzanie.
£l =x2—4

Wykres pochodnej:

"
[3%) g
\

=

[§5]

N

Dla x = 0 funkcja osigga maksimum
Dla x = 4 funkcja osigga minimum
Dla x € (—oo, 0) funkcja jest rosnaca
Dla x € (0,4) funkcja jest malejaca

Dla x € (4, +0) funkcja jest rosnaca
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ZADANIE 1.B
Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema lokalne funkcji:
1.7,
flx) = §x —Ex +12x — 1.

Odpowiedz/wskazéwka
fl(x)=x*—7x+12

Wykres pochodnej:

G N

e

fai

-

Dla x = 3 funkcja osigga maksimum
Dla x = 4 funkcja osigga minimum
Dla x € (—oo, 3) funkcja jest rosnaca
Dla x € (3,4) funkcja jest malejaca

Dla x € (4, +0) funkcja jest rosnaca
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ZADANIE 1.C

Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema lokalne funkcji:

1
FO) =327 x4 4x + 2
Odpowiedz/wskazéwka
fl(x)=x*+2x+4

Wykres pochodnej:

L

[$5]

-

-

Dla x € (—o0, ) funkcja jest rosngca

Funkcja nie posiada ekstremow.
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ZADANIE 2.A

Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema lokalne funkcji:

2x + 4
X) =
f) = ——=
dla x # 3.
Rozwiazanie.
D:x#3
, _ 2x—6-2x-4 _ -—10
f1G0) = (x-3)2 (x-3)2
Wykres licznika pochodnej:
9 8 7 6 -5 -4 -3 -2 - 4

]

S ]

[«

[}

Dla x € (—oo, 3) funkcja jest malejgca

Dla x € (3, +0) funkcja jest malejaca
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ZADANIE 2.B
Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema lokalne funkcji:
2x?

flx) = T

X

dlax # 1.
Odpowiedz/wskazéwka

D:x #1.

' _ 2x%-4x
f =28

Wykres licznika pochodnej:

/
[3%) s
-n-._,___-

-t

e

Dla x = 0 funkcja osigga maksimum
Dla x = 2 funkcja osigga minimum
Dla x € (—oo, 0) funkcja jest rosnaca
Dla x € (0,1) funkcja jest malejaca
Dla x € (1,2) funkcja jest malejaca

Dla x € (2, +o0) funkcja jest rosnaca
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ZADANIE 2.C

Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema lokalne funkcji:

2

—x
-3

flx) =

x
dlax # 3.

Odpowiedz/wskazéwka

D:x + 3.

-x2+6x

f1e) =15

Wykres licznika pochodnej:

rs

gt 5

=]

—
P

—

-

Dla x = 6 funkcja osigga maksimum

Dla x = 0 funkcja osigga minimum

Dla x € (—oo, 0) funkcja jest malejgca

Dlax € (0,3), x € (3,6) funkcja jest rosnaca

Dla x € (6, +0) funkcja jest malejaca
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8 Projekt -,e-matura”

8.1 Wstep

Ponad 10 lat temu w Polsce wprowadzono system egzamindéw zewnetrznych. Do dnia
dzisiejszego egzaminy sprawdzane sa metoda tradycyjna. Uczniowie pisza egzaminy na
przygotowanych arkuszach, nastgpnie egzaminy sprawdzane s3 przez egzaminatoréw. Obecnie
Centralna Komisja Egzaminacyjna rozpoczgta proby wdrazania tzw. e-oceniania. System e-
oceniania, to taki system, ktéry umozliwia sprawdzanie prac egzaminacyjnych przez
egzaminatora nie poprzez przegladanie papierowych dokumentoéw, lecz na ekranie monitora.
System taki nalezy rozumie¢, jako aplikacj¢ webowa zapewniajacg autoryzowany dostep przez
Internet. Dzigki takiemu rozwigzaniu mozliwe jest sprawne organizowanie pracy dla
egzaminatorow. E-ocenianie umozliwia przejscie od punktowania przez egzaminatorow catych
prac obejmujacych od kilku do kilkudziesigciu zadan do specjalizacji w ocenianiu
poszczeg6lnych zadan. System e-oceniania zostal juz na duza skal¢ wprowadzony miedzy
innymi w Wielkiej Brytanii czy Stanach Zjednoczonych. Do$wiadczenia, jakie zdobyty w tym
obszarze cztery duze komisje egzaminacyjne w tych krajach (AQA, OCR i EDEXCEL —
Wielka Brytania; ETS — Stany Zjednoczone) pozwalajg stwierdzi¢, ze przejécie od oceniania
tradycyjnego do e-oceniania wiaze si¢ nie tylko ze zmiang organizacji procesu przygotowania

prac do oceniania, ale rOwniez poprawia jego jakos¢.

Projekt E-matura jest kolejnym krokiem rozwoju egzamindéw zewnetrznych w stosunku
do e-oceniania. Takie rozwigzania do tej pory nie funkcjonujg ani w Europie, ani na Swiecie na
taka skale. Przez realizacje tego projektu chcemy pokazaé, ze pierwsze proby wdrozenia moga
funkcjonowaé¢ w Polsce juz za cztery lata. Decyzja bedzie nalezata do MEN. Pierwszy krok
wdrozenia e-matury jest mozliwy w tzw. dodatkowym terminie matury — tzw. Probna matura,
w ktorym w Polsce zdaje okoto 2 tysiecy uczniow (rok 2011) ze wszystkich przedmiotow

(okoto 150 z matematyki).
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8.2 Czym jest e-matura?

Projekt e-matura stanowi nowoczesny i innowacyjny system egzaminacyjny w skali
kraju, ktory pozwala rozwigzywaé dotychczasowe problemy, jakie wystepowaly podczas
przeprowadzania egzaminéw, w nowy sposob. System pozwala na przeprowadzanie
egzaminéw maturalnych z matematyki z wykorzystaniem komputerow podigczonych do
Internetu. Przebieg egzaminu jest bardzo zblizony do zwyklego egzaminu maturalnego,
w ktorym uczniowie zasiadaja o ustalonej godzinie przed komputerami i przystepuja
jednoczesnie do pisania egzaminu. Po wystartowaniu egzaminu przez ucznia uzyskuje on
dostep do pytan egzaminacyjnych zaprezentowanych w nowoczesnej multimedialnej formie.
W przypadku, gdy uczen nie do konca rozumie, w jaki sposob dany typ zadania ma zostaé

rozwigzany moze skorzysta¢ z kontekstowej pomocy przypisanej do kazdego pytania.

Uzytkownikami systemu e-matura bedg docelowo uczniowie klas maturalnych, ktorzy
beda mogli wykorzysta¢ umieszczane w systemie materiaty i egzaminy do podnoszenia wiedzy
i lepszego przygotowania do egzaminu urzedowego. System zostal przygotowany w taki
sposob, aby mogli z niego korzysta¢ uczniowie réwniez z miejscowosci, gdzie dostep do
Internetu jest na stabszym poziomie (czgste przerwania potaczenia, staba przepustowos¢ taczy)
— poprzez wykorzystanie aplikacji typu ,,grupy klient”. Dzigki temu kazdy ze zdajacych
egzamin na platformie e-matura ma jednakowe szanse i zdaje na takich samych zasadach bez
wzgledu, z jakiej miejscowosci przystepuje do udziatu w projekcie. Ponadto system zaktada
wsparcie dla 0sob niepetnosprawnych poprzez dostosowanie interfejsu uzytkownika do osob

niedowidzacych.

Zadania egzaminacyjne mozna sklasyfikowac, jako tzw. zamknigte i otwarte. Zadanie
zamkniete sklada si¢ z dystraktorow (wzorcow blednych odpowiedzi) i jednego lub Kilku
werstraktorow (wzorcoéw prawidtowych odpowiedzi). W zadaniach otwartych samodzielnie
formutuje si¢ i zapisuje odpowiedzi. Stosowanie zadan zamknietych jest wygodne pod katem
tworzenia systemu automatycznego oceniania, zarbwno w przypadku skanowania formularzy

Z rozwigzaniami jak i systeméw egzaminoéw online.

Projekt e-matura jest budowany w sposob na tyle uniwersalny, ze jest w stanie obstuzy¢

egzaminy rowniez z innych przedmiotdéw takich jak fizyka czy geografia. System moze stuzy¢
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rowniez do biezacej nauki wspierajgc nauczycieli i uczniow podczas catego procesu
dydaktycznego. Poniewaz e-matura jest systemem informatycznym, ktory wykorzystujac
zaawansowane algorytmy sprawdzania pytan moze mocno upro$ci¢ i wspomdc prace
nauczyciela, dzigki czemu uczniowie beda mogli rozwigzywaé samodzielnie wigksza ilosé
zadan i na biezaco sprawdza¢ swoje mozliwosci bez potrzeby sprawdzania wszystkich prac

przez nauczyciela.

Nauczyciel ma réwniez dostep do raportow tworzonych automatycznie w Systemie e-
matura, dzigki czemu moze przez caly czas $ledzi¢ postgpy danego ucznia i sprawdzac, w jakich
dziedzinach uczenh ma problemy i musi si¢ jeszcze poprawi¢. Aplikacja umozliwia bardzo
rozbudowany system raportowania. Oprocz standardowego wyniku logowane sg rowniez takie
dane jak ilo$¢ wej$¢ ucznia w dane pytanie, czas rozwigzywania danego pytania, jak czesto
uczen korzystal z pomocy kontekstowej podczas rozwiazywania danego pytania. Dzigki takim
informacjom zaréwno nauczyciele jak i osoby przygotowujace egzaminy maturalne moga
jeszcze lepiej dostosowywaé uktadane pytania, aby zostaly jak najlepiej zrozumiane przez

zdajgcych egzamin.

Projekt e-matura jest innowacyjnym podej$ciem do tematu egzaminowania uczniéw na
duzg skale z wykorzystaniem systemu opartego 0 sie¢ Internet. Zastosowanie projektu do
przeprowadzenia egzaminu maturalnego niesie za soba pewne wymagania dotyczace daty
i godziny, w ktorej taki egzamin si¢ odbywa. Aby zapewni¢ réwnos¢ i jednolite zasady
zdawania dla wszystkich uczestnikow projektu system musi umozliwia¢ jednoczesne
przystapienie do egzaminu przez bardzo duzg liczb¢ uzytkownikéw. Aby sprostaé takim
wymaganiom system zostal zaprojektowany z wykorzystaniem rozproszonej infrastruktury

zar6wno od strony bazy danych jak i aplikacji udostgpnianej uzytkownikom.

Baza danych jest kluczowym elementem projektu, ktory zapewnia dostep do tajnych az
do chwili startu egzaminu pytah oraz miejsca, w ktorym sg odkladane udzielone przez
uzytkownikéw odpowiedzi. Baza danych zostata zbudowana z wykorzystaniem silnika bazy
danych Microsoft SQL Server 2008 R2. Aby zapewni¢ odpowiednig szybkos$¢ dziatania zostat
do tego celu zbudowany klaster ztozony z dwoch fizycznych serwerow bazodanowych
podiaczonych poprzez sie¢ SAN do wspoétdzielonej macierzy opartej na twardych dyskach

z interfejsem SAS. Serwery bazodanowe zostaly odseparowane fizycznie od sieci Internet i sg
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dostepne tylko za posrednictwem aplikacji udostepnianej przez serwery aplikacyjne.
Zastosowanie technologii klastrowej zapewnia duzg wydajno$¢ oraz bezpieczenstwo —
w przypadku fizycznej awarii jednego z serwerdéw drugi z powodzeniem przejmuje jego role
i serwuje dalej ustugi tak, aby uzytkownik koncowy nawet si¢ nie zorientowat, ze wystapilty
jakie$ problemy techniczne. Poniewaz w bazie danych odktadane sg wszelkie informacje
0 aktywno$ci uzytkownika podczas egzaminu (odpowiedzi — nawet jesli uzytkownik zmieni
odpowiedz, kazda udzielona przez niego odpowiedz jest oddzielnie zapisywana do pdzniejszej
analizy, czas udzielania odpowiedzi, ilos¢ wejs¢ w dane pytanie, informacje o korzystaniu
z kontekstowej pomocy technicznej itd.) wymagana jest duza wydajno$¢ dziatania silnika
bazodanowego. Podczas testow projektu przeprowadzonych w kwietniu 2011, w ktorych
wzigto udziat 2349 uczniéw ze szkot z woj. todzkiego udato si¢ zmierzy¢ obciazenie bazy
danych na poziomie okoto 10-15% wykorzystania sprzgtu, ktory zostat zakupiony na potrzeby
projektu. Na podstawie testow syntetycznych przeprowadzonych z uzyciem serwerdéw, ktore
przeprowadzaty kontrolowane ataki DDOS na serwery bazodanowe projektu e-matura wynika,
ze zakupiony sprzet powinien sprostac liczbie okoto 25 do 30 tysiecy (dla poréwnania liczba
maturzystow podchodzacych pierwszy raz do matury w woj. t6dzkim z 2011 wynosita 22315)*
jednoczesnych uzytkownikoéw odwotujacych sie do bazy danych przez aplikacje e-matura.
Biorac pod uwage wyniki testow syntetycznych oraz wprowadzane caty czas optymalizacje
W systemie zakupiony na potrzeby projektu sprzgt powinien sprosta¢ wymaganiom
przeprowadzenia egzaminu maturalnego dla wszystkich maturzystow z wojewodztwa
t6dzkiego. Zwickszanie liczby uzytkownikow bedzie wymagato inwestycji w rozbudowe

sprzetu.

Aplikacja e-matura jest interfejsem uzytkownika, przez ktory uczniowie komunikujg si¢
z baza danych pobierajac pytania oraz udzielajac na nie odpowiedzi. Aplikacja zostata
zbudowane w oparciu 0 model tzw. grubego klienta z wykorzystaniem technologii Silverlight
4.0. Zastosowanie takiego modelu umozliwito zbudowanie duzo bezpieczniejszej aplikacji, a
takze znaczace zwigkszenie wygody korzystania z aplikacji przez zdajacych egzamin ucznidéw.
Aplikacja jest uruchamiana z poziomu przegladarki WWW i z punktu widzenia uzytkownika

caly czas dziala jak strona sieci web. Jest to jednak aplikacja w modelu grubego klienta, co

1 Dane z OKE Lo6dz
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oznacza, ze cata aplikacja jest pobierana na lokalny komputer uzytkownika i dziata catkowicie
autonomicznie. Interfejs uzytkownika jest tak samo responsywny dla uzytkownikoéw
podtaczonych do Internetu taczem o duzej przepustowosci jak i dla tych, ktorzy maja duzo
stabsze tacza, czego nie datoby si¢ osiagnac przy wykorzystaniu standardowej strony WWW,
gdyz uzytkownicy ze staby podiaczeniem do Internetu duzo dluzej musieliby czekaé na
przetadowywanie si¢ stron z kolejnymi pytaniami. Aplikacja e-matura niweluje ten problem,
przez co znaczaco zwicksza rowno$¢ szans przy zdawaniu egzaminu przez wszystkich
uzytkownikow. Aplikacja juz na samym poczatku pobiera wszystkie pytania i odwotuje si¢ do
serwera tylko w przypadku udzielania odpowiedzi na dane pytanie. Je$li nawet taczno$é¢
z Internetem zostanie przerwana na chwile odpowiedzi uzytkownika sg zapisywane w pamieci
podrecznej aplikacji i gdy tylko taczno$¢ z serwerem zostaje odzyskana aplikacja wysyla

wszystkie dane w tle, nie wptywajac w zaden sposdb na pracg uzytkownika.

Srodowisko fizyczne, ktore jest wykorzystywane do serwowania aplikacji e-matura
zostalo stworzone w oparciu 0 4 serwery wykorzystujace system operacyjny Microsoft
Windows 2008 R2. Serwerem, ktory serwuje aplikacje dla uzytkownikéw koncowych oraz
posredniczy w komunikacji pomigdzy aplikacja, a serwerem bazy danych jest IIS w wersji 7.5.
Ponadto jest jeszcze jeden serwer petnigey rolg tzw. ,,load balancer’a”, do ktorego kierowana
sa wszystkie odwotania uzytkownikow, ktorzy uruchamiaja aplikacje. Serwer ten kieruje
zapytania uzytkownikow do serweréw udostepniajacych aplikacje¢ w taki sposob, aby jak
najlepiej rozlozy¢ obcigzenie pomigdzy 4 serwery aplikacyjne zapewniajac w ten sposob
maksymalng wydajno$¢ serwowania danych. Wykorzystanie infrastruktury rozproszonej
zwigksza ponadto bezpieczenstwo korzystania z aplikacji poprzez zabezpieczenie przed awarig
sprzetowa. W przypadku awarii jednego z serwerdow zapytania, ktore byty do niego kierowane

sa przekierowywane do pozostalych serwerdw, ktdre automatycznie przejmuja jego role.

Projekt e-matura zostat zbudowany w sposob innowacyjny, aby jak najlepiej spetnic¢
wymagania stawiane przed egzaminami maturalnymi z matematyki i nie tylko. Projekt jest
budowany w taki sposéb, aby byt jak najbardziej uniwersalny i mogt by¢ wykorzystywany po

wprowadzeniu pewnych przerdbek rowniez w zastosowaniu do innych przedmiotow.

E-Matura jest systemem egzaminacyjnym czasu rzeczywistego pozwalajaca na

przeprowadzenie wybranego egzaminu dla duzej probki uczniow w jednym czasie. Dzigki
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zastosowaniu nowoczesnych rozwigzan z dziedziny informatyki system pozwala na
przeprowadzenie interaktywnego egzaminu dla kilkudziesieciu tysiecy osob. System zostat
stworzony na potrzeby przeprowadzenia egzaminu maturalnego z matematyki jednak jest

elastyczna architektura pozwala na dostosowanie go do kazdej innej dziedziny nauki czy sztuki.

©
e-moturo

Strona glowna

~ ,
’u' Logowanie «* Pomoc projektu - Kontakt / Jazda Probna

Logowanie

Login:
Haslo:

e-matura

Egzamin zerganizowany przez Poliechnike £ddzka.

Witaj na stronach projektu e-matura. Egzamin z matematyki
System informatyczny stworzony przez pracownikéw Pt umozliwia zdalne 1
egzaminowanie z wykorzystaniem Internetu poprzez pytania zamknigte, jak i pytania
otwarte. Na platformie mozna umieszczac elementy multimedialne tj.: animacje, audio,

wideo, wykresy, bedace bardziej atrakcyjne dla odbiorcow, zachecajace ich do
sprawdzenia lub uzupehienia wiedzy. Dzieki wykorzystaniu najnowszych technologii
informatycznych projekt umozliwia nauczycielom organizowanie innowacyjnych form
nauczania. Nowatorski projekt dotyczy¢ bedzie zmian zardwno w metodach nauczania,
jak i uczenia sie, poprzez mozliwos¢ sprawdzania poziomu wiedzy zdobytej przez
uczniéw za posrednictwem platformy informatycznej i zgromadzonego tam materiatu.

. czZytaj wiece)
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8.3 Cele projektu

Zaktada sig, ze celem gldéwnym projektu jest dostarczenie innowacyjnego narzedzia stuzacego
do dokonania zmian w metodach nauczania i uczenia si¢, bedacego jednocze$nie narzgdziem
pozwalajacym na weryfikacje zdobytej wiedzy, dzigki zastosowaniu mozliwos$ci sprawdzania
poziomu zdobytej wiedzy za po$rednictwem interaktywnej platformy i zgromadzonego tam

materiatu jak, réwniez statystycznej analizy zbieranych wynikow.

Przy zalozeniu celu gldwnego sprecyzowane zostaty nastepujace cele szczegdtowe

projektu:

. Dostarczenie odbiorcom mozliwosci na wyrownania lub podniesienia poziomu
posiadanej wiedzy W zakresie matematyki, jak rowniez zweryfikowanie jej
i ocenienie

Wskaznikiem osiaggnigcia celu bedzie odsetek ucznidow, ktorzy podniesli swoj poziom

posiadanej wiedzy z matematyki.

Zrédtem danych bedzie przeprowadzenie badan podtuznych wéréd uzytkownikow
platformy. Te same osoby podchodzi¢ beda do egzaminu z matematyki za posrednictwem
platformy e-matura, co najmniej dwa razy. Pozwoli to porownac osiggane przez nie wyniki
i stwierdzi¢, w jakim stopniu podniosty one swdj poziom wiedzy i umiejetnosci z zakresu

matematyki.

Warto$¢ docelowa: Cel zostanie osiagniety, jezeli zostanie stwierdzone, ze co najmniej

960 ucznidow podniesie swoj poziom wiedzy z matematyki.

. Dostarczenie  uzytkownikom mozliwosci  wykorzystania —innowacyjnego
narzedzia celem podniesienia atrakcyjnosci prowadzonych form nauczania, a
tym samym przelamywania istniejgcych w tym zakresie stereotypow.

Wskaznikiem osiggniecia celu bedzie stopien wykorzystania platformy e-matura

zaro6wno przez hauczycieli jak i uczniow.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badan ankietowych przeprowadzonych

w etapie testowania projektu.
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Warto$¢ docelowa: cel zostanie osiggnigty, jezeli co najmniej 32 placowki i 64
nauczycieli zdeklaruje, ze uzyskata innowacyjne mozliwosci wykorzystania platformy e-

matura.

. Dostarczenie uzytkownikom instytucjonalnym, przy zachowaniu poufnosci,
mozliwosci zbierania i analizowania danych

Wskaznikiem osiaggnigcia celu bedzie odsetek dyrektoréw/nauczycieli, ktdrzy beda

wykorzystywac¢ gromadzone po kazdym egzaminie dane dotyczace osigganych przez uczniow

wynikow.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badan ankietowych przeprowadzonych

w gronie dyrektoréw i nauczycieli ze szkot uczestniczacych w projekcie.

Warto§¢  docelowa: cel =zostanie osiggnigty, jezeli co najmniej 64
dyrektoréw/nauczycieli z 32 placowek zadeklaruje che¢ wykorzystywania zgromadzonego

dzigki platformie materiatu.

. Otwarcie sig szkol  ponadgimnazjalnych na dzialania  innowacyjne
doprowadzajgce do udostepniania gromadzonej na uczelniach wyzszych wiedzy
Wskaznikiem osiagnigcia celu bedzie odsetek szkoét zainteresowanych udzialem

w projekcie.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badan ankietowych przeprowadzonych
zarobwno wérod szkot biorgeych udziat w etapie testowania jak réwniez szkét losowo

wybranych, ktore nie wziety udziatu w tym etapie.

Warto$¢ docelowa: cel zostanie osiagnigty, jezeli co najmniej 32 placéwki zadeklaruja

che¢ wziecia udziatu w projekcie.
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. Zwigkszenie zainteresowania uczniow szkol ponadgimnazjalnych kontynuacjq
ksztalcenia na kierunkach o kluczowym znaczeniu dla gospodarki opartej na
wiedzy

Wskaznikiem osiagnigcia celu bedzie odsetek uczniow bioracych udzial w badaniu

ankietowym, ktéry uzna, ze wprowadzanie i uzywanie narzedzi typu platforma e-matura
korzystnie wptywa na popularyzacje przedmiotow $cistych i tym samym na zwickszenie liczby
uczniéw zainteresowanych kontynuacja nauki na kierunkach o kluczowym znaczeniu dla

gospodarki opartej na wiedzy.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badan ankietowych przeprowadzonych
W gronie uzytkownikéw platformy e-matura. Badania te przeprowadzone beda dla kazdego
uczestnika dwukrotnie: najpierw podczas badania w klasie przedmaturalnej a pézniej w klasie
maturalnej, dlatego mozna bedzie porowna¢ odpowiedzi przed korzystaniem z platformy jak i

po e-egzaminie.

Wartos¢ docelowa: Cel zostanie osiagniety, jesli 20% bioracych udziat w ankiecie uzna,
ze wprowadzanie i uzywanie narz¢dzi typu platforma e-matura korzystnie wplywa na
popularyzacje przedmiotow Scistych i tym samym na zwigkszenie liczby uczniow
zainteresowanych kontynuacjg ksztalcenia na kierunkach o kluczowym znaczeniu dla

gospodarki opartej na wiedzy.
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8.4 W jaki sposob nasz projekt moze pomaoc?

Elektroniczna forma przeprowadzania egzaminéw rozwiazuje wiele problemow.

1. Przede wszystkim zmniejszone zostana koszty przeprowadzenia egzaminu gdyz
poza jednorazowym wydatkiem na sprz¢t, oprogramowanie i jego utrzymanie nastgpne
egzaminy moga si¢ juz odbywa¢ przy minimalnych kosztach eksploatacyjnych.
Ponadto znikaja tez koszty, jakie nalezy ponie§¢ na oplacenie nauczycieli
sprawdzajacych prace egzaminacyjne,

2. Dostarczenie pytan do jednostek egzaminujacych jest w pelni bezpieczne i poufne
automatyczne i dziata na zasadzie szyfrowania kluczem asymetrycznym pochodzacym
z certyfikatow wystawionych przez autoryzowane jednostki certyfikujace. Dzigki
takiemu podej$ciu pytania docierajg bezpiecznie do odbiorcy bez mozliwosci ich
»wycieku”. Serwery z danymi sa wlaczane do sieci dopiero w momencie uruchomienia
e-matury. Co eliminuje weze$niejsze wiamania hakerow.

3. Elektroniczna matura pozwala uzyska¢ natychmiastowy wynik, poniewaz system
wedhug zadanych parametrow dokona analizy i sprawdzenia prac dostarczajac do ucznia

wynik zaraz po zakonczonym egzaminie dajgc egzaminowanej osobie 0 wiele wiekszy
komfort psychiczny.

4. Elektroniczna matura_znaczaco ogranicza mozliwos¢ ..§ciagania”.

5. Kolejnym elementem, na jaki pozwala elektroniczne egzaminowanie jest zbieranie
danych statystycznych o czasie trwania i liczbie powtérzen poszczegoélnych
czynnosci W trakcie rozwigzywania egzaminu. Co umozliwia doskonalenie zadan
ulepszanie dydaktyki, gdyz kazdy nauczyciel otrzyma dane, wskazujace w_jakim
obszarze uczen ma najwieksze braki, aby mozna bylo je jeszcze odpowiednio
wezesnie skorygowaé. Uzyskanie takich informacji z matur tradycyjnych nie jest
mozliwe. W systemie gromadzone bgda wyniki umozliwiajace prowadzenie badan
statystycznych przez uzytkownikéw produktu, a odbiorcom wskaza obszary, w ktorych
wystepujg braki wiedzy potrzebnej do zdania egzaminu maturalnego z matematyki.
Przeprowadzenie egzaminu maturalnego w wersji elektronicznej z wykorzystaniem
budowanego systemu informatycznego daje dodatkowe mozliwosci zbierania i analizy
danych. w przeprowadzonej w kwietniu 2011 probnej e-maturze system egzaminacyjny
zapisywal m. in. nastgpujace informacje:

1) Liczbe prob rozwigzania danego zadania;

2) Sumaryczny czas spgdzony przez ucznia nad danym zadaniem (razem we
wszystkich probach);

3) Oczywiscie liczba punktow uzyskanych za zadanie. w przypadku braku punktéw za
zadanie system rozroznial sytuacje:

a) uczen prébowat rozwigzywac i uzyskat 0 punktow,

b) uczen nie podjat proby podania odpowiedzi.
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Czas spedzony przez ucznia nad danym zadaniem jak i liczbe prob rozwigzania
danego zadania mozna traktowaé, obok liczby punktéw uzyskanych za zadanie, jako
swoiste miary trudno$ci zadania. Patrzenie na uzyskang przez uczniéw punktacje
z uwzglednieniem w/w danych oraz np. informacji na temat liczby ucznidéw, ktorzy nie
podjeli proby rozwiazania zadania pozwala wyciagnaé o wiele wigcej wnioskow niz byloby
to mozliwe tylko w oparciu samg punktacje.

Informacje te sa cenne zaréwno dla egzaminator6w jak i nauczycieli oraz uczniow.

Na podstawie przeprowadzonej krétkiej analizy nasuwaja si¢ nam nastgpujace

whnioski:

skumulowana informacja o punktacji, czasie rozwigzania i liczbie powrotow
do danego zadania moga stanowi¢ cenne wskazowki dla nauczyciela
i ucznia. Nawet zadowalajaca punktacja za zadanie przy duzej liczbie
powrotow do zadania i dlugim czasie rozwigzania mogg Swiadczy¢ o zbyt
stabym wy¢éwiczeniu i ugruntowaniu danej partii materiatu;

fakt braku podejmowania proby rozwigzania danego zadania np. na
egzaminie maturalnym mimo zgodno$ci treSci zadania z podstawg
programowg powinien by¢ sugestia dla egzaminatoréw , aby by¢ moze
zmieni¢ forme zadania;

informacje o srednim czasie rozwigzania danego zadania (szerzej — zadania
danego typu) pomoga lepiej dopasowaé czas egzaminu do rzeczywistego
poziomu trudno$ci zadan (tzn. poziomu trudnosci z punktu widzenia
ucznia).?

6. wykorzystanie infrastruktury informatycznej szkot

7. ulatwienie dostepu 0s6b niepelnosprawnych do egzaminéw

2 Badania wlasne
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8.5 Grupy, ktore moggq korzystaé ze wsparcia

Zatozenia projektu wskazuja, iz finalnie z wypracowanej, przetestowanej
i udostgpnionej platformy beda korzystali uczniowie klas maturalnych z terenu wojewodztwa
lodzkiego przystepujacy do egzaminu maturalnego z matematyki. Jak zostalo wspomniane
wczesniej na etapie testowania do grupy docelowej zostang wiaczeni takze uczniowie klas

przedostatnich (drugich w przypadku liceum, trzecich w przypadku technikum)

Platforma zostanie udostgpniona réwniez uczniom z niepetnosprawnosciami. Grupa docelowa
to réwniez wszyscy uczniowie szk6l ponadgimnazjalnych, ktorzy wobec braku mozliwosci
korzystania z zaje¢ dodatkowych lub tez cheacy na biezaco weryfikowaé posiadang wiedze
dzieki oferowanemu, innowacyjnemu wsparciu beda mogli przeciwdziata¢ dysproporcjom
wystepujacym w poziomie przekazywanej w szkole wiedzy jak rowniez w nierownym dostgpie

do zaje¢ pozalekcyjnych.
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Ksigzka przygotowana w ramach projektu ,,E-matura’, wspéifinansowanego przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego, Programu Operacyjnego Kapital Ludzki, Priory-
tet III Wysoka jako$¢ systemu oswiaty, Dziatanie 3.3 Poprawa jakosci ksztalcenia, Poddzialanie
3.3.4 Modernizacja tresci i metod ksztatcenia - projekty konkursowe.
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