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1 Zakres wymagań – poziom podstawowy1 

Zdający demonstruje poziom opanowania poniższych umiejętności, rozwiązując zadania, 
w których: 

1. Liczby rzeczywiste 

1) przedstawia liczby rzeczywiste w różnych postaciach (np. ułamka zwykłego, ułamka 
dziesiętnego okresowego, z użyciem symboli pierwiastków, potęg); 

2)  oblicza wartości wyrażeń arytmetycznych (wymiernych); 

3) posługuje się w obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia i stosuje prawa działań na 
pierwiastkach; 

4) oblicza potęgi o wykładnikach wymiernych i stosuje prawa działań na potęgach 
o wykładnikach wymiernych; 

5) wykorzystuje podstawowe własności potęg (również w zagadnieniach związanych z innymi 
dziedzinami wiedzy, np. fizyką, chemią, informatyką); 

6) wykorzystuje definicję logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu, 
logarytm ilorazu i logarytm potęgi o wykładniku naturalnym; 

7)  oblicza błąd bezwzględny i błąd względny przybliżenia; 

8)  posługuje się pojęciem przedziału liczbowego, zaznacza przedziały na osi liczbowej; 

9) wykonuje obliczenia procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (również złożonych na 
procent składany i na okres krótszy niż rok). 

2. Wyrażenia algebraiczne: 

1) używa wzorów skróconego mnożenia na  oraz  . 

3. Równania i nierówności: 

1)  sprawdza, czy dana liczba rzeczywista jest rozwiązaniem równania lub nierówności; 

2) wykorzystuje interpretację geometryczną układu równań pierwszego stopnia z dwiema 
niewiadomymi; 

3)  rozwiązuje nierówności pierwszego stopnia z jedną niewiadomą; 

                                                      
1 Na podstawie Załącznika nr 4 do Rozporządzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 23 grudnia 2008 r. w 
sprawie podstawy programowej wychowania przedszkolnego oraz kształcenia ogólnego w poszczególnych 
typach szkół 
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4)  rozwiązuje równania kwadratowe z jedną niewiadomą; 

5)  rozwiązuje nierówności kwadratowe z jedną niewiadomą; 

6) korzysta z definicji pierwiastka do rozwiązywania równań typu ; 

7) korzysta z własności iloczynu przy rozwiązywaniu równań typu ; 

8) rozwiązuje proste równania wymierne, prowadzące do równań liniowych lub 

kwadratowych, np.  

4. Funkcje: 

1) określa funkcje za pomocą wzoru, tabeli, wykresu, opisu słownego; 

2) oblicza ze wzoru wartość funkcji dla danego argumentu. Posługuje się poznanymi metodami 
rozwiązywania równań do obliczenia, dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje daną wartość; 

3) odczytuje z wykresu własności funkcji (dziedzinę, zbiór wartości, miejsca zerowe, 
maksymalne przedziały, w których funkcja maleje, rośnie, ma stały znak; punkty, w których 
funkcja przyjmuje w podanym przedziale wartość największą lub najmniejszą); 

4) na podstawie wykresu funkcji  szkicuje wykresy funkcji 
; 

5) rysuje wykres funkcji liniowej, korzystając z jej wzoru; 

6) wyznacza wzór funkcji liniowej na podstawie informacji o funkcji lub o jej wykresie; 

7) interpretuje współczynniki występujące we wzorze funkcji liniowej; 

8) szkicuje wykres funkcji kwadratowej, korzystając z jej wzoru; 

9) wyznacza wzór funkcji kwadratowej na podstawie pewnych informacji o tej funkcji lub o jej 
wykresie; 

10) interpretuje współczynniki występujące we wzorze funkcji kwadratowej w postaci 
kanonicznej, w postaci ogólnej i w postaci iloczynowej (o ile istnieje); 

11) wyznacza wartość najmniejszą i wartość największą funkcji kwadratowej w przedziale 
domkniętym; 

12) wykorzystuje własności funkcji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnień 
geometrycznych, fizycznych itp. (także osadzonych w kontekście praktycznym); 

13) szkicuje wykres funkcji   dla danego , korzysta ze wzoru i wykresu tej funkcji do 

interpretacji zagadnień związanych z wielkościami odwrotnie proporcjonalnymi; 
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14) szkicuje wykresy funkcji wykładniczych dla różnych podstaw; 

15) posługuje się funkcjami wykładniczymi do opisu zjawisk fizycznych, chemicznych, a także 
w zagadnieniach osadzonych w kontekście praktycznym. 

5. Ciągi liczbowe: 

1) wyznacza wyrazy ciągu określonego wzorem ogólnym; 

2) bada, czy dany ciąg jest arytmetyczny lub geometryczny; 

3) stosuje wzór na n-ty wyraz i na sumę   początkowych wyrazów ciągu arytmetycznego; 

4) stosuje wzór na n-ty wyraz i na sumę  początkowych wyrazów ciągu geometrycznego. 

6. Trygonometria: 

1) wykorzystuje definicje i wyznacza wartości funkcji sinus, cosinus i tangens dla kątów o  
miarach od  do  ; 

2) korzysta z przybliżonych wartości funkcji trygonometrycznych (odczytanych z tablic lub 
obliczonych za pomocą kalkulatora); 

3) oblicza miarę kąta ostrego, dla której funkcja trygonometryczna przyjmuje daną wartość 
(miarę dokładną albo – korzystając z tablic lub kalkulatora – przybliżoną); 

4) stosuje proste zależności między funkcjami trygonometrycznymi: , 

  oraz  ; 

5) znając wartość jednej z funkcji: sinus lub cosinus, wyznacza wartości pozostałych funkcji 
tego samego kąta ostrego. 

7. Planimetria: 

1)  stosuje zależności między kątem środkowym i kątem wpisanym; 

2) korzysta z własności stycznej do okręgu i własności okręgów stycznych; 

3) rozpoznaje trójkąty podobne i wykorzystuje (także w kontekstach praktycznych) cechy 
podobieństwa trójkątów; 

4) korzysta z własności funkcji trygonometrycznych w łatwych obliczeniach geometrycznych, 
w tym ze wzoru na pole trójkąta ostrokątnego o danych dwóch bokach i kącie między nimi. 

8. Geometria na płaszczyźnie kartezjańskiej: 

1) wyznacza równanie prostej przechodzącej przez dwa dane punkty (w postaci kierunkowej 
lub ogólnej); 
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2) bada równoległość i prostopadłość prostych na podstawie ich równań kierunkowych; 

3) wyznacza równanie prostej, która jest równoległa lub prostopadła do prostej danej 
w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt; 

4) oblicza współrzędne punktu przecięcia dwóch prostych; 

5) wyznacza współrzędne środka odcinka; 

6) oblicza odległość dwóch punktów; 

7) znajduje obrazy niektórych figur geometrycznych (punktu, prostej, odcinka, okręgu, trójkąta 
itp.) w symetrii osiowej względem osi układu współrzędnych i symetrii środkowej względem 
początku układu. 

9. Stereometria: 

1) rozpoznaje w graniastosłupach i ostrosłupach kąty płaski między odcinkami (np. 
krawędziami, krawędziami i przekątnymi, itp.), oblicza miary tych kątów; 

2) rozpoznaje w graniastosłupach i ostrosłupach kąty płaskie między odcinkami i 
płaszczyznami (między krawędziami i ścianami, przekątnymi i ścianami), oblicza miary tych 
kątów; 

3) rozpoznaje w walcach i w stożkach kąty płaskie między odcinkami oraz kąty płaskie między 
odcinkami i płaszczyznami (np. kąt rozwarcia stożka, kąt między tworzącą a podstawą), oblicza 
miary tych kątów; 

4) rozpoznaje w graniastosłupach i ostrosłupach kąty między ścianami; 

5) określa, jaką figurą jest dany przekrój prostopadłościanu płaszczyzną; 

6) stosuje trygonometrię do obliczeń długości odcinków, miar kątów, pól powierzchni 
i objętości. 

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobieństwa i kombinatoryka: 

1) oblicza średnią ważoną i odchylenie standardowe zestawu danych (także w przypadku 
danych odpowiednio pogrupowanych), interpretuje te parametry dla danych empirycznych; 

2) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagających użycia wzorów 
kombinatorycznych, stosuje regułę mnożenia i regułę dodawania; 

3) oblicza prawdopodobieństwa w prostych sytuacjach, stosując klasyczną definicję 
prawdopodobieństwa. 
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2 Zbiory liczbowe 

2.1 Liczby rzeczywiste  

 

ZADANIE 1.A 

Wskaż liczby podzielne przez 6. 

176121, 176112, 3333223323, 3333223332. 

Rozwiązanie: 

Liczba całkowita jest podzielna przez  wtedy i tylko wtedy, gdy jest parzysta. 

Liczba całkowita jest podzielna przez  wtedy i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr jest 
podzielna przez . 

Liczba całkowita jest podzielna przez  wtedy i tylko wtedy, gdy jest jednocześnie 
podzielna przez  i . 

176121 oraz 3333223323 nie są podzielne przez 6, bo nie są podzielne przez 2. 

176112 jest podzielna przez 2. Suma jej cyfr , co jest liczbą 
podzielną przez 3. Zatem i 176112 jest podzielne przez 3. Wobec podzielności liczby 176112 
przez 2 oraz 3 jest podzielna przez 6. 

3333223332 jest również podzielna przez 2.  
Suma jej cyfr , co jest liczbą podzielną przez 3. 
Zatem i 3333223332 jest podzielne przez 3. Wobec podzielności liczby 3333223332 przez 2 
oraz 3 jest ona podzielna przez 6. 

 

ZADANIE 1.B 

Wskaż Liczby podzielne przez 15. 

176121, 176112, 555333555,333555333. 

Odpowiedź/wskazówka:  

555333555 

Liczba całkowita jest podzielna przez 5 wtedy i tylko wtedy, gdy jej cyfra jedności jest równa 
5 lub 0. 
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Liczba całkowita jest podzielna przez  wtedy i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr jest podzielna 
przez . 

Liczba całkowita jest podzielna przez  wtedy i tylko wtedy, gdy jest jednocześnie podzielna 
przez  i . 

 

ZADANIE 1.C 

Wskaż Liczby podzielne przez 18. 

176121, 176112,  

Odpowiedź/wskazówka:  

176112. 

Aby liczba była podzielna przez 18 musi być podzielna przez 2 (cyfra jedności parzysta) i przez 
9 (suma cyfr podzielna przez 9). 

 

ZADANIE 2.A 

Definicja. Dwie liczby pierwsze, których różnica wynosi 2 nazywamy bliźniacze. 

Podaj przykład liczb bliźniaczych. 

Rozwiązanie: 

Np. liczby . 

 

ZADANIE 2.B 

Definicja. Liczba naturalna, która jest równa sumie wszystkich swoich dzielników właściwych 
(tzn. od niej mniejszych) nazywamy liczbą doskonałą. 

Podaj przykład liczby doskonałej. 

Odpowiedź/wskazówka: 

Np. , bo .  

Istnieje liczba doskonała mniejsza od 10 – jaka? 
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ZADANIE 2.C 

Definicja. Liczbami zaprzyjaźnionymi nazywamy pary różnych liczb naturalnych takich, że suma 
dzielników właściwych każdej z tych liczb równa się drugiej liczbie. 

Sprawdź, czy liczby 220 i 284 są zaprzyjaźnione. 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Liczby 220 i 284 są zaprzyjaźnione. 

Korzystając z przytoczonej definicji wypisujemy dzielniki właściwe tych liczb i sumujemy je. 

Dzielniki właściwe liczby 284: 1, 2, 4, 71, 142. 

Ich suma:  

Analogicznie postępujemy z dzielnikami właściwymi liczby 220. 

Ich suma z kolei daje 284. 

 

ZADANIE 3.A 

Wykaż, że  jest liczbą niewymierną. 

Rozwiązanie: 

Dowód nie wprost: 

Przypuśćmy nie wprost, że   jest liczbą wymierną, tzn. da się przedstawić w postaci 
ułamka zwykłego nieskracalnego o całkowitym liczniku i mianowniku. Innymi słowy istnieją 

 i  - względem siebie pierwsze, że  

 

gdzie . 

Z definicji pierwiastka mamy dalej, że 

 

Czyli  

 

Przekształcając uzyskujemy, że 
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co oznacza, że liczba  jest parzysta.  

Prawdziwa jest własności: 

(W1): Kwadrat liczby nieparzystej jest liczbą nieparzystą 

oraz  

(W2): Kwadrat liczby parzystej jest liczbą parzystą. 

Z powyższych własności oraz z ostatniej równości wynika zatem, że  - liczba parzysta. 
Można ją zatem przedstawić w postaci iloczynu pewnej liczby naturalnej  oraz liczby  

 

Podstawiając tak przedstawione  do poprzedniej równości uzyskujemy 

 

Czyli 

 

Zatem dzieląc stronami przez  mamy 

 

Oznacza to, że  jest liczbą parzystą. Wobec własności (W2)  jest również parzyste. 

Uzyskaliśmy więc, że  oraz  są liczbami parzystymi. Doszliśmy zatem do sprzeczności z 
założeniem, że są one względnie pierwsze. Zatem   NIE jest liczbą wymierną. 

 

ZADANIE 3.B 

Wykaż, że  jest liczbą niewymierną. 

Odpowiedź/wskazówka: 

Przeprowadź dowód nie wprost podobnie jak w zadaniu 3A 

 

ZADANIE 3.C 

Wykaż, że  jest liczbą niewymierną. 

Odpowiedź/wskazówka: 

Przeprowadź dowód nie wprost podobnie jak w zadaniu 3A. 
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2.2 Potęgi i pierwiastki  

 

ZADANIE 1.A 

Oblicz:  

 

Rozwiązanie: 

 

 

ZADANIE 1.B 

Oblicz: 

 

Odpowiedź/wskazówka: 

0,26 

 

ZADANIE 1.C 

Oblicz: 

 

Odpowiedź/wskazówka: 
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ZADANIE 2.A 

Oblicz:  
 

 

Rozwiązanie: 

 

 

ZADANIE 2.B 

Oblicz: 

 

Odpowiedź/wskazówka: 

 

 

ZADANIE 2.C 

Oblicz: 

 

Odpowiedź/wskazówka: 

 

 

ZADANIE 3.A 

Rozwiąż równanie:   
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Rozwiązanie 

Najpierw wyznaczamy dziedzinę równania. Zgodnie z definicją funkcja „pierwiastek” ma sens 
liczbowy tylko dla argumentów nieujemnych, zatem: 

 

Czyli  

 

Równanie podnosimy stronami do kwadratu. Pozwoli to nam pozbyć się niewygodnego 
pierwiastka 

 

Czyli  

 

Uzyskana wartość  należy do dziedziny , zatem jest to istotnie rozwiązanie naszego 
równania. 

Odpowiedź:  

 

ZADANIE 3.B 

Rozwiąż nierówność    

Odpowiedź/Wskazówka 

 

Zwróćmy uwagę, jak ma się zbiór wartości funkcji „pierwiastek” do prawej strony 
nierówności. 

 

ZADANIE 3.C 

Rozwiąż równanie: . 

Odpowiedź/wskazówka: 

 

Zwróćmy uwagę, że podniesienie liczby do kwadratu i następnie obliczenie pierwiastka 
kwadratowego, to w istocie pozbycie się znaku tej liczby… 

-15- 



2.3 Procenty, punkty procentowe 

 

ZADANIE 1.A 

Wiadomo, że 15% pewnej liczby równa się 150. Wyznacz tę liczbę. 

Rozwiązanie: 

Skorzystamy z proporcji: 

 

 

Czyli . 

Odpowiedź: . 

 

ZADANIE 1.B 

Ile procent liczby 40 stanowi liczba 50? 

Odpowiedź/wskazówka: 

 

Możemy również skorzystać z proporcji: wiadomo, że 40 to 100%, zatem 50, to …  

 

ZADANIE 1.C 

Która z liczb jest większa 32% z liczby 35 czy 35% z liczby 32? 

Odpowiedź/wskazówka: 

Wymienione liczby są równe. 

Wystarczy skorzystać w każdym z przypadków z definicji procentu. 

 

ZADANIE 2.A 

Cenę telefonu obniżono o 10%. O ile procent należy ją podwyższyć, aby telefon kosztował tyle 
co na początku. 
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Rozwiązanie: 

 – początkowa cena telefonu   – cena telefonu po obniżce 

 – procent podwyżki 

Niezbędny procent podwyżki obliczymy rozwiązując równanie 

 

Po skorzystaniu z definicji procentu uzyskujemy: 

 

Dzieląc stronami przez  (zakładamy, że początkowa cena telefonu jest niezerowa) mamy 

 

 

 

Odpowiedź: Cenę telefonu należy podwyższyć o . 

 

ZADANIE 2.B 

Cenę telefonu podwyższono o 8%. O ile procent należy ją obniżyć aby telefon kosztował tyle 
co na początku. 

Odpowiedź/wskazówka: 

   

Patrz – rozwiązanie zadania 2A. 

 

ZADANIE 2.C 

Cenę telefonu podwyższono, a następnie obniżono o tyle samo procent. Okazało się, że 
obecna cena jest o 4% niższa od początkowej. O ile procent podwyższono a następnie 
obniżono cenę telefonu?  
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Odpowiedź/wskazówka: 

Cenę telefonu najpierw podwyższono, a następnie obniżono o . 

Wystarczy dwukrotnie zastosować procedurę z zadania 2A. 

 

ZADANIE 3.A 

Początkową cenę telefonu podwyższono o 4%, a następnie obniżono o  jeden punkt 
procentowy. O ile procent ostatecznie wzrosła cena telefonu?  

Rozwiązanie: 

 – początkowa cena telefonu 

 – cena telefonu po podwyżce o . 

 – cena telefonu po obniżce o  punkt procentowy 

Ostatecznie cena telefonu wzrosła o  (względem ceny początkowej). 

 

ZADANIE 3.B 

Początkową cenę telefonu obniżono o 4%, a następnie jeszcze raz obniżono o  dwa punkty 
procentowe. O ile procent ostatecznie obniżono cenę telefonu?  

Odpowiedź/wskazówka: 

Ostatecznie cenę telefonu obniżono o  (względem ceny początkowej). 

 

ZADANIE 3.C 

Początkową cenę telefonu podwyższono o 1%, a następnie obniżono o  jeden punkt 
procentowy. O ile procent ostatecznie wzrosła/spadła cena telefonu?  

Odpowiedź/wskazówka:  

Cena nie uległa zmianie. 

 

 

 

 

-18- 



2.4 Wartość bezwzględna  

 

ZADANIE 1.A 

Rozwiąż równanie:  

Rozwiązanie: 

Szukamy punktów na osi liczbowe , których odległość od punktu  jest równa . Są to 
zatem: , . 

Odpowiedź: ,  

 

ZADANIE 1.B 

Rozwiąż nierówność:  

Odpowiedź/wskazówka: 

  

 

ZADANIE 1.C 

Rozwiąż nierówność:  

Odpowiedź/wskazówka: 

 

Zwróćmy uwagę, jak mają się do siebie: zbiór wartości funkcji „wartość bezwzględna” oraz 
prawa strona nierówności. 

 

ZADANIE 2.A 

Uzupełnij równanie  wiedząc, że rozwiązaniem są liczby . 

Rozwiązanie: 

Szukamy punktu  na osi liczbowej , którego odległość od każdego z punktów  oraz 
 wynosi 6. Będzie to zatem środek odcinka o końcach w wymienionych punktach. 

Mamy więc: 
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Odpowiedź:  

 

ZADANIE 2.B 

Uzupełnij nierówność  wiedząc, że rozwiązaniem są wszystkie liczby rzeczywiste. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Np. ,  , itp. 

Funkcja „wartość bezwzględna” przyjmuje tylko wartości nieujemne. 

 

ZADANIE 2.C 

Uzupełnij nierówność  widząc, że rozwiązaniem jest zbiór pusty. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Np. , , itp. 

 

ZADANIE 3.A 

Wiadomo, że . Korzystając z tej własności wykaż, że  
. 

Rozwiązanie: 

Własność podaną w zadaniu oznaczmy symbolem gwiazdki (*) 

    (*) 

„Wychodzimy” z lewej strony własności, którą mamy wykazać. Korzystamy z 
łącznościdodawania  oraz dwukrotnie z danej własności (*). Prowadzi to do prawej strony 
własności 

 

Zatem , co kończy dowód. 
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ZADANIE 3.B 

Wiadomo, że . Korzystając z tej własności wykaż, że . 

Odpowiedź/wskazówka:  

Patrz zadanie 3A. 

 

ZADANIE 3.C 

Wiadomo, że . Korzystając z tej własności wykaż, że  . 

Odpowiedź/wskazówka:  

Patrz zadanie 3A. Zauważmy, że odjąć od siebie dwie liczby to inaczej do pierwszej z nich dodać 
liczbę przeciwną do drugiej. 
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2.5 Logarytmy 

 

ZADANIE 1.A 

Oblicz  

 

Rozwiązanie: 

 

Odpowiedź. 

 

 

ZADANIE 1.B 

Oblicz  

 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

Pamiętajmy, że  dla dowolnego . 

 

ZADANIE 1.C 

Oblicz  

 

Odpowiedź/wskazówka:  
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ZADANIE 2.A 

Zamień liczbę 3 na logarytm przy podstawie 2. 

Rozwiązanie: 

Problem postawiony w zadaniu możemy zapisać następująco: 

 

gdzie . 

Korzystamy teraz z definicji logarytmu 

 

Czyli 

 

Odpowiedź/wskazówka: 

 

 

ZADANIE 2.B 

Ustal dziedzinę logarytmu . 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

Pamiętajmy, że podstawa logarytmu musi być dodatnia i różna od  oraz liczba 
logarytmowana musi być dodatnia. 

 

ZADANIE 2.C 

Ustal dziedzinę logarytmu . 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

Pamiętajmy, że liczba logarytmowana musi być dodatnia. 
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ZADANIE 3.A 

Wiadomo, że  dla .  Oblicz .  

Rozwiązanie: 

 

Doprowadziliśmy zatem nasze wyrażenie do postaci, gdzie podstawa potęgi oraz podstawa 
logarytmu w wykładniku są sobie równe. Pozwala to na skorzystanie z własności podanej w 
treści zadania 

 

 

ZADANIE 3.B 

Wiadomo, że  dla .  Oblicz .  

Odpowiedź/wskazówka:  

 lub co na jedno wychodzi . 

Wystarczy zauważyć, że  i skorzystać z podanej własności. 

 

ZADANIE 3.C 

Wiadomo, że  dla .  Uzasadnij, że  jest 

liczbą całkowitą. 

Odpowiedź/wskazówka: 

Po skorzystaniu z podanej własności uzyskujemy w sposób natychmiastowy. 
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2.6 Wyrażenia algebraiczne 

 

ZADANIE 1.A 

Doprowadź do najprostszej postaci korzystając ze wzorów skróconego mnożenia. 

 

Rozwiązanie: 

 

 

Odpowiedź/wskazówka: 

 

 

ZADANIE 1.B 

Doprowadź do najprostszej postaci korzystając ze wzorów skróconego mnożenia. 

— . 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

Zwróćmy uwagę, że wygodne będzie skorzystanie z przemienności dodawania (pierwszy 
nawias) oraz z własności, że  (to w drugim nawiasie po wcześniejszym…) 

 

ZADANIE 1.C 

Oblicz korzystając ze wzorów skróconego mnożenia. 

 

Odpowiedź/wskazówka:  
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ZADANIE 2.A 

Zapisz wyrażenie:   w postaci iloczynowej. 

Rozwiązanie: 

 

Odpowiedź:  

 

ZADANIE 2.B 

Zapisz wyrażenie:   w postaci iloczynowej. 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

ZADANIE 2.C 

Wyłącz wspólny czynnik przed nawias:  . 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

ZADANIE 3.A 

Uzasadnij, że różnica kwadratów dwóch kolejnych liczb naturalnych jest nieparzysta. 

Rozwiązanie: 

Niech  – dowolna liczba naturalna. Różnica kwadratów dwóch kolejnych liczb naturalnych 
będzie miała zatem postać: 

 

Zauważmy, że  jest zawsze nieparzyste jako suma liczby parzystej  i jedynki. 
Pomnożenie  przez -1 oczywiście nie „psuje” nieparzystości tej liczby. 

 

ZADANIE 3.B 

Wyprowadź wzór na kwadrat sumy trzech liczb. 
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Odpowiedź/wskazówka:  

Wzór:  

Zauważmy, że wystarczy skorzystać z łączności dodawania oraz wzoru na kwadrat sumy 
dwóch liczb. 

 

ZADANIE 3.C 

Uzasadni, że   nie  może być liczbą pierwszą dla dowolnego . 

Odpowiedź/wskazówka:  

Rozważ dwa przypadki: gdy  jest parzyste oraz: gdy  jest nieparzyste i zastanów się nad 
parzystością/nieparzystością liczby powyższej postaci.  
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3 Funkcje 

3.1 Ogólne pojęcie funkcji i jej własności 

 

ZADANIE 1.A 

Omów własności funkcji na podstawie poniższego wykresu. 

 

 

 

Rozwiązanie: 

 Dziedzina:  
 Zbiór wartości funkcji:  

 Miejsce zerowe:  

 Dla  funkcja jest stała 
 Dla  funkcja jest malejąca 
 Wartość najmniejsza:  dla  
 Wartość największa:  dla  

 Funkcja przyjmuje wartości dodatnie dla  
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 Funkcja przyjmuje wartości ujemne dla  

 Funkcja NIE jest różnowartościowa 
 Funkcja NIE jest ściśle monotoniczna 

 

ZADANIE 1.B 

Omów własności funkcji na podstawie poniższego wykresu. 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

 Dziedzina:  
 Zbiór wartości funkcji:  
 Miejsce zerowe:  
 Dla  funkcja jest malejąca 
 Dla  funkcja jest rosnąca 
 Dla  funkcja jest malejąca 
 Wartość najmniejsza:  dla  
 Wartość największa: 4 dla  
 Funkcja przyjmuje wartości dodatnie dla  
 Funkcja przyjmuje wartości ujemne dla  
 Funkcja NIE jest różnowartościowa 
 Funkcja NIE jest ściśle monotoniczna 
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ZADANIE 1.C 

Omów własności funkcji na podstawie poniższego wykresu. 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

 Dziedzina:  

 Zbiór wartości funkcji:  

 Miejsca zerowe: brak 
 Dla  funkcja jest malejąca 
 Dla   funkcja jest malejąca 
 Wartość najmniejsza: brak 
 Wartość największa: brak 
 Funkcja przyjmuje wartości dodatnie dla  
 Funkcja przyjmuje wartości ujemne dla  
 Funkcja NIE jest różnowartościowa 
 Funkcja NIE jest ściśle monotoniczna 

 

ZADANIE 2.A 

Dana jest funkcja  . Znajdź wzór funkcji  . 
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Rozwiązanie: 

Aby znaleźć wzór funkcji  do wzoru funkcji  w miejsce zmiennej  
wstawiamy . 

 

Wykonując działania wzory opisujące funkcję uzyskują postaci: 

 

Skoro , więc ostatecznie 

 

 

ZADANIE 2.B 

Dana jest funkcja  . Znajdź wzór funkcji  . 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

 

ZADANIE 2.C 

Dana jest funkcja  . Znajdź wzór funkcji  . 

Odpowiedź/wskazówka:  
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ZADANIE 3.A 

Dana jest funkcja  . Znajdź wzór i narysuj wykres funkcji  

,  gdzie  . 

 

Rozwiązanie: 

Funkcja  jest zatem iloczynem funkcji  oraz funkcji : 

 

Co możemy zapisać również w prostszej postaci: 

 

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y
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ZADANIE 3.B 

Dana jest funkcja    . Znajdź wzór i narysuj wykres funkcji 

,  gdzie  . 

Odpowiedź/wskazówka:  

Rozważmy najpierw funkcję . Zauważmy, że jeśli  , to . Zatem funkcja 
 przyjmie postać: 

 

Czyli  

 

Zatem 

 

Zauważmy dalej, że funkcja  dla argumentu  przyjmuje wartość .  

W rezultacie wzór można zapisać w postaci: 

 

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-9
-8
-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1
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9

x

y
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ZADANIE 3.C 

Dana jest funkcja    . Znajdź wzór i narysuj wykres funkcji 

,  gdzie +1 . 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

Korzystając z definicji wartości bezwzględnej uzyskujemy 

 

Ostatecznie  

 

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-4

-3
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x

y
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3.2 Funkcja liniowa 

 

ZADANIE 1.A 

Dana jest funkcja liniowa: . Napisz równanie prostej  

a) równoległej 
b) prostopadłej 

przechodzącej przez punkt . 

Rozwiązanie: 

Przypomnijmy niezbędne własności 

 Równanie kierunkowe prostej o zadanym współczynniku kierunkowym  
przechodzącej przez punkt o współrzędnych  ma postać: 

 

 Dwie proste w postaci kierunkowej są równoległe, gdy mają jednakowe 
współczynniki kierunkowe.   

 Dwie proste w postaci kierunkowej są prostopadłe, gdy ich iloczyn współczynników 
kierunkowych wynosi .  

Ad. a) 

Współczynnik kierunkowy danej prostej wynosi  czyli  . Dany punkt ma współrzędne 
, czyli . 

Zatem równanie kierunkowe prostej równoległej do danej prostej ma postać 

 

Czyli 

 

Ad b) 

Współczynnik kierunkowy  prostej  prostopadłej wynosi  czyli  . Dany punkt ma 
współrzędne , czyli . 

Zatem równanie kierunkowe prostej prostopadłe do danej prostej ma postać 

 

Czyli 

 

-35- 



ZADANIE 1.B 

Napisz równanie prostej przechodzącej przez dwa punkty o współrzędnych , 
.    

Odpowiedź/wskazówka:  

Równanie kierunkowe prostej przechodzącej przez dwa dane punkty  oraz 
 ma postać: 

 

Skoro , , więc równanie odpowiedniej prostej przyjmuje postać 

 

Czyli  

 

 

ZADANIE 1.C 

Sprawdź, czy wszystkie trzy punkty  należą do jednej 
prostej.  

Odpowiedź/wskazówka:  

Punkty , ,  NIE leżą na jednej prostej. 

Wystarczy znaleźć równanie prostej przechodzącej przez dwa z danych punktów i sprawdzić, 
czy współrzędne trzeciego punktu spełniają równanie znalezionej prostej. 

 

ZADANIE 2.A 

Znajdź wzór funkcji na podstawie jej wykresu. 
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Rozwiązanie: 

Pierwszy sposób 

Zauważmy, że dana prosta przechodzi np. przez punkty:  oraz . 

Stosując wzór na prostą przechodzącą przez dwa dane punkty uzyskujemy: 

 

Czyli 

 

Drugi sposób 

Można też prościej. Zauważmy, że w równaniu kierunkowym prostej  mamy 
odpowiednio: 

 - współczynnik kierunkowy, ,  - kąt jaki tworzy prosta z dodatnim zwrotem osi OX 

 - wyraz wolny (w punkcie  przecina  się wykres z osią OY) 

Natychmiast mamy zatem, że . 
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Zaznaczmy zatem kąt  w układzie współrzędnych, zbudujmy odpowiedni trójkąt 
prostokątny o kącie ostrym  i licząc jego tangens wyznaczmy współczynnik kierunkowy 
naszej prostej. 

 

 

Zauważmy, że z „czerwonego” trójkąta mamy, że , czyli współczynnik 

kierunkowy . W rezultacie równanie naszej prostej przyjmuje postać 

 

 

ZADANIE 2.B 

Określ współczynnik kierunkowy prostej na podstawie wykresu. 
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Odpowiedź/wskazówka:  

Współczynnik kierunkowy  

 

 

Z drugiej strony, ze wzorów redukcyjnych mamy, że . 
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Zatem 

 

Czyli  

 

I tyle wynosi wartość współczynnika kierunkowego naszej prostej. 

 

ZADANIE 2.C 

Oszacuj współczynnik kierunkowy prostej na podstawie wykresu. 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Współczynnik kierunkowy prostej wynosi w przybliżeniu . 

Postępujemy analogicznie jak w zadaniach 2A i 2B. Rozważamy tangens kąta  - kąta jaki 
tworzy nasza prosta z dodatnim zwrotem osi OX.  
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ZADANIE 3.A 

Uzasadnij, że jeśli dla funkcji liniowej , to współczynnik kierunkowy jest 
równy . 

Rozwiązanie: 

Niech . 

 

Skoro  

 

to  

 

 

Traktując powyższą zależność jak równanie, które rozwiązujemy względem  uzyskujemy 

 

 

 

ZADANIE 3.B 

Uzasadnij, że jeśli dla funkcji liniowej zachodzi zależność: , to funkcja jest 
stała. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Niech . 

Zatem  oraz  

Skoro , to uzyskujemy 

 

Czyli 

 

Traktując powyższą zależność jak równanie, które rozwiązujemy względem  uzyskujemy 

 

Zatem  

 

Oznacza to, że funkcja  jest stała. 
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ZADANIE 3.C 

Uzasadnij, że jeśli dla funkcji liniowej zachodzi zależność: 2 , to funkcja 
przechodzi przez początek układu współrzędnych. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Niech . 

Zatem  

 

oraz 

 

Skoro , to uzyskujemy 

 

 

Traktując powyższą zależność jak równanie, które rozwiązujemy względem  uzyskujemy 

 

Zatem wzór funkcji  uzyskuje postać: 

 

Czyli prosta będąca wykresem funkcji  przechodzi przez początek układu współrzędnych. 
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3.3 Funkcja kwadratowa 

 

ZADANIE 1.A 

Narysuj wykres funkcji kwadratowej:  

Rozwiązanie: 

Wzór funkcji kwadratowej podany jest w postaci kanonicznej. Możemy odczytać z niej 
współrzędne wierzchołka: . Dodatkowo widzimy, że współczynnik przy  jest 
dodatni, zatem parabola rozchyla ramiona ku górze. Uwzględniając powyższe informacje 
uzyskujemy poniższy wykres  

 

 

ZADANIE 1.B 

Przedstaw w postaci kanonicznej funkcję kwadratową:  

Odpowiedź/wskazówka:  
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ZADANIE 1.C 

Na podstawie wykresu uzupełnij wzór funkcji kwadratowej. 

 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Wierzchołek paraboli . Zatem 

 

 

ZADANIE 2.A 

Napisz wzór funkcji kwadratowej, której wykres przechodzi przez trzy punkty: 
. 

Rozwiązanie: 

Funkcja kwadratowa ogólnie ma postać: 
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Skoro parabola (wykres funkcji kwadratowej) ma przechodzić przez podane punkty, to 
współrzędne tych punktów muszą spełniać jej równanie. Podstawiając uzyskujemy układ 
równań: 

 

 

Rozwiązując układ mamy: 

 

Czyli 

 

 

ZADANIE 2.B 

Napisz wzór funkcji kwadratowej, której miejscem zerowym jest , zaś wierzchołkiem jest 
punkt . 

Odpowiedź/wskazówka:  

Postać kanoniczna:  

 

gdzie  - wierzchołek paraboli. 

Skoro , to wzór przyjmuje postać 

 

Miejscem zerowym jest , więc 

 

Czyli  
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ZADANIE 2.C 

Znajdź wszystkie wzory funkcji kwadratowych, których miejscami zerowymi są i . 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

gdzie  

Lub, co na jedno wychodzi: 

 

gdzie  

 

ZADANIE 3.A 

Napisz równanie osi symetrii wykresu funkcji kwadratowej, która ma dwa miejsca zerowe: 
, . 

Rozwiązanie: 

Niech  - wierzchołek paraboli.  

Osią symetrii paraboli jest prosta pionowa przechodząca przez jej wierzchołek: .  

Jeśli ,  – miejsca zerowe funkcji kwadratowej, to   (tzn. jeśli funkcja 

kwadratowa posiada miejsca zerowe, to pierwsza współrzędna wierzchołka jest zawsze ich 
średnią arytmetyczną).  

Zatem równanie osi symetrii: 

 

Czyli  

 

 

ZADANIE 3.B 

Oś OY jest osią symetrii wykresu funkcji kwadratowej. Wyznacz sumę argumentów (o ile 
istnieją) dla których funkcja przyjmuje wartość .  
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Odpowiedź/wskazówka:  

Argumenty, dla których funkcja przyjmuje wartość zero to miejsca zerowe. 

Skoro oś OY jest osią symetrii paraboli, to o ile funkcja kwadratowa ma miejsca zerowe, to są 
one liczbami przeciwnymi. Zatem suma miejsc zerowych będzie w takim przypadku równa . 

 

ZADANIE 3.C 

Prosta  jest osią symetrii funkcji kwadratowej. Wyznacz sumę argumentów ( o ile 
istnieją) dla których funkcja przyjmuje wartość .  

Odpowiedź/wskazówka:  

Argumenty, dla których funkcja przyjmuje wartość zero to miejsca zerowe. Oznaczmy je  , 
. Wtedy równanie osi symetrii paraboli 

 

W warunkach zadania mamy, że . Zatem 

 

Czyli  
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3.3.1 Równania kwadratowe 

 

ZADANIE 1.A 

Rozwiąż równanie: . 

Rozwiązanie: 

, , . 

 

Jeżeli , to równanie ma dwa  rozwiązania: ,  

,   

,  

Rozwiązaniem równania  są liczby , . 

 

ZADANIE 1.B 

Rozwiąż równanie: . 

Odpowiedź/wskazówka:  

, zatem brak rozwiązań równania w zbiorze liczb rzeczywistych. 

 

ZADANIE 1.C 

Rozwiąż równanie:  

Odpowiedź/wskazówka:  

Rozwiązaniem równania  jest . 

Można policzyć deltę ( ) i skorzystać ze wzoru na rozwiązanie w tym przypadku bądź 
zauważyć, że lewą stronę równania da się „zwinąć” ze wzoru skróconego mnożenia na kwadrat 
różnicy. 
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ZADANIE 2.A 

Równanie kwadratowe postaci:   można rozwiązać następującą metodą: 

 

 

  

Stąd  lub . Przekształcając dostajemy:  lub . 

Postępując analogicznie rozwiąż równanie: .   

Rozwiązanie: 

 

 

 

Stąd lub . Przekształcając dostajemy: 

 lub  

 

ZADANIE 2.B 

Postępując analogicznie jak w zadaniu 2A rozwiąż równanie:    

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

Żadna liczba rzeczywista NIE spełnia tego równania (kwadrat żadnej liczby rzeczywistej NIE 
jest liczbą ujemną). Patrząc geometrycznie powiedzielibyśmy: parabola  
(będąca wykresem lewej strony równania) NIE ma punktów wspólnych z prostą   
(będąca wykresem prawej strony równania). 

 

ZADANIE 2.C 

Postępując analogicznie jak w zadaniu 2A rozwiąż równanie: . 
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Odpowiedź/wskazówka:  

Najpierw musimy znaleźć postać kanoniczną funkcji kwadratowej znajdującej się po lewej 
stronie naszego równania. Wtedy równanie przyjmie postać 

 

 

lub  

 lub  

 

ZADANIE 3.A 

Rozwiąż równanie: . 

Rozwiązanie: 

Jest to tzw. równanie dwukwadratowe. Rozwiązujemy je stosując podstawienie . 

 

Licząc deltę ( ) i stosując wzory na rozwiązania równania kwadratowego uzyskujemy 

 

Wracając so podstawienia  mamy 

 

Czyli 

 

Rozwiązaniem równania  są liczby  . 

 

ZADANIE 3.B 

Rozwiąż równanie:  

Odpowiedź/wskazówka:  

Równanie to sprowadzimy do równania kwadratowego przez podstawienie: . 
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Licząc deltę ( ) i stosując wzory na rozwiązania równania kwadratowego uzyskujemy 

 

Wracając do podstawienia  mamy 

 

Czyli 

 

 

ZADANIE 3.C 

Rozwiąż równanie: .  

Odpowiedź/wskazówka:  

Równanie to sprowadzimy do równania kwadratowego przez podstawienie: . 

 

Okazuje się, że .Zatem równanie  NIE ma rozwiązań w zbiorze liczb 
rzeczywistych. Tym samym równanie  również NIE posiada rozwiązań w 
zbiorze liczb rzeczywistych. 
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3.3.2 Nierówności kwadratowe 

 

ZADANIE 1.A 

Rozwiąż nierówność:   

Rozwiązanie: 

 Najpierw szukamy miejsc zerowych funkcji kwadratowej znajdującej się po lewej 
stronie nierówności . 

 

Licząc deltę ( ) i stosując wzory na rozwiązania równania kwadratowego 
uzyskujemy 

 

 Szkicujemy wykres funkcji kwadratowej znajdującej się po lewej stronie nierówności  
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 Z wykresu odczytujemy rozwiązanie nierówności  
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Rozwiązujemy nierówność  pytamy zatem, kiedy parabola leży 
powyżej osi OX. Ma to miejsce dla . 

Nierówność   jest spełniona dla . 

 

ZADANIE 1.B 

Rozwiąż nierówność:  . 

Odpowiedź/wskazówka:  
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Pytamy, kiedy parabola leży poniżej bądź na osi OX. 

 

ZADANIE 1.C 

Rozwiąż nierówność:  . 

Odpowiedź/wskazówka:  
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Pytamy, kiedy parabola leży powyżej bądź na osi OX. 

 

ZADANIE 2.A 

Napisz nierówność kwadratową, której rozwiązaniem jest zbiór: - . 

Rozwiązanie: 

Np.  

  lub  w postaci rozwiniętej  
  lub w postaci rozwiniętej  
 Itd. ogólnie , gdzie  

Bądź: 

  bądź w postaci rozwiniętej  
  bądź w postaci rozwiniętej  
 Itd. ogólnie , gdzie  

 

 

ZADANIE 2.B 

Napisz nierówność kwadratową, której rozwiązaniem jest zbiór jednoelementowy . 
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Odpowiedź/wskazówka:  

Np. 

  
 Ogólnie: , gdzie  

Bądź  

  
 Ogólnie: , gdzie  

 

ZADANIE 2.C 

Napisz nierówność kwadratową, której rozwiązaniem jest zbiór pusty. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Np.  

  
  
 Ogólnie: , gdzie  i  

Bądź  

  
  
 Ogólnie: , gdzie  i  

 

ZADANIE 3.A 

Rozwiąż nierówność: . 

Rozwiązanie: 

Nierówność tę sprowadzimy do nierówności kwadratowej przez podstawienie: . 

 

, zatem funkcja kwadratowa pomocniczej zmiennej  NIE ma miejsc zerowych. 
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Szkic wykresu lewej strony nierówności ma postać 
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Pytamy, kiedy parabola leży poniżej osi OX? Widzimy, że nigdy. 

Zatem nierówność  jest spełniona dla . 

Tym samym nierówność  jest spełniona dla . 

Uwaga:  

Od razu możemy zauważyć, że żadna liczba rzeczywista NIE spełnia nierówności  
, bo po lewej stronie mamy sumę dwóch parzystych potęg zmiennej  

(która to suma w zbiorze liczb rzeczywistych zawsze będzie dodatnia bądź równa zero) liczby 
. Pytamy, kiedy taka suma jest mniejsza od zera. Oczywiście nigdy. 

 

ZADANIE 3.B 

Rozwiąż nierówność: . 

Odpowiedź/wskazówka:  

Nierówność tę sprowadzamy do nierówności kwadratowej przez podstawienie: . 

 

 szukamy miejsc zerowych funkcji kwadratowej znajdującej się po lewej stronie 
nierówności  
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Licząc deltę ( ) i stosując wzory na rozwiązania równania kwadratowego 
uzyskujemy 

 

 Szkicujemy wykres funkcji kwadratowej  
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 Z wykresu odczytujemy, kiedy spełniona jest nierówność  (kiedy 
parabola leży poniżej osi OX bądź ma z nią punkty wspólne).  

Ma to miejsce dla , czyli wtedy, kiedy  spełnia układ nierówności 

 

Wracając do podstawienia  uzyskujemy 

 

Musimy zatem rozwiązać jeszcze układ dwóch nierówności kwadratowych 
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Pytamy: 

 kiedy parabola leży poniżej osi OX (lub na osi)? i  kiedy parabola leży powyżej osi OX (lub na osi)? 

  i   

Znajdując część wspólną uzyskanych przedziałów uzyskujemy 

 

 

ZADANIE 3.C 

Rozwiąż nierówność: . 

Rozwiązanie:  

Dokonujemy interpretacji geometrycznej nierówności. 
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Rozwiązując nierówność  pytamy, kiedy parabola leży poniżej osi OX bądź na osi OX. 

Ma to miejsce tylko dla . 

Odpowiedź: Nierówność  jest spełniona dla tylko dla  . 
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3.4 Funkcja wielomianowa 

 

ZADANIE 1.A 

Na poniższym rysunku przedstawiono wykres funkcji . Naszkicuj 
wykres funkcji . 

 

 

 

Rozwiązanie: 

Wykres funkcji  uzyskamy z wykresu funkcji   przez jego przesunięcie o 
wektor o współrzędnych  (przesunięcie „w prawo” o trzy jednostki). 
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ZADANIE 1.B 

Na poniższym rysunku przedstawiono wykres funkcji . 
Naszkicuj wykres funkcji . 
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Odpowiedź/wskazówka:    

Wykres funkcji  uzyskamy z wykresu funkcji   przez jego przesunięcie o 
wektor o współrzędnych  (przesunięcie „w górę” o trzy jednostki). 

 

 

 

ZADANIE 1.C 

Na poniższym rysunku przedstawiono wykres funkcji . 
Naszkicuj wykres funkcji . 
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Odpowiedź/wskazówka: 
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ZADANIE 2.A 

Dane są dwie funkcje wielomianowe , . Wyznacz wzór 
funkcji wielomianowej . 

Rozwiązanie: 

 

 

 

 

ZADANIE 2.B 

Dane są dwie funkcje wielomianowe , . Wyznacz wzór 
funkcji wielomianowej . 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

Wymnażając „każdy przez każdy” i porządkując uzyskujemy 

 

 

ZADANIE 2.C 

Dane są dwie funkcje wielomianowe , . Wyznacz wzór funkcji 
wielomianowej . 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

 

 

ZADANIE 3.A 

Dana jest funkcja wielomianowa . Uzasadnij, że  
jest funkcją stałą. 
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Rozwiązanie: 

 

 

 

 - funkcja stała 

 

ZADANIE 3.B 

Dana jest funkcja wielomianowa +1. Uzasadnij, że  
jest funkcją stałą. 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

 

 

ZADANIE 3.C 

Podaj przykład miejsca zerowego funkcji wielomianowej , dla 
. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Dzielniki wyrazu wolnego: . 

Sprawdźmy: .  

Zatem  jest miejscem zerowym danej funkcji wielomianowej. 
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3.4.1 Równania wielomianowe 

 

ZADANIE 1.A 

Rozwiąż równanie:   

Rozwiązanie: 

 

Iloczyn jest zerem wtedy i tylko wtedy kiedy przynajmniej jeden z czynników jest równy zero.  

 lub   lub   

 lub   lub   

 

ZADANIE 1.B 

Rozwiąż równanie:  

Odpowiedź/wskazówka:  

 

W związku z faktem, że rozwiązanie  pochodzi z czynnika , to mówimy, że 
 jest pierwiastkiem -krotnym wielomianu znajdującego się po lewej stronie naszego 

równania. 

 

ZADANIE 1.C 

Rozwiąż równanie:   

Odpowiedź/wskazówka:  

Korzystamy ze wzoru skróconego mnożenia na różnicę i dodatkowo wyłączamy minus poza 
nawias 

 

 

W związku z faktem, że rozwiązanie  pochodzi z czynnika , to mówimy, że 
 jest pierwiastkiem 3-krotnym wielomianu znajdującego się po lewej stronie naszego 

równania. 
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ZADANIE 2.A 

Napisz równanie wielomianowe stopnia trzeciego, którego rozwiązaniem jest . 

Rozwiązanie: 

Np.  

  
  
 Ogólnie: , gdzie . 

 

ZADANIE 2.B 

Napisz równanie wielomianowe stopnia czwartego, którego rozwiązaniem jest zbiór pusty. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Np.  

  
  
  
 Itp. 

Spróbuj podać ogólną postać równania o własności opisanej w zadaniu. 

 

ZADANIE 2.C 

Napisz równanie wielomianowe stopnia trzeciego, którego rozwiązaniem jest 
. 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

Ogólnie: , gdzie . 

 

ZADANIE 3.A  

Uzasadnij, że równanie wielomianowe trzeciego stopnia ma co najmniej jedno rozwiązanie. 

 

-67- 



Rozwiązanie: 

Zbiorem wartości funkcji wielomianowej trzeciego stopnia są wszystkie liczby rzeczywiste. 
Zatem istnieje argument, dla którego funkcja przyjmuje wartość .  

 

ZADANIE 3.B 

Uzasadnij, że równanie  nie ma rozwiązań. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Zauważmy, że: 

  dla każdego  
  dla każdego  
   

Zatem suma składników powyższej postaci jest dodatnia dla każdego . Nigdy NIE jest 
zatem równa zero. Czyli równanie  NIE ma rozwiązań w zbiorze liczb 
rzeczywistych. 

 

ZADANIE 3.C 

Uzasadnij, że równanie   ma  co najmniej dwa rozwiązania. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Wprowadźmy oznaczenie: 

 

Dzielniki wyrazu wolnego: . 

Sprawdźmy:  

.  

Zatem  jest miejscem zerowym funkcji wielomianowej . 

.  

Zatem również  jest miejscem zerowym funkcji wielomianowej . 

Czyli równanie   ma  co najmniej dwa rozwiązania. 
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3.5 Funkcja wymierna 

 

ZADANIE 1.A 

Na rysunku naszkicowana jest funkcja wymierna   dla . Naszkicuj wykres funkcji 

. 

 

Rozwiązanie: 

Wykres funkcji  uzyskamy z wykresu funkcji  przez symetrię osiową 
względem osi OY (lustrzane odbicie względem osi OY). 
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ZADANIE 1.B 

Na rysunku naszkicowana jest funkcja wymierna   dla . Naszkicuj wykres funkcji 

. 
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Odpowiedź/wskazówka:  

Wykres funkcji  uzyskamy z wykresu funkcji  przez jego przesunięcie o 
wektor  (przesunięcie o jedną jednostkę w górę). 

 

 

 

ZADANIE 1.C 

Na rysunku naszkicowana jest funkcja wymierna   dla . Naszkicuj wykres 

funkcji . 
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Odpowiedź/wskazówka:  

Wykres funkcji  uzyskamy z wykresu funkcji  przez jego przesunięcie o 
wektor  (przesunięcie o dwie jednostki w lewo). 
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ZADANIE 2.A 

Dana jest funkcja wymierna   dla . Naszkicuj wykres funkcji 

. 

 

Rozwiązanie: 

Wykres funkcji  uzyskamy z wykresu funkcji  przez jego 
przesunięcie o wektor  (przesunięcie o dwie jednostki w prawo i dwie do góry). 
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ZADANIE 2.B 

Dana jest funkcja wymierna   dla . Naszkicuj wykres funkcji 

. 
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Rozwiązanie: 

Wykres funkcji  uzyskamy z wykresu funkcji  przez symetrię osiową 
względem osi OY (lustrzane odbicie względem osi OY) oraz przesunięcie o wektor  
(przesunięcie o jedną jednostkę w górę). 

 

 

 

 

ZADANIE 2.C 

Dana jest funkcja wymierna   dla . Naszkicuj wykres funkcji . 
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Rozwiązanie: 

Wykres funkcji  uzyskamy z wykresu funkcji  przez symetrię osiową 
względem osi OX (lustrzane odbicie względem osi OX) oraz przesunięcie o wektor  
(przesunięcie o dwie jednostki w dół). 

 

 

-76- 



ZADANIE 3.A 

Dane są funkcje wymierne  , dla  i  ,dla   Uzupełnij  wzór 
funkcji . 

Rozwiązanie: 

Zauważmy, że wzór opisujący funkcję  możemy przekształcić w następujący sposób 

 

Czyli  

 

Skoro  

 

to 

 

 

ZADANIE 3.B 

Dane są funkcje wymierne   , dla  i  ,dla .  Uzupełnij  funkcji 
. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Zauważmy, że wzór opisujący funkcję  możemy przekształcić w następujący sposób 

 

Czyli  

 

Skoro 

 

to  
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ZADANIE 3.C 

Dane są funkcje wymierne  , dla  i  ,dla .  Uzupełnij  wzór funkcji 

. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Postępując analogicznie jak w 3A,3B uzyskujemy 

 

Czyli krótko:  
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3.5.1 Równania wymierne 

 

ZADANIE 1.A 

Rozwiąż równanie: . 

Rozwiązanie: 

Dziedzina:  - mianownik musi być różny od zera 

 

Pierwszy sposób 

Przenosimy wszystko na lewą stronę i sprowadzamy do wspólnego mianownika 

 

 

Ułamek jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy jego licznik równa się zero 

 

 

Zauważmy, że . 

Drugi sposób 

Po wyznaczeniu dziedziny , dla  mnożymy obie strony równania przez wspólny 
mianownik  

 

 

 

 

 

ZADANIE 1.B 

Rozwiąż równanie: . 
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Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

Postępujemy analogicznie jak w 1A. 

 

ZADANIE 1.C 

Rozwiąż równanie:  

Odpowiedź/wskazówka:  

 

. 

Postępujemy analogicznie jak w 1A. 

 

ZADANIE 2.A 

Rozwiąż równanie: . 

Rozwiązanie: 

Dziedzina:  

 

Pierwszy sposób: 

Ułamek jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy jego licznik równa się zero 

 

 

Zatem równanie  NIE ma rozwiązania. 

Drugi sposób: 

Po wyznaczeniu dziedziny zwracamy uwagę, że mianownik można skrócić z czynnikiem z 
licznika 
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Zatem równanie  NIE ma rozwiązania. 

 

ZADANIE 2.B 

Rozwiąż równanie: . 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

Postępujemy analogicznie jak w 2A. Zwróćmy uwagę, że licznik można rozłożyć na czynniki 
korzystając ze wzoru na różnicę kwadratów. 

 

ZADANIE 2.C 

Rozwiąż równanie: . 

Odpowiedź/wskazówka:  

Równanie sprzeczne – brak rozwiązań. 

Zauważmy, że po lewej stronie równania licznik jest taki sam jak mianownik (czyli w rezultacie 
) a po prawej stronie mamy . 

 

ZADANIE 3.A 

Rozwiąż równanie: . 

Rozwiązanie: 

Dziedzina: 
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Mnożymy obie strony równania przez wspólny mianownik: 

 

 

 

 

 

 

Zauważmy, że oba uzyskane rozwiązania należą do dziedziny równania. 

 

ZADANIE 3.B 

Rozwiąż równanie: . 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

 

ZADANIE 3.C 

Rozwiąż równanie: . 

Odpowiedź/wskazówka:  

Dziedzina: 
   

 

Równanie sprzeczne – brak rozwiązań. 

Technika rozwiązania – jak w poprzednich zadaniach. 
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3.6 Proporcjonalność odwrotna 

 

ZADANIE 1.A 

Uzupełnij tabelę wiedząc, że dane są odwrotnie proporcjonalne. 

 
Wielkość dana 
 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Wielkość 
odwrotnie 
proporcjonalna 

 

 

 

    
 

 

Rozwiązanie: 

Oznaczmy  

 wielkości dane (pierwszy wiersz tabeli) przez  
 wielkości odwrotnie proporcjonalne (drugi wiersz tabeli) przez  

Skoro  i  są odwrotnie proporcjonalne tzn., że ich iloczyn jest stały – równy np. . 

 

Z pierwszej kolumny tabeli wynika, że . Czyli między  a  mamy zależność 

 

Zatem uzyskujemy, że , zaś .  

Dbając o spełnienie powyższych zależności uzupełniamy tabelę 

 

 
Wielkość dana 
 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

  

Wielkość 
odwrotnie 
proporcjonalna 
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ZADANIE 1.B 

Na podstawie tabeli wyznacz współczynnik proporcjonalności. 

 
Wielkość dana 
 

 
 

 

 
 

Wielkość 
odwrotnie 
proporcjonalna 

 
 

 

 
 

 
 

Odpowiedź/wskazówka:  

Oznaczmy  

 wielkości dane (pierwszy wiersz tabeli) przez  
 wielkości odwrotnie proporcjonalne (drugi wiersz tabeli) przez  

Skoro  i  są odwrotnie proporcjonalne tzn., że ich iloczyn jest stały – równy np.  (  - 
współczynnik proporcjonalności): 

 

Nietrudno zauważyć, że w naszym przypadku . 

 

ZADANIE 1.C 

Napisz kilka par liczb odwrotnie proporcjonalnych o współczynniku proporcjonalności  . 

Odpowiedź/wskazówka:  

Uwagi odnośnie wielkości odwrotnie proporcjonalnych – patrz 1B. 

 i . 

Np.  

  

  

  

  

 Itd.  

-84- 



ZADANIE 2.A 

Czy poniższy wykres funkcji przedstawia proporcjonalność odwrotną? Odpowiedź uzasadnij. 

 

Rozwiązanie: 

Wielkości ,  są odwrotnie proporcjonalne jeżeli ich iloczyn stały  
 

gdzie . 

Widzimy, że do naszego wykresu należą m. in. punkty o współrzędnych:  oraz 
. 

  
  

Zatem iloczyn NIE jest stały. Czyli wykres NIE przedstawia proporcjonalności odwrotnej. 
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ZADANIE 2.B 

Czy poniższy wykres funkcji przedstawia proporcjonalność odwrotną? Odpowiedź uzasadnij. 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Wykres NIE przedstawia proporcjonalności odwrotnej. 

Uzasadnienie analogiczne jak w zadaniu 2A.  
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ZADANIE 2.C 

Czy poniższy wykres funkcji przedstawia proporcjonalność odwrotną? Odpowiedź uzasadnij. 

 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Wykres NIE przedstawia proporcjonalności odwrotnej. 

Uzasadnienie analogiczne jak w zadaniu 2A.  
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3.7 Funkcja wykładnicza 

 

ZADANIE 1.A 

Narysuj wykres funkcji .  Określ jej monotoniczność. 

Rozwiązanie: 

 

Funkcja  jest funkcją rosnącą. 
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ZADANIE 1.B 

Narysuj wykres funkcji .  Wyznacz jej miejsca zerowe. 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

Miejsca zerowe 

Pierwszy sposób – metoda graficzna 

Z geometrycznego punktu widzenia miejsca zerowe znajdują się na przecięciu wykresu z osią 
OX. Z powyższego wykresu odczytujemy natychmiast, że 

 

Drugi sposób – metoda algebraiczna 

 

 

Z różnowartościowości funkcji wykładniczej uzyskujemy, że 
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ZADANIE 1.C 

Niech . Dla jakich wartości parametru  funkcja  posiada jedno miejsce 
zerowe dla argumentu większego od zera. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Zgodnie z treścią zadania mamy rozważyć tylko argumenty . 

 

 

Z geometrycznego punktu widzenia pytamy, kiedy wykres lewej strony równania (funkcja 
 dla  – niebieska linia) ma punkt/punkty wspólne z wykresem prawej strony 

równania (funkcje stałe   – rodzina czerwonych linii). 

 

Widzimy, że punkt wspólny pojawia się o ile  

 

Czyli dla . 
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ZADANIE 2.A 

Na podstawie wykresu określ wzór funkcji wykładniczej .  

 

 

Rozwiązanie: 

Postać wzoru, zgodnie z treścią zadania jest następująca: 

 

Wykres funkcji przechodzi m.in. przez punkt . Jego współrzędne muszą zatem spełniać 
wzór funkcji  

 

Rozwiązując powyższe równanie względem  uzyskujemy, że  

 

Szukany wzór funkcji to  
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ZADANIE 2.B 

W  układzie współrzędnych zaznaczono  punkt, przez który przechodzi wykres funkcji 

 . Naszkicuj wykres tej funkcji. 

 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Postać wzoru, zgodnie z treścią zadania 

 

Do wykresu należy punkt . Jego współrzędne muszą zatem spełniać wzór funkcji 

 

 

 

Wzór funkcji 
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Wykres 
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ZADANIE 2.C 

Naszkicuj wykres funkcji , gdzie .  

Odpowiedź/wskazówka:  

Jednym ze sposobów rozwiązania tego zadania jest narysowanie wykresu metodą 
przekształceń: 

1. ; 
2.  – przesunięcie wykresu funkcji  o wektor ; 
3.  – obraz wykresu funkcji  w symetrii osiowej względem osi OY. 
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ZADANIE 3.A 

Uzasadnij, że . 

Rozwiązanie: 

Oznaczmy lewą stronę zależności przez , zaś prawą przez  

 

 

Zauważmy, że wobec powyższych przekształceń zarówno  jak i  zostały przedstawione 
jako potęgi o podstawie . 

Przyjrzyjmy się wykładnikom: 

 

Funkcja wykładnicza o podstawie  jest funkcją rosnącą (większe wartości przyjmuje dla 
większych argumentów) zatem  

 

Czyli tym samym 
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ZADANIE 3.B 

Uzasadnij, że . 

Odpowiedź/wskazówka:  

Analogicznie – jak w 3A: sprowadzamy do potęgi o tej samej podstawie i  korzystamy z 
monotoniczności funkcji wykładniczej. 

ZADANIE 3.C 

Uzasadnij, że . 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

 

 

 

Zatem  
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4 Ciągi liczbowe 

ZADANIE 1.A 

Dany jest ciąg . Narysuj cztery   początkowe wyrazy ciągu. 

Rozwiązanie: 
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ZADANIE 1.B 

Dany jest ciąg . Wyznacz trzy początkowe wyrazy ciągu. 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

 

 

ZADANIE 1.C 

Dany jest ciąg . Który z wyrazów jest równy ? 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

Rozwiązujemy powyższe równanie kwadratowe pamiętając, że (  to numer wyrazu 
ciągu). 

 

 

 

Zatem . 
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ZADANIE 2.A 

Dany jest ciąg . Które wyrazy tego ciągu spełniają nierówność .  

Rozwiązanie: 

 - numer wyrazu ciągu, więc  

 

 

 

Gdyby  było liczbą rzeczywistą (niebieski wykres), to powyższa nierówność byłaby spełniona 
dla . Wobec faktu, że  interesuje nas tylko część wspólna: 

 

 

Odpowiedź: Wyrazy ciągu są dodatnie począwszy od . 

Uwaga: Czerwone punkty na powyższym wykresie stanowią fragment wykresu ciągu . 
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ZADANIE 2.B 

Dany jest ciąg . Które wyrazy tego ciągu spełniają nierówność .  

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

Postępujemy analogicznie jak w zadaniu 2A. 
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ZADANIE 2.C 

Dany jest ciąg . Które wyrazy spełniają nierówność .  

Odpowiedź/wskazówka:  

 parzyste  

Spróbuj wykonać wykres tego ciągu. 

 

 

ZADANIE 3.A 

Dany jest ciąg . Wyznacz wzór ciągu . 

Rozwiązanie: 

 

 

ZADANIE 3.B 

Dany jest ciąg . Wyznacz wzór ciągu . 

Odpowiedź/wskazówka:  
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ZADANIE 3.C 

Dany są ciągi:  , . Wyznacz wzór ciągu . 

Odpowiedź/wskazówka:  
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4.1 Ciąg arytmetyczny  

 

ZADANIE 1.A 

Wyznacz wzór ciągu arytmetycznego, jeśli , . 

Rozwiązanie: 

W ciągu arytmetycznym  mamy 

 

gdzie:  - pierwszy wyraz ciągu,  – różnica ciągu arytmetycznego 

Zatem 

 

Z treści zadania mamy, że , , więc 

 

Rozwiązując układ równań uzyskujemy 

 

Czyli wzór na -ty wyraz ciągu  ma postać 

 

Ostatecznie 

 

 

ZADANIE 1.B 

W ciągu arytmetycznym , . Oblicz sumę ośmiu początkowych wyrazów  ciągu. 

Odpowiedź/wskazówka:  
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ZADANIE 1.C 

Suma czterech początkowych wyrazów ciągu arytmetycznego wynosi .  Wyznacz wzór 
ciągu, jeśli jego różnica jest równa .  

Odpowiedź/wskazówka:  

 

Ze wzoru na sumę -początkowych wyrazów ciągu arytmetycznego mamy 

 

 

Ze wzoru na -ty wyraz ciągu arytmetycznego uzyskujemy  

 

Z treści zadania mamy, że , zatem 

 

Z uzyskanych zależności wyliczamy  

 

Czyli wzór na -ty wyraz ciągu  ma postać 

 

 

ZADANIE 2.A 

Liczby  są pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciągu arytmetycznego. Wyznacz 
wzór ciągu.  

Rozwiązanie: 

W ciągu arytmetycznym   
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Zatem 

 

 

Czyli kolejne wyrazy tego ciągu, to: 

 

Oznacza to, że , zaś . Czyli wzór na -ty wyraz ciągu  ma postać 

 

 

 

ZADANIE 2.B 

Uzasadnij dlaczego liczby   NIE stanowią pierwszych czterech wyrazów ciągu 
arytmetycznego. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Rozważając trzy początkowe wyrazy uzyskujemy 

 

Rozważając wyrazy drugi, trzeci i czwarty uzyskujemy 

 

Zatem NIE da się dobrać  w ten sposób, aby cztery liczby dane w zadaniu w podanej kolejności 
stanowiły kolejne wyrazy tego samego ciągu arytmetycznego. 

 

ZADANIE 2.C 

Uzasadnij, że co drugi wyraz ciągu arytmetycznego tworzy ciąg arytmetyczny. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Należy zwrócić uwagę, skoro między kolejnymi wyrazami różnica jest stała (równa ), to 
biorąc co drugi wyraz też uzyskamy stałą różnicę między nimi (równą ). 
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ZADANIE 3.A 

Dany jest ciąg arytmetyczny . Wykaż, że ciąg    też jest arytmetyczny. 

Rozwiązanie: 

 – arytmetyczny   

Rozważmy . 

Ciąg  będzie miał zatem taką samą różnicę jak ciąg , zaś . 

 

ZADANIE 3.B 

Dany jest rosnący ciąg arytmetyczny . Wykaż, że ciąg    jest malejącym ciągiem 
arytmetycznym. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Niech , gdzie . Wtedy . 

Pokażemy, że  jest arytmetyczny. Sprawdźmy, czy spełniony jest warunek: . 

Zatem    . 

Wyznaczmy różnicę ciągu . Zatem , stąd ciąg jest malejący.   

   

ZADANIE 3.C 

Dane są dwa ciągi arytmetyczne  i . Wykaż, że ciąg    też jest 
arytmetyczny. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Niech , ’ . Pokażemy, że  jest arytmetyczny. 

Sprawdźmy, czy spełniony jest warunek: .  

 

Istotnie, powyższa zależność jest spełniona tożsamościowo, zatem ciąg  jest 
arytmetyczny. 
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4.2 Ciąg geometryczny 

 

ZADANIE 1.A 

Wyznacz wzór ciągu geometrycznego, jeśli , . 

Rozwiązanie: 

W ciągu geometrycznym  mamy 

 

gdzie:  - pierwszy wyraz ciągu,  - iloraz ciągu geometrycznego 

 

Z treści zadania mamy, że , , więc 

 

 

Rozwiązując układ równań uzyskujemy 

  lub   

Mamy zatem dwa  ciągi geometryczne spełniające warunki zadania: 

  
lub 

  

 

ZADANIE 1.B 

W ciągu geometrycznym , . Oblicz sumę pięciu początkowych wyrazów  ciągu. 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

-107- 



Zatem 

 

Suma -początkowych wyrazów ciągu geometrycznego o ilorazie   wyraża się wzorem  
 

 
Wstawiając  oraz  uzyskujemy  

 
 

ZADANIE 1.C 

Suma trzech początkowych wyrazów ciągu geometrycznego wynosi  .  Wyznacz wzór ciągu, 

jeśli jego iloraz jest równy  .  

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 
Zatem  

 
 

Czyli wzór na -ty wyraz ciągu  ma postać 
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Ostatecznie  

 

 

ZADANIE 2.A 

Liczby  są odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciągu geometrycznego. 
Wyznacz wzór tego ciągu.  

Rozwiązanie: 

W ciągu geometrycznym  prawdziwa jest własność: 

 

W warunkach zadania przyjmuje ona postać 

 

 

 

Zatem skoro  miały stanowić kolejne wyrazy ciągu geometrycznego mamy do 
rozważenia 2 przypadki 

  - NIE jest to ciąg geometryczny 
  - JEST to ciąg geometryczny stały, gdzie ,  

Ostatecznie warunki zadania spełnia jeden ciąg geometryczny   o wyrazie ogólnym: 

 

 

ZADANIE 2.B 

Uzasadnij dlaczego liczby NIE stanowią w podanej kolejności pierwszych 
czterech wyrazów ciągu geometrycznego. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Rozważając trzy początkowe wyrazy uzyskujemy 
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Z czego wynika, że będziemy mieli do czynienia z ciągiem geometrycznym dla . 

Rozważając wyrazy drugi, trzeci i czwarty uzyskujemy 

 

Z czego wynika, że będziemy mieli do czynienia z ciągiem geometrycznym dla 

 

Zatem NIE da się dobrać  w ten sposób, aby cztery liczby dane w zadaniu w podanej kolejności 
stanowiły kolejne wyrazy tego samego ciągu geometrycznego. 

 

ZADANIE 2.C 

Uzasadnij, że ciąg powstały z ciągu geometrycznego przez odrzucenie wyrazów o numerach 
nieparzystych (albo parzystych) jest geometryczny. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Niech . Niech  -(wzór na co drugi wyraz). Pokażemy, że  jest 
geometryczny. Sprawdźmy, czy spełniony jest warunek: .  

Istotnie, .  

 

ZADANIE 3.A 

Dany jest ciąg geometryczny . Wykaż, że ciąg    też jest geometryczny. 

Rozwiązanie: 

Niech . Niech . Pokażemy, że  jest geometryczny. 
Sprawdźmy, czy spełniony jest warunek: .   

Istotnie, .  

 

ZADANIE 3.B 

Dany jest naprzemienny ciąg geometryczny . Wykaż, że ciąg    też jest 
naprzemiennym ciągiem geometrycznym. 
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Odpowiedź/wskazówka:  

Niech  i . Niech . Pokażemy, że  jest geometryczny 
i naprzemienny. Sprawdźmy, czy spełniony jest warunek: .   

Istotnie,  .  Wyznaczmy iloraz ciągu . 

Zatem , czyli ciąg jest naprzemienny.  

 

ZADANIE 3.C 

Dane są dwa ciągi geometryczne  i . Wykaż, że ciąg    też jest geometryczny. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Niech ,  . Pokażemy, że  jest geometryczny. Sprawdźmy, 
czy spełniony jest warunek:      

 

Powyższa zależność jest spełniona tożsamościowo, zatem istotnie ciąg  jest 
geometryczny. 
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4.3 Kredyty i lokaty 

 

ZADANIE 1.A 

Państwo Kowalscy założyli lokatę w wysokości 1000 zł. Oprocentowanie roczne lokaty wynosi 
6% i kapitalizacja następuje po roku. Jaką kwotę będą mieli po dwóch latach? 

Rozwiązanie: 

Kwota po roku:  

Kwota po dwóch latach:  

 

ZADANIE 1.B 

Państwo Kowalscy założyli lokatę w wysokości 4000 zł. Oprocentowanie roczne lokaty wynosi 
4% i kapitalizacja następuje co pół roku. Jaką kwotę będą mieli po roku? 

Odpowiedź/wskazówka:  

Kwota po pół roku:  

Kwota po roku:  

ZADANIE 1.C 

Państwo Kowalscy założyli lokatę w wysokości 2000 zł. Oprocentowanie roczne lokaty wynosi 
7% i kapitalizacja następuje po każdym kwartale. Jaką kwotę będą mieli po roku? 

Odpowiedź/wskazówka:  

Kwota po pierwszym kwartale:  

Kwota po drugim kwartale:  

Kwota po trzecim kwartale:  

Kwota po czwartym kwartale:  
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ZADANIE 2.A 

Jakie było oprocentowanie lokaty, jeśli wpłacono 10000 zł a po roku na bank wypłacił   101025 
zł. Kapitalizacja w banku następowała co pół roku. 

Odpowiedź/wskazówka:  

10% 

 

ZADANIE 2.B 

Jaką kwotę należy wpłacić do banku, aby po dwóch latach odsetki wynosiły 988,80 zł. 
Oprocentowanie w banku wynosi 6% i kapitalizacja jest co roku. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Odp. 8000 zł 

 

ZADANIE 2.C 

Jaką kwotę należy wpłacić do banku, aby po pół roku odsetki wynosiły 15 zł. Oprocentowanie 
w banku wynosi 5% i kapitalizacja jest co roku (ale w każdej chwili bank wypłaca należne 
odsetki). 

Odpowiedź/wskazówka:  

Odsetki w ciągu roku będą wynosiły  zł. Zatem do banku wpłacono 600 zł. 

 

ZADANIE 3.A 

Państwo Kowalscy wpłacili na lokatę 2000 zł. Kapitalizacja odsetek następowała po każdym 
roku. Po czterech latach kwota na koncie podwoiła się.  

Państwo Nowakowie wpłacili do tego banku 6000 zł. Po ilu latach ta kwota się podwoi? 

Rozwiązanie: 

Kwota podwoi się także po czterech latach. 
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ZADANIE 3.B 

Państwo Kowalscy wpłacili na lokatę 800 zł. Kapitalizacja odsetek następowała po każdym 
kwartale. Po trzech latach kwota na koncie podwoiła się.  

Państwo Nowakowie wpłacili do tego banku 400 zł. Po ilu latach ta kwota się podwoi? 

Odpowiedź/wskazówka:  

Kwota podwoi się także po trzech latach. 

 

ZADANIE 3.C 

Która z lokat bankowych jest atrakcyjniejsza po roku: 

a) 6% przy kapitalizacji kwartalnej 
b) 6% przy kapitalizacji rocznej 

Odpowiedź/wskazówka:  

Niech  będzie kwotą lokaty. Po roku mamy: 

a) 6% przy kapitalizacji kwartalnej  
b) 6% przy kapitalizacji rocznej,   zł. 

 
Atrakcyjniejsza jest lokata w pierwszym przypadku. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

-114- 



5 Trygonometria 

ZADANIE 1.A 

Wiadomo, że  i  jest kątem ostrym.  Wyznacz   

Rozwiązanie: 

,   , stąd  lub  

 (tę odpowiedź odrzucamy, ponieważ  jest kątem ostrym). 

 

ZADANIE 1.B 

Używając kalkulatora (lub tablic matematycznych) wyznacz (w przybliżeniu) 
.    

 

Odpowiedź/wskazówka:  

. 

 

ZADANIE 1.C 

Używając kalkulatora (lub tablic matematycznych) wyznacz kąt , jeśli  .    

 

Odpowiedź/wskazówka:  

. 
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ZADANIE 2.A 

Przeciwprostokątna w trójkącie prostokątnym ma długość . Oblicz długości pozostałych 
boków trójkąta, jeśli jeden z kątów ostrych ma miarę . 

 

Rozwiązanie: 

 

 

 

 

 

 

, stąd . 

, stąd . 

 

ZADANIE 2.B 

Przyprostokątne  trójkąta prostokątnego mają odpowiednio długości:  i . Wyznacz z 
dokładnością do jednego stopnia przybliżoną miarę kątów ostrych. 

Odpowiedź/wskazówka:  

, stąd  ,    .  

 

ZADANIE 2.C 

Przyprostokątna  trójkąta prostokątnego ma długość  i tworzy z przeciwprostokątną kąt o 
mierze .  Wyznacz przybliżoną długość przeciwprostokątnej. 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

 stąd  .  

 x 
5 

  y 
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ZADANIE 3.A 

Wiadomo, że , gdzie  jest kątem ostrym. Wyznacz .  

Rozwiązanie: 

, . Zatem . 

 

ZADANIE 3.B 

Wiadomo, że , gdzie  jest kątem ostrym. Wyznacz  . 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

.  

 

ZADANIE 3.C 

Wiadomo, że , gdzie  jest kątem ostrym. Wyznacz .  

 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

, stąd  

. 
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6 Geometria 

6.1 Planimetria 

 

ZADANIE 1.A 

Trójkąty:  i  są podobne. Wiadomo, że . Wyznacz 
. 

 

Rozwiązanie: 

Korzystając z podobieństwa trójkątów dostajemy:  . 

 

ZADANIE 1.B 

Wyznacz długość odcinka  wiedząc, że proste  są do siebie równoległe. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

Stąd  , . 

 

 

 

 
8 

x 

8 6 

K

m
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ZADANIE 1.C 

Trójkąt  jest przystający do trójkąta . Wiadomo, że obwód trójkąta  jest 
równy 15 oraz  , . Wyznacz . 

 

Odpowiedź/wskazówka: 

Trójkąty  oraz  są przystający więc ich obwody są równe. Zatem  . 

 

ZADANIE 2.A 

Trójkąty:  i  są podobne. Wiadomo, że  Wyznacz pole 
powierzchni  trójkąta  jeśli pole powierzchni trójkąta   wynosi 45. 

 

Rozwiązanie: 

Skala podobieństwa jest równa: . Wiadomo, że : , gdzie - pole 

trójkąta , ’- pole trójkąta .  Zatem . 

 

ZADANIE 2.B 

Uzasadnij, że proste  przedstawione na rysunku są do siebie równoległe. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
6 

4 

6 9 

K

m
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Odpowiedź/wskazówka:  

Sprawdźmy: 

 

Na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa proste są równoległe. 

 

ZADANIE 2.C 

Trójkąt  jest przystający do trójkąta . Wiadomo, że obwód trójkąta  jest 
równy 15 oraz  , . Wyznacz . 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Trójkąty  oraz  są przystający więc ich obwody są równe. Zatem  . 

ZADANIE 3.A 

Przedstaw cechy podobieństwa prostokątów. 

Rozwiązanie: 

1. Dwa prostokąty są podobne, jeśli stosunki długości boków są równe. 
2. Dwa prostokąty są podobne, jeśli stosunki: długość boku i długość przekątnej są 

równe. 

 

ZADANIE 3.B 

Przedstaw cechy podobieństwa trójkątów prostokątnych. 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

1. Dwa trójkątów prostokątnych, jeśli stosunki długości boków są równe. 
2. Dwa prostokąty są podobne, jeśli stosunki: długość boku i długość przekątnej są 

równe. 
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ZADANIE 3.C 

Przedstaw cechy przystawania trójkątów równobocznych. 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

1. Wystarczy aby długości boków były równe. 
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6.1.1 Kąt środkowy i wpisany

 

ZADANIE 1.A 

Kąt  ma miarę . Na podstawie rysunku wyznacz miarę kąta . 

 

 

 

 

 

 

 

Rozwiązanie: 

  

 

ZADANIE 1.B 

Kąt  ma miarę . Na podstawie rysunku wyznacz miarę kąta . 

 

 

 

 

 

 

 

Odpowiedź/wskazówka:  
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ZADANIE 1.C 

Suma miar kątów  jest równa . Na podstawie rysunku wyznacz miary tych kątów. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Stąd .  

 

 

 

ZADANIE 2.A 

Na podstawie rysunku wyznacz miarę kąta , jeśli . 
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Rozwiązanie: 

Ponieważ , zatem  (razem tworzą kat półpełny). Z równości  
otrzymujemy, że . 

 

ZADANIE 2.B 

Na podstawie rysunku wyznacz miarę kąta , jeśli . 

 

 

 

 

 

 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Z równości  otrzymujemy, że . Ponieważ , zatem .  

ZADANIE 2.C 

Na podstawie rysunku wyznacz miarę kąta , jeśli . 

 

 

 

 

 

 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Wiadomo, że ,  , zatem . Ponieważ , 
zatem , więc .  
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6.1.2 Przydatne zależności i wzory dotyczące figur płaskich

 

ZADANIE 1.A 

Boki trójkąta mają odpowiednio długości: . Wyznacz pole tego trójkąta.  

Rozwiązanie: 

 

 

 

ZADANIE 1.B 

Oblicz pole powierzchni równoległoboku jeśli długości boków mają odpowiedni  i  a kąt 
między nimi ma miarę . 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

ZADANIE 1.C 

Oblicz pole rombu jeśli przekątne mają odpowiednio długości  
.  

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

 

 

 

 

 

d1=12 
d2=8 
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6.1.3 Geometria analityczna na płaszczyźnie kartezjańskiej 

 

ZADANIE 1.A 

Wyznacz  równanie prostej przechodzącej przez punkt  i równoległej do prostej o 
równaniu: . 

Rozwiązanie: 

rostej ej do   . 
, zatem . 

 

ZADANIE 1.B 

Wyznacz równanie prostej przechodzącej przez punkt  i prostopadłej do prostej o 
równaniu: . 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

rostej ej do   . 

, zatem . 

 

ZADANIE 1.C 

Wyznacz punkt przecięcia się prostych , . 

Odpowiedź/wskazówka:  

Aby wyznaczyć punkt przecięcia się prostych rozwiążmy układ równań liniowych: 
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ZADANIE 2.A 

Napisz równanie obrazu okręgu  w symetrii osiowej względem prostej o 
równaniu  . 

Rozwiązanie: 

Wyznaczmy środek i promień okręgu o równaniu: .  

.  Stąd  oraz . Punkt  symetryczny  względem 
prostej o równaniu    ma współrzędne: .Zatem równanie okręgu w symetrii ma 
postać: .   

 

ZADANIE 2.B 

Jeden z wierzchołków kwadratu  ma odpowiednio współrzędne  oraz punkt 
przecięcia się przekątnych:  S= . Wyznacz pole  kwadratu. 

  

Odpowiedź/wskazówka:  

Wyznaczmy długość przekątnej: . 

Zatem , stąd  . Wyznaczmy pole kwadratu: .  

  

ZADANIE 2.C 

Dwa wierzchołki trójkąta równobocznego  mają odpowiednio współrzędne  
. Wyznacz współrzędne trzeciego wierzchołka. 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Niech .    . Zatem 

Napiszmy równanie prostej przechodzącej przez punkty . 

 

Punk  leży na prostej prostopadłej i przechodzącej przez środek odcinka  

Środek odcinka:  , . 
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Prosta prostopadła: , stąd . 

Zatem . .    . 

 

 

 

   

Zatem    lub   . 

 

 

 

ZADANIE 3.A 

Wyznacz wzór funkcji opisującej odległość między punktami o tej samej odciętej leżącymi na 
prostych o równaniach  , . 

Rozwiązanie: 

Współrzędne dowolnego punktu  o odciętej  leżącego na prostej o równaniu   mają 
postać:  

Współrzędne dowolnego punktu  o tej samej odciętej  leżącego na prostej o równaniu  
 mają postać:  
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Odległość tych punktów wyraża się wzorem: 

 

 

ZADANIE 3.B 

Jakiej postaci muszą być współrzędne punktu , aby punkty , ,  
były wierzchołkami trójkąta prostokątnego o kącie prostym przy wierzchołku ? 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Znajdźmy równanie prostej przechodzącej przez punkty . 

Ma ono postać: . Wyznaczmy prostą prostopadłą przechodzącą przez punkt . 

Zatem: , stąd . 

Stąd . Dodatkowo punkt  nie może się pokrywać z punktem , zatem 
. 

Ostatecznie: , gdzie . 

-129- 



  

ZADANIE 3.C 

Wyznacz zbiór środków odcinka  , gdzie   a punkt  leży na wykresie funkcji 
o równaniu  . 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Współrzędne punktu  leżącego na wykresie funkcji  mają postać: 
.  

Wyznaczmy środek odcinka  :  , . 
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6.2 Stereometria 

6.2.1 Graniastosłup, sześcian i prostopadłościan 

 

ZADANIE 1.A 

Przekątna prostopadłościanu o podstawie kwadratowej ma długość . Wyznacz jego 
objętość jeśli suma długości wszystkich krawędzi jest równa 44. 

Rozwiązanie: 

Niech  oznacza długość boku kwadratu,  - długość wysokości prostopadłościanu. Wtedy 

 

 

Z twierdzenia Pitagorasa mamy:  

Dalej 

 

 

 

 

 

Skoro , to odpowiednio 

 lub  

Mamy zatem dwa prostopadłościany odpowiednio o wymiarach 

 lub   

 

Zatem ich objętości wynoszą odpowiednio 

 lub  
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ZADANIE 1.B 

Pola powierzchni ścian prostopadłościanu wynoszą odpowiednio: . Wyznacz 
wymiary prostopadłościanu. 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Oznaczmy  przez  wymiary prostopadłościanu. 

Wtedy      

Stąd  , , 

Odp.   

 

ZADANIE 1.C 

W prostopadłościanie długości boku zwiększono dwukrotnie, szerokość zmniejszono 
czterokrotnie a wysokość pozostawiono bez zmian. Jak zmieniła się  objętość 
prostopadłościanu? 

Odpowiedź/wskazówka:  

 

Oznaczmy przez  pierwotne długości krawędzi prostopadłościanu. 

Wtedy 

 

Po zmianie długości krawędzi wynoszą odpowiednio: 2 . 

Wtedy 

 

Po zmianie wymiarów objętość prostopadłościanu jest dwa raz mniejsza. 
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ZADANIE 2.A 

Wyznacz kosinus kąta między przekątną sześcianu a przekątną ściany bocznej. 

 

Rozwiązanie  

Długość przekątnej sześcianu wynosi:  , 

Długość przekątnej ściany bocznej:  

 

 

ZADANIE 2.B 

W graniastosłupie wszystkie krawędzie są równej długości. Jego  podstawą jest sześciokąt 
foremny. Wyznacz pole powierzchni całkowitej graniastosłupa, jeśli jego objętość wynosi .  

Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

 

 

 

 

 

Zatem . 

 

 

ZADANIE 2.C  

W graniastosłupie wszystkie krawędzie są równej długości. Jego podstawą jest sześciokąt 
foremny. Wyznacz objętość graniastosłupa, jeśli jego pole powierzchni całkowitej wynosi .  
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Odpowiedź/wskazówka:  

 

 

 

 

 

 

 

 

Zatem . 

 

 

 

ZADANIE 3.A 

W graniastosłupie wszystkie krawędzie są równej długości. Jego podstawą jest sześciokąt 
foremny.  Wyznacz . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Rozwiązanie: 

Niech . Wtedy , = . 

C 

A 

B 
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ZADANIE 3.B 

W graniastosłupie wszystkie krawędzie są równej długości. Jego podstawą jest sześciokąt 
foremny.  Wyznacz . 

 

 

 

 

 

 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Niech . Wtedy .  Z twierdzenia Pitagorasa mamy: .    

= . 

  

ZADANIE 3.C 

W graniastosłupie wszystkie krawędzie są równej długości. Jego  podstawą jest sześciokąt 
foremny.  Wyznacz . 

 

 

 

 

 

 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Niech . Wtedy .  Z twierdzenia Pitagorasa mamy: .    

= . 

C 

A 

B 

C 

A 

B 
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6.2.2 Ostrosłup 

 

ZADANIE 1.A 

Podstawą ostrosłupa jest kwadrat o polu powierzchni równym 9. Wyznacz jego objętość, jeśli 
suma długości wszystkich krawędzi ostrosłupa jest równa 44. 

 

Rozwiązanie: 

, . 

, stąd . 

Z twierdzenia Pitagorasa mamy:  

więc . 

.  

 

ZADANIE 1.B 

Podstawą ostrosłupa jest kwadrat, którego długość przekątnej wynosi . Wyznacz jego 
objętość, jeśli pole powierzchni bocznej ostrosłupa wynosi . 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

.  

 

ZADANIE 1.C 

Podstawą ostrosłupa jest kwadrat którego długość wynosi 6. Wyznacz jego objętość, jeśli pole 
boczne ostrosłupa wynosi jest dwa razy większe niż pole podstawy. 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

.  
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ZADANIE 2.A 

Pole powierzchni bocznej ostrosłupa, którego podstawą jest kwadrat wynosi . Wyznacz 
objętość ostrosłupa, jeśli długość przekątnej podstawy jest równa . 

 

Rozwiązanie: 

, więc . 

, stąd . , czyli . 

Z twierdzenia Pitagorasa mamy: , więc . 

.  

 

ZADANIE 2.B 

Pole powierzchni bocznej ostrosłupa 36. Jego podstawą jest trójkąt równoboczny o długości 
boku  6. Wyznacz objętość ostrosłupa. 

Odpowiedź/wskazówka:  

.  

 

ZADANIE 2.C 

Pole powierzchni bocznej ostrosłupa, którego podstawą jest kwadrat wynosi . Dokończ 
zdanie. Pole powierzchni całkowitej ostrosłupa jest większe niż  …..  

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Pole powierzchni całkowitej ostrosłupa jest większe niż  . 
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ZADANIE 3.A 

Wyprowadź wzór na objętość ostrosłupa czworokątnego, którego wszystkie krawędzie są 
równej długości .  

 

Rozwiązanie: 

Z twierdzenia Pitagorasa mamy: , więc . 

. 

 

ZADANIE 3.B 

Wyprowadź wzór na pole powierzchni całkowitej czworościanu foremnego,  

 

Odpowiedź/wskazówka:  

  

 

ZADANIE 3.C 

Wyprowadź wzór na objętość czworościanu foremnego. 

 

Odpowiedź/wskazówka:  
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6.2.3 Walec i stożek

 

ZADANIE 1.A 

Oblicz objętość stożka o promieniu podstawy  i kącie rozwarcia .  

 

Rozwiązanie: 

Ponieważ kąt rozwarcia wynosi  ,  więc   .  

.  

 

 

 

 

 

ZADANIE 1.B 

Oblicz pole powierzchni całkowitej stożka o promieniu podstawy  i kącie rozwarcia .  

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Ponieważ kąt rozwarcia wynosi  ,  więc   . Zatem . 

.  
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ZADANIE 1.C 

Pole powierzchni bocznej walca wynosi . Wyznacz jego objętość, jeśli długość promienia 
podstawy jest dwa razy większa od wysokości. 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

.  Ponieważ . 

.  

. 

.  

 

ZADANIE 2.A 

Oblicz objętość stożka o promieniu podstawy  i kącie rozwarcia .  

 

Rozwiązanie: 

Ponieważ kąt rozwarcia wynosi  ,  więc   . Zatem  . 

.  

 

ZADANIE 2.B 

Oblicz objętość stożka, którego wysokość jest równa  i kąt rozwarcia wynosi .  

 

Odpowiedź/wskazówka:  

Ponieważ kąt rozwarcia wynosi  ,  więc   . Zatem  . 

.  
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ZADANIE 2.C 

Oblicz objętość stożka wynosi , a wysokość jest równa . Wyznacz kąt rozwarcia 
stożka. 

Odpowiedź/wskazówka:  

, więc . Zatem kat rozwarcia jest katem prostym.  

 

ZADANIE 3.A 

Trójkąt równoboczny o długości boku  obraca się wokół osi symetrii. Wyznacz wzór na pole 
całkowite i objętość powstałej figury. 

 

Rozwiązanie: 

Długość wysokość stożka wynosi:  . 

Stąd , 

. 

ZADANIE 3.B 

Kwadrat o długości boku  obraca się wokół osi symetrii nie zawierającej przekątnej. Wyznacz 
wzór na pole powierzchni całkowitej i objętość powstałej figury. 

Odpowiedź/wskazówka:  

 , 

. 

ZADANIE 3.C 

Kwadrat o długości boku  obraca się wokół przekątnej kwadratu. Wyznacz wzór na  objętość 
powstałej figury. 

Odpowiedź/wskazówka:  

 . 
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6.2.4 Kula i sfera 

 

ZADANIE 1.A 

Oblicz objętość kuli o długości promienia . 

Rozwiązanie:  

 

 

ZADANIE 1.B 

Objętość kuli wynosi . Wyznacz długości promienia.  

 

Odpowiedź/wskazówka:  

, stąd , zatem . 

 

ZADANIE 1.C 

Pole powierzchni sfery wynosi . Wyznacz długości promienia.  

 

Odpowiedź/wskazówka:  

, , zatem . 

 

ZADANIE 2.A 

Oblicz objętość figury powstałej między dwiema kulami o tym samym środku i różnicy 
promieni równej .  

Rozwiązanie: 

- promień większej kuli, - promień mniejszej kuli. 

. 
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ZADANIE 2.B 

Oblicz stosunek objętości kuli o większym promieniu do objętości kuli o mniejszym promieniu.  

 

 

 

 

 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

. 

 

ZADANIE 2.C 

Oblicz stosunek powierzchni kuli o większym promieniu do objętości kuli o mniejszym 
promieniu.  

 

 

 

 

 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

. 

 

O 

 

O 
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7 Statystyka,  Rachunek prawdopodobieństwa 

7.1 Dane statystyczne i ich parametry 

 

ZADANIE 1.A 

Wyznacz wariancję i odchylenie standardowe dla liczb . 

Rozwiązanie: 

Średnia: . 

. 

  

 

ZADANIE 1.B 

Wyznacz średnią i medianę dla liczb: . 

  

Odpowiedź/wskazówka:  

.  

Posortujmy:   , zatem mediana  =3 . 

 

ZADANIE 1.C 

Wyznacz średnią ważoną liczb  z odpowiadającymi im wagami .  

Odpowiedź/wskazówka:  

 . 
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ZADANIE 2.A 

Uzasadnij, że dla liczb:  odchylenie standardowe jest  równe 
. 

Rozwiązanie: 

, dla  

 

ZADANIE 2.B 

Za  podstaw odpowiednią liczbę, aby średnia z liczb  była większa niż 
10. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Warunek , np. .  

 

ZADANIE 2.C 

Za  podstaw odpowiednią liczbę aby średnia z liczb  była mniejsza niż 7. 

Odpowiedź/wskazówka:  

Warunek , np. .  

 

ZADANIE 3.A 

Wiadomo, że dla liczb: 

a)   
b)  
c)   
d)  

 

odchylenie standardowe jest  równe . 

Na podstawie tych danych postaw hipotezę. 

Rozwiązanie: 

Dla dowolnego ciągu jednakowych liczb odchylenie standardowe jest  zawsze równe . 
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ZADANIE 3.B 

Suma -początkowych  wyrazów pewnego ciągu wyraża się wzorem 
. Wyznacz średnią dla  początkowych wyrazów tego ciągu.  

 

Odpowiedź/wskazówka:  

. 

 

ZADANIE 3.C 

Suma -początkowych  wyrazów pewnego ciągu wyraża się wzorem . 
Wyznacz średnią dla   początkowych wyrazów. 

Odpowiedź/wskazówka:  

.  
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7.2 Elementy rachunku prawdopodobieństwa 

 

ZADANIE 1.A 

Ze zbioru  losujemy jednocześnie dwie cyfry. Zdarzenie  polega na wylosowaniu 
liczby parzystej, zdarzenie  na wylosowaniu liczby większej niż . Oblicz 
prawdopodobieństwo zdarzenia . 

Rozwiązanie: 

, 

, 

, 

  

. 

 

ZADANIE 1.B 

Ze zbiory  losujemy jednocześnie dwie cyfry. Zdarzenie  polega na wylosowaniu 
liczby podzielnej przez , zdarzenie  na wylosowaniu liczby podzielnej przez . Oblicz 
prawdopodobieństwo zdarzenia . 

 

Odpowiedź/wskazówka:  

, 

, 

, 

  

. 
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ZADANIE 1.C 

Ze zbiory  losujemy jednocześnie dwie cyfry. Zdarzenie  polega na wylosowaniu 
liczby parzystej, zdarzenie  na wylosowaniu liczby większej niż . Oblicz 
prawdopodobieństwo zdarzenia . 

Odpowiedź/wskazówka:  

, 

, 

, 

  

. 

 

ZADANIE 2.A 

Ze zbiory cyfr  tworzymy liczby dwucyfrowe o powtarzających się cyfrach. Zdarzenie 
 polega na wylosowaniu liczby parzystej. Oblicz prawdopodobieństwo zajścia zdarzenia . 

Rozwiązanie: 

, 

, 

. 

 

ZADANIE 2.B 

Ze zbiory cyfr  tworzymy liczby trzycyfrowe o niepowtarzających się cyfrach. 
Zdarzenie  polega na wylosowaniu liczby podzielnej przez .Oblicz prawdopodobieństwo 
zajścia zdarzenia . 

Odpowiedź/wskazówka:  

,  

, 

. 
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ZADANIE 2.C 

Ze zbiory cyfr  tworzymy liczby trzycyfrowe o niepowtarzających się cyfrach. 
Zdarzenie  polega na wylosowaniu liczby podzielnej przez .Oblicz prawdopodobieństwo 
zajścia zdarzenia . 

Odpowiedź/wskazówka:  

,  

, 

. 

 

ZADANIE 3.A 

Niech . Uzasadnij, że jeśli , 

 ,  to . 

Rozwiązanie: 

. 

 Zatem . 

 

ZADANIE 3.B 

Niech . Uzasadnij, że jeśli , 

 ,  to . 

Odpowiedź/wskazówka:  

 . 

 

ZADANIE 3.C 

Niech . Uzasadnij, że jeśli , 

 ,  to . 

Odpowiedź/wskazówka: 

. 
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8 Projekt „e-matura” 

8.1 Wstęp 

Ponad 10 lat temu w 

-oceniania.  System e-
e prac egzaminacyjnych przez 

 sprawne organizowanie pracy dla 
-

 ocenianiu 
-

innymi w  tym 
 tych krajach (AQA, OCR i EDEXCEL  

Wielka Brytania; ETS  
tradycyjnego do e-

 

Projekt E-  stosunku 
do e-  

 a do MEN. Pierwszy krok 
-  tzw. dodatkowym terminie matury  

w  
 matematyki).   
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8.2 Czym jest e-matura? 

Projekt e-matura stanowi nowoczesny i innowacyjny system egzaminacyjny w skali 

 
 matematyki z 

w  ustalonej godzinie przed komputerami i 
startowaniu egzaminu przez ucznia uzyskuje on 

 nowoczesnej multimedialnej formie. 
W 

 konteksto  

-
  egzaminy do podnoszenia wiedzy 

i  taki 
  

 poprzez wykorzystanie aplikacji ty
egzamin na platformie e-matura ma jednakowe szanse i zdaje na takich samych zasadach bez 

  

 

 otwarte. Zadanie 
  jednego lub kilku 

werstraktor  zadaniach otwartych samodzielnie 
 

 przypadku skanowania formularzy 
z zaniami jak i  

Projekt e-matura jest budowany w  
 

auczycieli i 
-

 

 
przez nauczyciela.  

 systemie e-
   jakich 
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ia w 
 

 
jeszcze lepiej dost

 

Projekt e-
 wykorzystaniem systemu opartego o  

i godziny, w  jednolite zasady 

 wykorzystaniem rozproszonej infrastruktury 
  

Baza danych jest 
 

 wykorzystaniem silnika bazy 
danych Microsoft SQL 

 

z interfejsem SAS. Serwe  

 
w przypadku fizycznej awarii jednego z  
i 

 
o ytkownika podczas egzaminu (odpowiedzi  

 dane pytanie, informacje o korzystaniu 
z ko

 kwietniu 2011, w 

dan -
 

-matura wynika, 

2 
-matura. 

                                                      
2  
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w 
 

 
 

Aplikacja e-
z 
zbudowane w oparciu o model tzw. grubego klienta z wykorzystaniem technologii Silverlight 

 
Aplikacja jest uruchamiana z  

 modelu grubego klienta, co 
 

  
y wykorzystaniu standardowej strony WWW, 

 kolejnymi pytaniami. Aplikacja e-matura niweluje ten problem, 
przy zdawaniu egzaminu przez wszystkich 

 
serwera tylko w 
z Internetem zostanie przerwana na chwil  

  
wszystkie dane w   

e do serwowania aplikacji e-matura 
 oparciu o 

 m bazy danych jest IIS w wersji 7.5. 

 
 

 z 
 przypadku awarii jednego z 

 

Projekt e- y w 
wymagania stawiane przed egzaminami maturalnymi z matematyki i nie tylko. Projekt jest 
budowany w  
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E-

rmatyki system pozwala na 

stworzony na potrzeby przeprowadzenia egzaminu maturalnego z matematyki jednak jest 
ej innej dziedziny nauki czy sztuki. 
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8.3 Cele projektu 

dokonania zmian w metodach nauczania i 

 
 

 

 
posiadanej wiedzy w  ocenienie 

posiadanej wiedzy z matematyki. 

 -matura, co 
najmni   jakim stopniu 

  zakresu matematyki.  

uczni  matematyki.  

 

 

  
Wska -

nauczycieli jak i  

 etapie 
testowania projektu. 

 64 nauczycieli 
-matura. 

 

 
zbierania i analizowania danych  

 

 gronie 
  projekcie. 

 32 
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 projekcie.  

 
 tym etapie. 

w  projekcie. 

 

 
 kluczowym znaczeniu dla gospodarki opartej na wiedzy 

 badaniu 
   -matura korzystnie 

 
 kluczowym znaczeniu dla gospodarki opartej na 

wiedzy. 

 gronie 
-

dwukrotnie: najpierw podczas badania w klasie prz
-egzaminie. 

 
wprowadzanie i -

 
 kluczowym znaczeniu dla gospodarki opartej na wiedzy.  
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8.4 W jaki sposób nasz projekt może pomóc? 

wiele   

1. Przede wszystkim  
 miny 

przy minimalnych kosztach eksploatacyjnych
 

2.  ufne 
automatyczne i 
z 

rwery 
z  momencie uruchomienia e-matury. Co eliminuje 

 
3. natychmiastowy wynik, 

 
  

4. Elektroniczna matura .  
5. Kolejnym elementem, na jaki pozwala elektroniczne egzaminowanie jest zbieranie danych 

statystycznych o czasie trwania i  w trakcie 

nauczyciel otrzyma  
. Uzyskanie takich informacji z 

obszary, w 
z matematyki. Przeprowadzenie egzaminu maturalnego w wersji elektronicznej 
z w
zbierania i analizy danych. w przeprowadzonej w -maturze system 

 
1)  
2) 

 
3)  

 
  

b)   
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 skumulowana informacja o  
 ucznia. Nawet 

i  
i  

 fakt braku podejmowania pr
 

 
 informacje o  zadania danego 

 punktu widzenia ucznia).3 
6.  
7.  

                                                      
3  
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8.5 Grupy, które mogą korzystać ze wsparcia 

 wypracowanej, przetestowanej i 
 

do egzaminu maturalnego z 

trzecich w przypadku technikum) 

 niepe

z 
 poziomie 

przekazywanej w   
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