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1 Zakres wymagan - poziom podstawowy?!

Zdajgcy demonstruje poziom opanowania ponizszych umiejetnosci, rozwigzujac zadania,
w ktorych:

1. Liczby rzeczywiste

1) przedstawia liczby rzeczywiste w réznych postaciach (np. utamka zwyktego, utamka
dziesietnego okresowego, z uzyciem symboli pierwiastkow, poteg);

2) oblicza wartosci wyrazen arytmetycznych (wymiernych);

3) postuguje sie w obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia i stosuje prawa dziatan na
pierwiastkach;

4) oblicza potegi o wyktadnikach wymiernych i stosuje prawa dziatan na potegach
o wykfadnikach wymiernych;

5) wykorzystuje podstawowe witasnosci poteg (réwniez w zagadnieniach zwigzanych z innymi
dziedzinami wiedzy, np. fizyky, chemig, informatyka);

6) wykorzystuje definicje logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu,
logarytm ilorazu i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym;

7) oblicza btad bezwzgledny i btgd wzgledny przyblizenia;
8) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedziaty na osi liczbowej;

9) wykonuje obliczenia procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (réwniez ztozonych na
procent sktadany i na okres krotszy niz rok).

2. Wyrazenia algebraiczne:
1) uzywa wzoréw skréconego mnozenia na (a + b)? oraz a? — b?.
3. Réwnania i nieréwnosci:

1) sprawdza, czy dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem rownania lub nieréwnosci;

2) wykorzystuje interpretacje geometryczng uktadu réwnan pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi;

3) rozwigzuje nieréwnosci pierwszego stopnia z jedng niewiadomg;

! Na podstawie Zatgcznika nr 4 do Rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 23 grudnia 2008 r. w
sprawie podstawy programowej wychowania przedszkolnego oraz ksztatcenia ogdlnego w poszczegdlnych
typach szkot



4) rozwigzuje réwnania kwadratowe z jedng niewiadoma;

5) rozwigzuje nieréwnosci kwadratowe z jedng niewiadoma;

6) korzysta z definicji pierwiastka do rozwigzywania réwnan typu x> — 8;

7) korzysta z wtasnosci iloczynu przy rozwigzywaniu rownan typu x(x + 1)(x — 7) = 0;

8) rozwigzuje proste rownania wymierne, prowadzgce do rdéwnan liniowych lub

kwadratowych, np.i—:; = 2'x7+1 =2x.

4. Funkcje:
1) okresla funkcje za pomoca wzoru, tabeli, wykresu, opisu stownego;

2) oblicza ze wzoru wartos¢ funkcji dla danego argumentu. Postuguje sie poznanymi metodami
rozwigzywania rownan do obliczenia, dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje dang wartos¢;

3) odczytuje z wykresu wiasnosci funkcji (dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe,
maksymalne przedziaty, w ktérych funkcja maleje, rosnie, ma staty znak; punkty, w ktorych
funkcja przyjmuje w podanym przedziale wartos¢ najwiekszg lub najmniejszg);

4) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy funkcjiy = f(x + a),y = f(x) +
ay =—f),y = f(=x);

5) rysuje wykres funkcji liniowej, korzystajac z jej wzoru;

6) wyznacza wzor funkcji liniowej na podstawie informacji o funkcji lub o jej wykresie;
7) interpretuje wspdtczynniki wystepujgce we wzorze funkcji liniowej;

8) szkicuje wykres funkcji kwadratowej, korzystajgc z jej wzoru;

9) wyznacza wzér funkcji kwadratowej na podstawie pewnych informacji o tej funkcji lub o jej
wykresie;

10) interpretuje wspodtczynniki wystepujgce we wzorze funkcji kwadratowej w postaci
kanonicznej, w postaci ogdlnej i w postaci iloczynowej (o ile istnieje);

11) wyznacza wartos¢ najmniejszg i wartos¢ najwiekszg funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym;

12) wykorzystuje wtasnosci funkcji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym);

13) szkicuje wykres funkcji f(x) = %dla danego a, korzysta ze wzoru i wykresu tej funkcji do

interpretacji zagadnien zwigzanych z wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi;



14) szkicuje wykresy funkcji wyktadniczych dla réznych podstaw;

15) postuguje sie funkcjami wyktadniczymi do opisu zjawisk fizycznych, chemicznych, a takze
w zagadnieniach osadzonych w kontekscie praktycznym.

5. Ciagi liczbowe:

1) wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogdlnym;

2) bada, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;

3) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego;
4) stosuje wzér na n-ty wyraz i na sume n poczgtkowych wyrazow ciggu geometrycznego.
6. Trygonometria:

1) wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens dla katow o
miarach od 0° do 180°;

2) korzysta z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych (odczytanych z tablic lub
obliczonych za pomocg kalkulatora);

3) oblicza miare kata ostrego, dla ktérej funkcja trygonometryczna przyjmuje dang wartosé
(miare doktadng albo — korzystajac z tablic lub kalkulatora — przyblizong);

4) stosuje proste zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi: sin’x + cos?x = 1,

sinx .
tgx = —= oraz sin(90° — x) = cosx;
gx = — ( ) ;

5) znajgc wartos¢ jednej z funkcji: sinus lub cosinus, wyznacza wartosci pozostatych funkcji
tego samego kata ostrego.

7. Planimetria:
1) stosuje zaleznosci miedzy katem srodkowym i katem wpisanym;
2) korzysta z wiasnosci stycznej do okregu i wtasnosci okregdw stycznych;

3) rozpoznaje trojkaty podobne i wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych) cechy
podobienstwa trojkatow;

4) korzysta z wtasnosci funkcji trygonometrycznych w tatwych obliczeniach geometrycznych,
w tym ze wzoru na pole tréjkata ostrokgtnego o danych dwéch bokach i kgcie miedzy nimi.

8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskie;j:

1) wyznacza réwnanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty (w postaci kierunkowej
lub ogdlnej);



2) bada réwnolegtosé i prostopadtos¢ prostych na podstawie ich réwnan kierunkowych;

3) wyznacza réwnanie prostej, ktéra jest réwnolegta lub prostopadta do prostej danej
w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt;

4) oblicza wspétrzedne punktu przeciecia dwdch prostych;
5) wyznacza wspétrzedne srodka odcinka;
6) oblicza odlegtos¢ dwadch punktow;

7) znajduje obrazy niektoérych figur geometrycznych (punktu, prostej, odcinka, okregu, tréjkata
itp.) w symetrii osiowej wzgledem osi uktadu wspdtrzednych i symetrii sSrodkowej wzgledem
poczatku uktadu.

9. Stereometria:

1) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy ptaski miedzy odcinkami (np.
krawedziami, krawedziami i przekgtnymi, itp.), oblicza miary tych katow;

2) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy ptaskie miedzy odcinkami i
ptaszczyznami (miedzy krawedziami i $cianami, przekgtnymi i Scianami), oblicza miary tych
katéw;

3) rozpoznaje w walcach i w stozkach katy ptaskie miedzy odcinkami oraz katy ptaskie miedzy
odcinkami i ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat miedzy tworzacg a podstawg), oblicza
miary tych katéw;

4) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy Scianami;
5) okresla, jakg figurg jest dany przekrdj prostopadtoscianu ptaszczyzng;

6) stosuje trygonometrie do obliczen dtugosci odcinkéw, miar katdéw, pdl powierzchni
i objetosci.

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka:

1) oblicza $rednig wazong i odchylenie standardowe zestawu danych (takze w przypadku
danych odpowiednio pogrupowanych), interpretuje te parametry dla danych empirycznych;

2) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajgcych uzycia wzoréw
kombinatorycznych, stosuje regute mnozenia i regute dodawania;

3) oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujgc klasyczng definicje
prawdopodobienistwa.



2 Zbiory liczbowe

2.1 Liczbyv rzeczvwiste

ZADANIE 1.A
Wskaz liczby podzielne przez 6.
176121, 176112, 3333223323, 3333223332.
Rozwiazanie:
Liczba catkowita jest podzielna przez 2 wtedy i tylko wtedy, gdy jest parzysta.

Liczba catkowita jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr jest
podzielna przez 3.

Liczba catkowita jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jest jednoczesnie
podzielna przez 2 i 3.

176121 oraz 3333223323 nie sg podzielne przez 6, bo nie sg podzielne przez 2.

176112 jest podzielna przez 2. Sumajejcyfrl + 7 + 6 + 1 + 1+ 2 = 18, co jest liczba
podzielng przez 3. Zatem i 176112 jest podzielne przez 3. Wobec podzielnosci liczby 176112
przez 2 oraz 3 jest podzielna przez 6.

3333223332 jest réwniez podzielna przez 2.
Sumajejcyfr3+3+3+3+2+2+3+3+3+2=27,cojestliczbg podzielng przez 3.
Zatem i 3333223332 jest podzielne przez 3. Wobec podzielnosci liczby 3333223332 przez 2
oraz 3 jest ona podzielna przez 6.

ZADANIE 1.B

Wskaz Liczby podzielne przez 15.
176121, 176112, 555333555,333555333.
Odpowiedz/wskazéwka:

555333555

Liczba catkowita jest podzielna przez 5 wtedy i tylko wtedy, gdy jej cyfra jednosci jest réwna
51ub 0.



Liczba catkowita jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr jest podzielna
przez 3.

Liczba catkowita jest podzielna przez 15 wtedy i tylko wtedy, gdy jest jednoczesnie podzielna
przez 5i 3.

ZADANIE 1.C
Wskaz Liczby podzielne przez 18.
176121, 176112,

Odpowiedz/wskazéwka:
176112.

Aby liczba byta podzielna przez 18 musi by¢ podzielna przez 2 (cyfra jednosci parzysta) i przez
9 (suma cyfr podzielna przez 9).

ZADANIE 2.A

Definicja. Dwie liczby pierwsze, ktérych réznica wynosi 2 nazywamy blizniacze.
Podaj przyktad liczb blizniaczych.

Rozwiazanie:

Np. liczby 5, 7.

ZADANIE 2.B

Definicja. Liczba naturalna, ktéra jest réwna sumie wszystkich swoich dzielnikdw wtasciwych
(tzn. od niej mniejszych) nazywamy liczbg doskonata.

Podaj przyktad liczby doskonate;.
Odpowiedz/wskazéwka:
Np.28,bo28=1+2+4+7+ 14.

Istnieje liczba doskonata mniejsza od 10 — jaka?

-10-



ZADANIE 2.C

Definicja. Liczbami zaprzyjaznionymi nazywamy pary réznych liczb naturalnych takich, ze suma
dzielnikdw wtasciwych kazdej z tych liczb réwna sie drugiej liczbie.

Sprawdz, czy liczby 220 i 284 sg zaprzyjaznione.

Odpowiedz/wskazéwka:

Liczby 220 i 284 sg zaprzyjaznione.

Korzystajac z przytoczonej definicji wypisujemy dzielniki wtasciwe tych liczb i sumujemy je.
Dzielniki wtasciwe liczby 284: 1, 2, 4, 71, 142.

Ichsuma:1+2+4+ 71+ 142 = 220

Analogicznie postepujemy z dzielnikami wtasciwymi liczby 220.

Ich suma z kolei daje 284.

ZADANIE 3.A

Wykaz, ze \/Ejest liczbg niewymierna.
Rozwigzanie:

Dowdd nie wprost:

Przypusémy nie wprost, ze V2 jest liczbg wymierng, tzn. da sie przedstawi¢ w postaci
utamka zwyktego nieskracalnego o catkowitym liczniku i mianowniku. Innymi stowy istnieja
n,k € Nin, k - wzgledem siebie pierwsze, ze

n
V=g

gdzie k # 0.

Z definicji pierwiastka mamy dalej, ze

Czyli
n2
i 2
Przeksztatcajac uzyskujemy, ze
n? = 2k?

-11-



co oznacza, ze liczba n? jest parzysta.

Prawdziwa jest wtasnosci:

(W1): Kwadrat liczby nieparzyste;j jest liczba nieparzystg
oraz

(W2): Kwadrat liczby parzystej jest liczbg parzysta.

Z powyzszych wtasnosci oraz z ostatniej rownosci wynika zatem, ze n - liczba parzysta.
Mozna jg zatem przedstawié¢ w postaci iloczynu pewnej liczby naturalnej p oraz liczby 2

n=2p

Podstawiajgc tak przedstawione n do poprzedniej rownosci uzyskujemy

(2p)? = 2k?
Czyli
4p? = 2k?
Zatem dzielac stronami przez 2 mamy
k? = 2p?

Oznacza to, ze k? jest liczba parzysta. Wobec wtasnosci (W2) k jest réwniez parzyste.

Uzyskalismy wiec, ze n oraz k sg liczbami parzystymi. Doszlismy zatem do sprzecznosci z

zatozeniem, ze s one wzglednie pierwsze. Zatem V2 NIE jest liczba wymierna.

ZADANIE 3.B
Wykaz, ze V/5 jest liczbg niewymierna.
Odpowiedz/wskazéwka:

Przeprowadz dowdd nie wprost podobnie jak w zadaniu 3A

ZADANIE 3.C
Wykaz, ze V7 jest liczba niewymierna.
Odpowiedz/wskazéwka:

Przeprowadz dowdd nie wprost podobnie jak w zadaniu 3A.

-12-



2.2 Potegi i pierwiastki

ZADANIE 1.A
Oblicz:
23-27%+1
9
16~ 1
Rozwiazanie:
1 3
22.27%+1 Z+1 57 3
= =—--=—-(-4)=-6
9 3_ 1 _1 2
161 4 4
ZADANIE 1.B
Oblicz:
(5:59H)2+1
1
6254 — 20

Odpowiedz/wskazéwka:

0,26
ZADANIE 1.C
Oblicz:

Y0.125 - V25 - 20

L
256

Odpowiedz/wskazéwka:

217

-13-



ZADANIE 2.A

Oblicz:

@6

Rozwiazanie:

@0 -6 6 -

ZADANIE 2.B

Oblicz:

Odpowiedz/wskazéwka:

1

49

ZADANIE 2.C

Oblicz:
49118 , 736
() (%)
Odpowiedz/wskazéwka:

1

ZADANIE 3.A

Rozwigz réwnanie: Vx — 2 = 4

-14-
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Rozwigzanie

Najpierw wyznaczamy dziedzine réwnania. Zgodnie z definicjg funkcja , pierwiastek” ma sens
liczbowy tylko dla argumentow nieujemnych, zatem:

x—220x=>2
Czyli
D =< 2; 4 )

Réwnanie podnosimy stronami do kwadratu. Pozwoli to nam pozby¢ sie niewygodnego
pierwiastka

x—2=16
Czyli
x =18

Uzyskana wartos$¢ x nalezy do dziedziny D, zatem jest to istotnie rozwigzanie naszego
réwnania.

Odpowiedz: x = 18

ZADANIE 3.B

Rozwiaz nieréwnos¢ vx + 1 > —3
Odpowiedz/Wskazéwka

x €< —1; +00)

Zwrdémy uwage, jak ma sie zbidr wartosci funkcji ,,pierwiastek” do prawej strony
nieréwnosci.

ZADANIE 3.C

Rozwigz rownanie: m =1L
Odpowiedz/wskazéwka:

x € {2,4}

Zwrdoémy uwage, ze podniesienie liczby do kwadratu i nastepnie obliczenie pierwiastka
kwadratowego, to w istocie pozbycie sie znaku tej liczby...
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2.3 Procenty, punkty procentowe

ZADANIE 1.A
Wiadomo, ze 15% pewnej liczby rowna sie 150. Wyznacz te liczbe.
Rozwigzanie:
Skorzystamy z proporc;ji:
15% — 150
100% - x

100%-150
15%

=1000.

Czylix =

Odpowiedz: 1000.

ZADANIE 1.B

Ile procent liczby 40 stanowi liczba 50?

Odpowiedz/wskazéwka:
125%

Mozemy réwniez skorzystac z proporcji: wiadomo, ze 40 to 100%, zatem 50, to ...

ZADANIE 1.C

Ktoéra z liczb jest wieksza 32% z liczby 35 czy 35% z liczby 32?
Odpowiedz/wskazéwka:

Wymienione liczby sg rowne.

Woystarczy skorzysta¢ w kazdym z przypadkéw z definicji procentu.

ZADANIE 2.A

Cene telefonu obnizono 0 10%. O ile procent nalezy jg podwyzszy¢, aby telefon kosztowat tyle
co na poczatku.
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Rozwiazanie:

x — poczatkowa cena telefonu

(100% — 10%) - x = 90% - x — cena telefonu po obnizce

y — procent podwyzki

Niezbedny procent podwyzki obliczymy rozwigzujgc rownanie
(100 + )% - (90% - x) = x

Po skorzystaniu z definicji procentu uzyskujemy:

(100 +y) 90

100 100 ©°°

Dzielgc stronami przez x (zaktadamy, ze poczatkowa cena telefonu jest niezerowa) mamy

(1004+y) 9 _

100 10

(100 +y) 10

100 ~ 9
~100-10 100_111
Y= =9

Odpowiedz: Cene telefonu nalezy podwyzszy¢ o 11 é %.

ZADANIE 2.B

Cene telefonu podwyzszono o 8%. O ile procent nalezy jg obnizy¢ aby telefon kosztowat tyle
co na poczatku.

Odpowiedz/wskazéwka:

11
7=
27

Patrz — rozwigzanie zadania 2A.

ZADANIE 2.C

Cene telefonu podwyzszono, a nastepnie obnizono o tyle samo procent. Okazato sie, ze
obecna cena jest o 4% nizsza od poczatkowej. O ile procent podwyzszono a nastepnie
obnizono cene telefonu?
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Odpowiedz/wskazéwka:
Cene telefonu najpierw podwyzszono, a nastepnie obnizono o 20%.

Woystarczy dwukrotnie zastosowaé procedure z zadania 2A.

ZADANIE 3.A

Poczatkowg cene telefonu podwyzszono o 4%, a nastepnie obnizono o jeden punkt
procentowy. O ile procent ostatecznie wzrosta cena telefonu?

Rozwiazanie:

x — poczatkowa cena telefonu

(100% + 4%) - x = 104% - x — cena telefonu po podwyice o 4%.

(104 — 1)% - x = 103% - x — cena telefonu po obnizce o 1 punkt procentowy

Ostatecznie cena telefonu wzrosta o 3% (wzgledem ceny poczatkowej).

ZADANIE 3.B

Poczatkowg cene telefonu obnizono o 4%, a nastepnie jeszcze raz obnizono o dwa punkty
procentowe. O ile procent ostatecznie obnizono cene telefonu?

Odpowiedz/wskazéwka:

Ostatecznie cene telefonu obnizono o 2% (wzgledem ceny poczatkowej).

ZADANIE 3.C

Poczatkowg cene telefonu podwyzszono o 1%, a nastepnie obnizono o jeden punkt
procentowy. O ile procent ostatecznie wzrosta/spadta cena telefonu?

Odpowiedz/wskazéwka:

Cena nie ulegta zmianie.
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2.4 Wartos¢ bezwzgledna

ZADANIE 1.A
Rozwigz réwnanie: |x + 3| = 2.
Rozwiazanie:

Szukamy punktéw na osi liczbowe , ktérych odlegtos¢ od punktu x = —3 jest réwna 2. Sa to
zatem: x = =5, x = —1.

Odpowiedz: x = —=5,x = —1

ZADANIE 1.B
Rozwigz nierownosc: |2x — 4| > —4.
Odpowiedz/wskazéwka:

x€R

ZADANIE 1.C

Rozwigz nierownosé: |—x — 3| < —1.
Odpowiedz/wskazéwka:

xX€EQP

Zwréémy uwage, jak maja sie do siebie: zbior wartosci funkcji ,, wartosé bezwzgledna” oraz
prawa strona nieréwnosci.

ZADANIE 2.A
Uzupetnij réwnanie |x — ---.| = 6 wiedzac, ze rozwigzaniem sg liczby 7, —5.
Rozwigzanie:

Szukamy punktu x, na osi liczbowej , ktérego odlegtosé od kazdego z punktéw x = —5 oraz
x = 7 wynosi 6. Bedzie to zatem srodek odcinka o koricach w wymienionych punktach.
Mamy wiec:
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-5+7
=1

Xog =

Odpowiedz: |x — 1| = 6

ZADANIE 2.B

Uzupetnij nieréwno$¢ |x + 4| > ---. wiedzac, ze rozwigzaniem sg wszystkie liczby rzeczywiste.
Odpowiedz/wskazéwka:

Np. |x + 4| > =3, |x + 4| > —10, itp.

Funkcja ,wartos¢ bezwzgledna” przyjmuje tylko wartosci nieujemne.

ZADANIE 2.C
Uzupetnij nieréwnos¢ |x — 5| < ---. widzgc, ze rozwigzaniem jest zbidr pusty.
Odpowiedz/wskazéwka:

Np. |x — 5| <0, |x = 5| < =2, itp.

ZADANIE 3.A

Wiadomo, ze |a + b| < |a| + |b|. Korzystajgc z tej wtasnosci wykaz, ze |a + b +c| < |a| +
[b| + [cl.

Rozwigzanie:
Wtasnos¢é podang w zadaniu oznaczmy symbolem gwiazdki (*)
la + b| < lal + |b| (*)

,Wychodzimy” z lewej strony wtasnosci, ktérg mamy wykaza¢. Korzystamy z
tacznoscidodawania oraz dwukrotnie z danej wtasnosci (*). Prowadzi to do prawej strony
wtasnosci

©) (*)
L=la+b+c|=|(a+b)+c|<|a+b|+]c|<|al+|b|+|c|=P

Zatem L < P, co koriczy dowdd.
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ZADANIE 3.B

Wiadomo, ze |a - b| = |a| - |b|. Korzystajac z tej wtasnosci wykaz, ze |a - (=b)| = |a]| - |b|.

Odpowiedz/wskazéwka:

Patrz zadanie 3A.

ZADANIE 3.C

Wiadomo, ze |a + b| < |a| + |b|. Korzystajac z tej wtasnosci wykaz, ze |a — b| < |a| + |b].

Odpowiedz/wskazéwka:

Patrz zadanie 3A. Zauwazmy, ze odjg¢ od siebie dwie liczby to inaczej do pierwszej z nich dodac
liczbe przeciwng do drugie;.
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2.5 Logarytmy

ZADANIE 1.A
Oblicz
log1 8 —logs 27
2
Rozwigzanie:
log1 8 —logs 27 = log1 2* — log; 3% = 3log1 2 — 3log;3=3-(-1)-3-1=—6
2 2 2
Odpowiedz.

-6

ZADANIE 1.B
Oblicz
1
logi——1log1 1
39 0
Odpowiedz/wskazéwka:

2

Pamietajmy, ze a® = 1 dla dowolnego a > 0.

ZADANIE 1.C

Oblicz

1
log1 81 —lo
8l 82 /756

Odpowiedz/wskazéwka:

0
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ZADANIE 2.A
Zamien liczbe 3 na logarytm przy podstawie 2.
Rozwigzanie:

Problem postawiony w zadaniu mozemy zapisa¢ nastepujgco:

log, x =3
gdzie x > 0.
Korzystamy teraz z definicji logarytmu
23 =x
Czyli
x=28

Odpowiedz/wskazéwka:

log,8 =3

ZADANIE 2.B

Ustal dziedzing logarytmu log,, (2 — x).
Odpowiedz/wskazéwka:
D=(0;1)u(1;2)

Pamietajmy, ze podstawa logarytmu musi by¢ dodatnia i rézna od 1 oraz liczba
logarytmowana musi by¢ dodatnia.

ZADANIE 2.C

Ustal dziedzine logarytmu logs (x — 1)2.
Odpowiedz/wskazéwka:

D = R\{1}

Pamietajmy, ze liczba logarytmowana musi by¢ dodatnia.
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ZADANIE 3.A
Wiadomo, ze a'°8¢? = b dlaa,b > 0,a # 1. Oblicz 419823,
Rozwigzanie:

4log23 — (22)10g23 = p2log; 3 — plog, 32 _ 2logz9

Doprowadzilismy zatem nasze wyrazenie do postaci, gdzie podstawa potegi oraz podstawa
logarytmu w wyktadniku sg sobie réwne. Pozwala to na skorzystanie z wtasnosci podanej w
tresci zadania

210g2 9 _ 9

ZADANIE 3.B
Wiadomo, zelog,n b = % log, bdlan,a,b > 0,a # 1. Obliczlogg,s V3 — logs V3.

Odpowiedz/wskazéwka:

logs fi/% lub co na jedno wychodzi — 21282,

Wystarczy zauwazy¢, ze 625 = 5% i skorzystac z podanej wtasnosci.

ZADANIE 3.C

Wiadomo, ze log, b = @dla a,b > 0,a,b # 1. Uzasadnij, ze 3 + logﬁ\/g . log\/gx/?jest
liczba catkowita.

Odpowiedz/wskazéwka:

Po skorzystaniu z podanej wtasnosci uzyskujemy w sposéb natychmiastowy.
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2.6 Wyrazenia algebraiczne

ZADANIE 1.A
Doprowadz do najprostszej postaci korzystajgc ze wzordéw skroconego mnozenia.
(2x+1)? = (x —V3)(x +V3)
Rozwigzanie:
Qx+1)2—(x—V3)(x+V3) =4x? +4x+1—- (x> —3) =
42 +4x+1—x>+3=3x>+4x+4
Odpowiedz/wskazéwka:

3x%2+4x + 4

ZADANIE 1.B

Doprowadz do najprostszej postaci korzystajgc ze wzordéw skréoconego mnozenia.
(=2x + 1)2—(—x — 3)2.

Odpowiedz/wskazéwka:

3x%— 10x — 8

Zwréémy uwage, ze wygodne bedzie skorzystanie z przemiennosci dodawania (pierwszy
nawias) oraz z wtasnosci, ze (a - b)? = a? - b? (to w drugim nawiasie po wczesniejszym...)

ZADANIE 1.C

Oblicz korzystajac ze wzordéw skréconego mnozenia.
19992 — 30022

Odpowiedz/wskazéwka:

—5016003
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ZADANIE 2.A
Zapisz wyrazenie: x3 + 2x2 + x + 2 w postaci iloczynowej.
Rozwigzanie:
B +2x2+x+2=x2(x+2)+(x+2)=(@x+2)(x*>+1)

Odpowiedz: (x + 2)(x? + 1)

ZADANIE 2.B
Zapisz wyrazenie: x% — 4x3 + 2x? — 8 w postaci iloczynowe;j.
Odpowiedz/wskazéwka:

(x+2)(x—2)(x®+2)

ZADANIE 2.C
Wytgcz wspdlny czynnik przed nawias: x5y — 3x2y?% —xy.
Odpowiedz/wskazéwka:

xy(x* —3xy — 1)

ZADANIE 3.A
Uzasadnij, ze réznica kwadratéw dwadch kolejnych liczb naturalnych jest nieparzysta.
Rozwiazanie:

Niech n — dowolna liczba naturalna. Réznica kwadratéw dwadch kolejnych liczb naturalnych
bedzie miata zatem postac:

n-m+1D)2=n’ -m?*+2n+1)=n>-n>-2n-1=-2n—-1=-2n+1)

Zauwazmy, ze 2n + 1 jest zawsze nieparzyste jako suma liczby parzystej 2n i jedynki.
Pomnozenie 2n + 1 przez -1 oczywiscie nie ,psuje” nieparzystosci tej liczby.

ZADANIE 3.B

Wyprowadz wzér na kwadrat sumy trzech liczb.
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Odpowiedz/wskazéwka:
Wzér: a? + b% + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc

Zauwazmy, ze wystarczy skorzystac z tgcznosci dodawania oraz wzoru na kwadrat sumy
dwach liczb.

ZADANIE 3.C
Uzasadni, ze (n + 3)(n + 4) nie moze by¢ liczbg pierwsza dla dowolnegon € N.
Odpowiedz/wskazéwka:

Rozwaz dwa przypadki: gdy n jest parzyste oraz: gdy n jest nieparzyste i zastandw sie nad
parzystoscig/nieparzystoscig liczby powyzszej postaci.
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3 Funkcje

3.1 Ogolne pojecie funkcji i jej wlasnosci

ZADANIE 1.A

Omow wtasnosci funkcji na podstawie ponizszego wykresu.

S

[§%]

e

[¥8]

S

Rozwigzanie:

e Dziedzina: < —3;3 >
e Zbidr wartosci funkcji: < —5; 1 >
.. 1
e Miejsce zerowe: x = 2
e Dlax €< —3;0 >) funkcja jest stata
e Dlax €< 0; 3 > funkcja jest malejgca
e Warto$¢ najmniejsza: (—=5) dlax = 3
e Wartos¢ najwieksza: 1 dlax €< —3;0 >

e Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla x €< —3;%)

-28-




. N L 1
e Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla x € (5; 3>
e Funkcja NIE jest rdznowartosciowa

e Funkcja NIE jest scisle monotoniczna

ZADANIE 1.B

Omoéw wtasnosci funkcji na podstawie ponizszego wykresu.

>~
¥
4

<

[S¥]

.

-

- ¥

e

[3§]

i

Odpowiedz/wskazéwka:

e Dziedzina: < —2;2 >

e Zbidr wartosci funkcji: < —=5; =3) U< 0; 4 >

e Miejsce zerowe: x =0

e Dlax €< —2;0) funkcja jest malejaca

e Dlax €< 0;1 > funkcja jest rosnaca

e Dlax € (1; 2 > funkcja jest malejaca

e Warto$¢ najmniejsza: (—=5) dlax = 2

e Wartos¢ najwieksza: 4 dla x = =2

e Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla x €< —2;0) U (0;1 >
e Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla x € (1;2 >
e Funkcja NIE jest réznowartosciowa

e Funkcja NIE jest Scisle monotoniczna
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ZADANIE 1.C

Omoéw wtasnosci funkcji na podstawie ponizszego wykresu.

2
4
1 \

58]

e

N

Odpowiedz/wskazéwka:

e Dziedzina: < —2;0) U (0;2 >

e Zbidr wartosci funkcji: < —oo; —% >U< 1; 40 >

e Miejsca zerowe: brak

e Dlax €< —2;0) funkcja jest malejaca

e Dlax € (0; 2 > funkcja jest malejaca

e Wartos¢ najmniejsza: brak

e Wartos¢ najwieksza: brak

e Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla x € (0; 1 >
e Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dlax €< —2;0) U (1;2 >
e Funkcja NIE jest r6znowartosciowa

e Funkcja NIE jest scisle monotoniczna

ZADANIE 2.A

x> —2x ,x<0

Dana jest funkcja f(x) = {—x x>0

. Znajdz wzor funkcji g(x) = f(x — 2) .
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Rozwiazanie:

Aby znalez¢ wzér funkcji g(x) = f(x — 2) do wzoru funkcji f(x) w miejsce zmiennej x
wstawiamy x — 2.

(x—2)2-2(x—2),x—2<0

ﬂx—D={ —(x—2)  ,x—2>0

Wykonujac dziatania wzory opisujace funkcje uzyskuja postaci:

_(x*—6x+8,x<2
flx 2)_{ —x+ 2 ,X > 2

Skoro g(x) = f(x — 2), wiec ostatecznie

x>—6x+8,x<2

g(x)={ —x+ 2 ,xX > 2

ZADANIE 2.B

x34+2 x<1

o 1 Znajdz wzor funkcjig(x) = f(x +1) — 2.

Dana jest funkcja f(x) = {

Odpowiedz/wskazéwka:

g(x)=f(x+1)—2={(X+1)3+2—2 x+1<1

—2-2 x+1>1
13 x<0
= +1—2={"+
9@ = fx +1) Gty x<0

ZADANIE 2.C

0 x<1

Dana jest funkcja f(x) = {2" x>1

. Znajdz wzor funkcjig(x) = f(x + 1) — 2.

Odpowiedz/wskazéwka:

_ o _{ 0-2 x+1<1

g =fe+n-2={p 5, L
-2 x<0

g =fac+-2=0% _, 13,
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ZADANIE 3.A

-1 x<0
Dana jest funkcja sgn(x) =141 x>0 . ZnajdZz wzdér i narysuj wykres funkcji
0 x=0

g(x) = sgn(x) - f(x), gdzie f(x) = 2%.

Rozwiazanie:
Funkcja g(x) jest zatem iloczynem funkcji sgn(x) oraz funkcji f(x):
-1-2% x<0
g(x) = sgn(x) - f(x) =91 2% x>0
0-2* x=0

Co mozemy zapisac réwniez w prostszej postaci:

-2 x<0
gx) =sgn(x): f(x) = {2" x>0
0 x=0

-~

y

X
N

e ————————— §——F+——+—+——F+—+——F+—+—F+—+
—9-8-7—6-5?3\-2\123456789
1
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ZADANIE 3.B

-1 x<0
Dana jest funkcja sgn(x) =41 x > 0 . Znajdz wzor i narysuj wykres funkcji g(x) =
0 x=0

sgn(x?) - f(x), gdzie f(x) = x% + 4x .
Odpowiedz/wskazéwka:

Rozwazmy najpierw funkcje sgn(x?). Zauwazmy, ze jedli x < 0, to x? > 0. Zatem funkcja
sgn(x?) przyjmie postac:

Sgn(xz) — {1 x#0

0 x=0
Czyli
1-(x%2+4x) x#0
_ 2y. =
g(x) sgn(x ) f(x) {0 . (xz + 4x) x=0
Zatem

9() = sgn(®) - fa) = {5+ X0

Zauwazmy dalej, ze funkcja f(x) = x? + 4x dla argumentu x = 0 przyjmuje warto$¢ 0.
W rezultacie wzér mozna zapisaé w postaci:

g(x) = x? + 4x

>

h

y

i il il Al AR B il

X
I

9876543210 123456789

31
44
51
-6+
71
8t
91
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ZADANIE 3.C

-1 x<0
Dana jest funkcja sgn(x) = {1 x > 0 . Znajdz wzor i narysuj wykres funkcji g(x) =
0 x=0
sgn(x) . —
o0 gdzie f(x) = |x|+1.
Odpowiedz/wskazéwka:
! <0
| vz 7
sgn(x) { 1
IO=T6 T et "
0 0
x+1
Korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej uzyskujemy
1
(- x<0
o = S0 ! =L
glx) = =
X >0
f@® x+1 x
0 x =
Ostatecznie
1
x<0
@ sgn(x) "‘11
glx) = =
X >0
f(x) =T “
0 x =
ALy
4,,
3,,
2,,
1\
L L L L L L L L L 8- L L L n n n T X
08765 H=—2. | 1 23456789
-1
24
34
41
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3.2 Funkcja liniowa

ZADANIE 1.A
Dana jest funkcja liniowa: y = 3x — 2. Napisz réwnanie prostej

a) rownolegtej
b) prostopadtej

przechodzacej przez punkt (0,4).
Rozwigzanie:
Przypomnijmy niezbedne wtasnosci

e RoOwnanie kierunkowe prostej o zadanym wspdtczynniku kierunkowym m
przechodzacej przez punkt o wspétrzednych (x,, o) ma postac:

Y — Yo =m(x — Xg)

e Dwie proste w postaci kierunkowej sg réwnolegte, gdy majg jednakowe
wspotczynniki kierunkowe.

e Dwie proste w postaci kierunkowej sg prostopadte, gdy ich iloczyn wspétczynnikow
kierunkowych wynosi (—1).

Ad. a)

Wspdtczynnik kierunkowy danej prostej wynosi 3 czyli m = 3. Dany punkt ma wspétrzedne
(0,4), czyli (x0,¥0) = (0,4).

Zatem réwnanie kierunkowe prostej rownolegtej do danej prostej ma postac

y—4=3(x-0)

Czyli
y=3x+4
Ad b)
Wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadtej wynosi —%czyli m= —%. Dany punkt ma

wspotrzedne (0,4), czyli (xo, yo) = (0,4).

Zatem réwnanie kierunkowe prostej prostopadte do danej prostej ma postac
1
y—4=-z(x-0)
3
Czyli

y=—sx+4
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ZADANIE 1.B

Napisz réwnanie prostej przechodzgcej przez dwa punkty o wspoétrzednych A = (1,3), B =
(2,6).

Odpowiedz/wskazéwka:

Réwnanie kierunkowe prostej przechodzacej przez dwa dane punkty A = (x,,y,) oraz B =
(xp,yp) ma postac:

_ zyb_ya.(x_x)
Y= Ya = a

Skoro A = (1,3), B = (2,6), wiec réwnanie odpowiedniej prostej przyjmuje postac

3273 1
y=3=5—7 -1
Czyli

y =3x
ZADANIE 1.C

Sprawdz, czy wszystkie trzy punkty A = (1,3), B = (3,7), C = (5,10) naleza do jednej
prostej.

Odpowiedz/wskazéwka:
Punkty 4, B, C NIE lezg na jednej prostej.

Woystarczy znalezé rownanie prostej przechodzgcej przez dwa z danych punktéw i sprawdzic,
czy wspotrzedne trzeciego punktu spetniajg rownanie znalezionej prostej.

ZADANIE 2.A

Znajdz wzér funkcji na podstawie jej wykresu.
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Rozwiazanie:
Pierwszy sposéb
Zauwazmy, ze dana prosta przechodzi np. przez punkty: A = (0,1) oraz B = (1,3).

Stosujgc wzér na prostg przechodzgcg przez dwa dane punkty uzyskujemy:

3—-1
y—1= -0 (x—0)
Czyli
y=2x+1
Drugi sposéb

Mozna tez prosciej. Zauwazmy, ze w réwnaniu kierunkowym prostej y = ax + b mamy
odpowiednio:

a - wspotczynnik kierunkowy, a = tg a, a - kat jaki tworzy prosta z dodatnim zwrotem osi OX
b - wyraz wolny (w punkcie (0, b) przecina sie wykres z osig OY)

Natychmiast mamy zatem, ze b = 1.
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Zaznaczmy zatem kat a w uktadzie wspdtrzednych, zbudujmy odpowiedni tréjkat
prostokatny o kacie ostrym a i liczac jego tangens wyznaczmy wspoétczynnik kierunkowy
naszej proste;.

n

FiN

[8%]

[

§

-

[#5]

Zauwazmy, ze z ,czerwonego” tréjkata mamy, zetga = ; = 2, czyli wspotczynnik
kierunkowy a = 2. W rezultacie réwnanie naszej prostej przyjmuje postac

y=2x+1

ZADANIE 2.B

Okresl wspdtczynnik kierunkowy prostej na podstawie wykresu.
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Odpowiedz/wskazéwka:

Wspotczynnik kierunkowy a = tga

£

[$%]

180° — a~¥_d

-

s8]

iR

2 1
tg(1800 — C{) = Z = E

Z drugiej strony, ze wzoréw redukcyjnych mamy, ze tg(180° — a) = —tg(a).
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Zatem

—tgl@) =5

Czyli
" 1
g(a) = 2

I tyle wynosi warto$¢ wspétczynnika kierunkowego naszej proste;j.

ZADANIE 2.C

Oszacuj wspodtczynnik kierunkowy prostej na podstawie wykresu.

s
¥ /

/

L/
1/

s

-

~

Odpowiedz/wskazéwka:
Wspotczynnik kierunkowy prostej wynosi w przyblizeniu 3.

Postepujemy analogicznie jak w zadaniach 2A i 2B. Rozwazamy tangens kata « - kata jaki
tworzy nasza prosta z dodatnim zwrotem osi OX.
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ZADANIE 3.A

Uzasadnij, ze jesli dla funkgji liniowej f(x) = f(x + 2) + 4, to wspotezynnik kierunkowy jest
rowny —2.

Rozwiazanie:
Niech f(x) = ax + b.
fx+2)+4=alx+2)+b+4
Skoro
f)=fx+2)+4

to

ax+b=alx+2)+b+4

ax+b=ax+2a+b+4
Traktujgc powyzszg zaleznosc¢ jak rownanie, ktdre rozwigzujemy wzgledem a uzyskujemy

2a+4=0

a=-2

ZADANIE 3.B

Uzasadnij, ze jesli dla funkcji liniowej zachodzi zaleznosé: f(x + 1) = f(x + 2), to funkcja jest
stafa.

Odpowiedz/wskazéwka:
Niech f(x) = ax + b.
Zatemf(x+ 1) =a(x+1)+borazf(x+2)=alx+2)+b
Skoro f(x + 1) = f(x + 2), to uzyskujemy
alx+1)+b=alx+2)+b
Czyli
ax+a+b=ax+2a+b
Traktujgc powyzszg zaleznosc¢ jak rdwnanie, ktdre rozwigzujemy wzgledem a uzyskujemy
a=2a

Zatem

Oznacza to, ze funkcja f(x) jest stata.
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ZADANIE 3.C

Uzasadnij, ze jedli dla funkcji liniowej zachodzi zaleznos$é¢: 2f(x) = f(2x), to funkcja
przechodzi przez poczatek uktadu wspdtrzednych.

Odpowiedz/wskazéwka:
Niech f(x) = ax + b.
Zatem
f(2x) =2ax+b
oraz
2f(x) = 2ax + 2b
Skoro f(x) = f(2x), to uzyskujemy
2ax +b = 2ax + 2b
b =2b
Traktujgc powyzszg zaleznosc jak rownanie, ktdre rozwigzujemy wzgledem b uzyskujemy
b=0
Zatem wzor funkcji f(x) uzyskuje postac:
f(x) =ax

Czyli prosta bedaca wykresem funkcji f (x) przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych.
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3.3 Funkcja kwadratowa

ZADANIE 1.A
Narysuj wykres funkcji kwadratowej: f(x) = 2(x — 1)? + 2
Rozwigzanie:

Wzér funkcji kwadratowej podany jest w postaci kanonicznej. Mozemy odczyta¢ z niej
wspotrzedne wierzchotka: W = (1,2). Dodatkowo widzimy, ze wspétczynnik przy x? jest
dodatni, zatem parabola rozchyla ramiona ku gdrze. Uwzgledniajgc powyzsze informacje
uzyskujemy ponizszy wykres

\\ //
\ /

4

[38]

e

.

ZADANIE 1.B
Przedstaw w postaci kanonicznej funkcje kwadratowa: f(x) = —x? + 8x — 12
Odpowiedz/wskazéwka:
f(x) = —x? +8x — 12
flx) =—=(x*—-8x+12)

fO)=—-((x-4?%-4)

-43-



fe) =-((x—49*-4)

fe)=-(x—4)?+4

ZADANIE 1.C

Na podstawie wykresu uzupetnij wzoér funkcji kwadratowe;.
f) = (x=)%+.

T\ /

-
~~

e

=

Odpowiedz/wskazéwka:
Wierzchotek paraboli W (3,1). Zatem

flx)=(x—-3)?2+1.

ZADANIE 2.A

Napisz wzor funkcji kwadratowej, ktérej wykres przechodzi przez trzy punkty: A = (—1,0),
B =(1,2), € =(0,0).

Rozwigzanie:
Funkcja kwadratowa ogdlnie ma postac:

f(x) =ax®*+bx+c
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Skoro parabola (wykres funkcji kwadratowej) ma przechodzi¢ przez podane punkty, to
wspotrzedne tych punktéw musza spetniaé jej réwnanie. Podstawiajgc uzyskujemy ukfad
réwnan:

a(-1D)?+b(-1)+c=0
a(1)?+b(1)+c=2
a(0)2+b(0)+c=0

a—b+c=0
a+b+c=2
c=0
Rozwigzujac uktad mamy:
a=1
b=1
c=0
Czyli
flx)=x*+x
ZADANIE 2.B

Napisz wzér funkcji kwadratowej, ktérej miejscem zerowym jest x = 4, zas wierzchotkiem jest
punkt W = (2,—4).

Odpowiedz/wskazéwka:
Posta¢ kanoniczna:

fG) =alx—p)?+gq
gdzie W (p, q) - wierzchotek paraboli.
Skoro W = (2, —4), to wzdr przyjmuje postac

fx)=alx—2)?—4
Miejscem zerowym jest x = 4, wiec

f4) =0
Czyli
a(4—-2)2-4=0

4a =4
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ZADANIE 2.C
Znajdz wszystkie wzory funkcji kwadratowych, ktérych miejscami zerowymisg x = 2ix = 8.
Odpowiedz/wskazéwka:
fO) =alx—-2)(x-8)
gdziea # 0
Lub, co na jedno wychodzi:
f(x) =a(x*—-10x + 16)

gdziea # 0

ZADANIE 3.A

Napisz réwnanie osi symetrii wykresu funkcji kwadratowej, ktéra ma dwa miejsca zerowe:
X1 = 2, Xy = 6.

Rozwiazanie:
Niech W = (p, q) - wierzchotek paraboli.
Osig symetrii paraboli jest prosta pionowa przechodzaca przez jej wierzchotek: x = p.

xl;xz (tzn. jedli funkcja

Jesli x4, x, — miejsca zerowe funkcji kwadratowej, top =

kwadratowa posiada miejsca zerowe, to pierwsza wspotrzedna wierzchotka jest zawsze ich
Srednig arytmetyczng).

Zatem roéwnanie osi symetrii:

2+6
X =—
2
Czyli
x=4
ZADANIE 3.B

03 QY jest osig symetrii wykresu funkcji kwadratowej. Wyznacz sume argumentéw (o ile
istniejg) dla ktérych funkcja przyjmuje wartosé 0.
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Odpowiedz/wskazéwka:
Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosé zero to miejsca zerowe.

Skoro 0$ OY jest osig symetrii paraboli, to o ile funkcja kwadratowa ma miejsca zerowe, to sg
one liczbami przeciwnymi. Zatem suma miejsc zerowych bedzie w takim przypadku réwna 0.

ZADANIE 3.C

Prosta x = 8 jest osig symetrii funkcji kwadratowej. Wyznacz sume argumentéw ( o ile
istniejg) dla ktérych funkcja przyjmuje wartosc 0.

Odpowiedz/wskazéwka:

Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartos¢ zero to miejsca zerowe. Oznaczmy je X4,
X,. Wtedy réwnanie osi symetrii paraboli

x; + X,
X =—
2

W warunkach zadania mamy, ze x = 8. Zatem

> =

Czyli

x1 +x, = 16.
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3.3.1 Rownania kwadratowe

ZADANIE 1.A

Rozwiaz réwnanie: x2 — 7x + 12 = 0.
Rozwiazanie:

a=1,b=-7,¢c=12.

A=b%—4dac=(-7)2—4-1-12=1

. B} . . . -b—VA -b+VA
Jezeli A > 0, to réwnanie ma dwa rozwigzania: x; = o X2 =
(=71 _ —(=7D+1
=T 2T

x1=3,x2=4‘

Rozwigzaniem réwnania x2 — 7x + 12 = 0 sg liczby x = 3, x = 4.

ZADANIE 1.B
Rozwiaz réwnanie: 2x? + x + 12 = 0.
Odpowiedz/wskazéwka:

A < 0, zatem brak rozwigzan réwnania w zbiorze liczb rzeczywistych.

ZADANIE 1.C

Rozwigz réwnanie:—x2 + 12x — 36 = 0
Odpowiedz/wskazéwka:

Rozwigzaniem réwnania —x2 + 12x — 36 = 0 jest x = 6.

Mozna policzy¢ delte (A = 0) i skorzystac¢ ze wzoru na rozwigzanie w tym przypadku badz
zauwazy¢, ze lewg strone réwnania da sie ,,zwing¢” ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat
roznicy.
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ZADANIE 2.A
Réwnanie kwadratowe postaci: (x — 3)?2 — 4 = 0 mozna rozwigzaé nastepujaca metoda:
(x—3)2-4=0
(x—3)2=4
(x —3)2 =22
Stagd x — 3 = 2 lub x — 3 = —2. Przeksztatcajgc dostajemy: x = 5lubx = 1.
Postepujac analogicznie rozwiaz réwnanie: (x — 1)2 —9 = 0.
Rozwigzanie:
(x—-1)%?-9=0

(x—1)2=9

(x —1)? =32
Stad x — 1 = 3lub x — 1 = —3. Przeksztatcajgc dostajemy:

x=4lubx =-2

ZADANIE 2.B
Postepujac analogicznie jak w zadaniu 2A rozwigz réwnanie: (x + 1)2 + 9 =0
Odpowiedz/wskazéwka:
x+1)24+9=0
(x+1)?=-9

Zadna liczba rzeczywista NIE spetnia tego réwnania (kwadrat zadnej liczby rzeczywistej NIE
jest liczba ujemna). Patrzgc geometrycznie powiedzieliby$my: parabola y = (x + 1)
(bedaca wykresem lewej strony réwnania) NIE ma punktéw wspdlnych z prostg y = —9
(bedaca wykresem prawej strony réwnania).

ZADANIE 2.C

Postepujac analogicznie jak w zadaniu 2A rozwigz réwnanie: —x% + 4x — 3 = 0.
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Odpowiedz/wskazéwka:

Najpierw musimy znalez¢ postac kanoniczna funkcji kwadratowej znajdujacej sie po lewej
stronie naszego rownania. Wtedy réwnanie przyjmie postac

—-(x=2)>+1=0
(x-2)?2=1
x—2=1lubx—-2=-1

x=3lubx=1

ZADANIE 3.A

Rozwigz réwnanie: x* — 5x2 + 4 = 0.

Rozwiazanie:

Jest to tzw. réwnanie dwukwadratowe. Rozwigzujemy je stosujac podstawienie x? = t.
t?—5t+4=0

Liczac delte (A > 0) i stosujgc wzory na rozwigzania réwnania kwadratowego uzyskujemy
t=1lubt=4

Weracajac so podstawienia x? = t mamy

x> =1lubx? =4

Czyli

x=1lubx=—-1lubx =2lubx = -2
Rozwigzaniem réwnania x* — 5x% + 4 = 0 sgliczby x = 1, x = -1, x = 2,x = —2.
ZADANIE 3.B

Rozwiaz réwnanie: x® —9x3 +8 =0
Odpowiedz/wskazéwka:
Réwnanie to sprowadzimy do réwnania kwadratowego przez podstawienie: x3 = t.

t?—-9t+8=0
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Liczac delte (A > 0) i stosujgc wzory na rozwigzania réwnania kwadratowego uzyskujemy
t=11lubt=38
Wracajgc do podstawienia x3 = t mamy
x*>*=11lubx3=8
Czyli

x=1lubx=2

ZADANIE 3.C

Rozwiaz réwnanie: x2° + x1° + 1 = 0.

Odpowiedz/wskazéwka:

Réwnanie to sprowadzimy do réwnania kwadratowego przez podstawienie: x1° = t.
t?+t+1=0

Okazuje sie, ze A < 0.Zatem réwnanie t> + ¢t + 1 = 0 NIE ma rozwigzaii w zbiorze liczb
rzeczywistych. Tym samym réwnanie x2° + x'% + 1 = 0 réwniez NIE posiada rozwigzan w
zbiorze liczb rzeczywistych.
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3.3.2 Nierownosci kwadratowe

ZADANIE 1.A
Rozwiaz nieréwnoéé: —x% +8x —7 > 0
Rozwiazanie:

e Najpierw szukamy miejsc zerowych funkcji kwadratowej znajdujacej sie po lewej
stronie nieréwnosci f(x) = —x% + 8x — 7.

fX) =0 —x?>+8x—-7=0

Liczac delte (A > 0) i stosujgc wzory na rozwigzania réwnania kwadratowego
uzyskujemy

x=1lubx=7

e Szkicujemy wykres funkcji kwadratowej znajdujgcej sie po lewej stronie nieréwnosci

»

N

|y

il A A Bl

wH

9 8-7-6-5-4-3-2-1 8 9

e Z wykresu odczytujemy rozwigzanie nieréwnosci
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Rozwigzujemy nieréwno$¢ —x?2 + 8x — 7 > 0 pytamy zatem, kiedy parabola lezy
powyzej osi OX. Ma to miejsce dla x € (1; 7).

Nieréwno$é —x? + 8x — 7 > 0 jest spetniona dla x € (1;7).

ZADANIE 1.B
Rozwiaz nieréwnoséé: x? + 4x + 4 < 0.
Odpowiedz/wskazéwka:
x=-2
x2+4x+4<0

(x+2)?%<0

X
N
14

-‘9-8-‘7-‘6-‘5-4-‘352-‘1_1” 1234567809
21
34
4}
54
-6+
74
8t
91

Pytamy, kiedy parabola lezy ponizej bgdz na osi OX.

ZADANIE 1.C
Rozwiaz nieréwnosé: x? + x + 4 > 0.
Odpowiedz/wskazéwka:

xER
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Pytamy, kiedy parabola lezy powyzej badz na osi OX.

ZADANIE 2.A

Napisz nieréwnos¢ kwadratowg, ktérej rozwigzaniem jest zbior: (-0, 2) U (5, +00).
Rozwigzanie:

Np.

e (x—2)(x—5) > 0lub w postaci rozwinietej x> — 7 x + 10 > 0
e 3(x—2)(x—5) > 0 lubw postaci rozwinietej 3 x? — 21 x + 30 > 0
e Itd. ogdlnie a(x — 2)(x — 5) > 0, gdziea > 0

e —(x—2)(x—5) < 0 badz w postaci rozwinietej —x?> + 7x — 10 < 0
e —3(x—2)(x —5) > 0badz w postaci rozwinietej =3 x?> + 21 x — 30 < 0
e Itd. ogdlniea(x — 2)(x —5) < 0, gdziea < 0

ZADANIE 2.B

Napisz nieréwnosé kwadratowg, ktdrej rozwigzaniem jest zbiér jednoelementowy {4}.
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Odpowiedz/wskazéwka:
Np.

e (x—4)?%<0
e Ogodlnie:a(x —4)? <0, gdziea >0

e —(x—4)?=0
e Ogodlnie:a(x —4)? >0, gdziea < 0

ZADANIE 2.C

Napisz nieréwnos¢ kwadratowg, ktorej rozwigzaniem jest zbior pusty.
Odpowiedz/wskazéwka:

Np.

e x2+5<0
e x2+3x+20<0
e Ogodlnie:ax?>+bx +c <0,gdzieA<0ia>0

o —x2—-5>0
e —x2+3x—-20=>0
e Ogélnie:ax® + bx + ¢ >0,gdzieA<0ia <0

ZADANIE 3.A

Rozwigz nieréwnosé: x*° + x2° + 3 < 0.

Rozwigzanie:

Nieréwnosé te sprowadzimy do nieréwnosci kwadratowej przez podstawienie: x2° = t.
t?4+t+3<0

A < 0, zatem funkcja kwadratowa pomocniczej zmiennej t NIE ma miejsc zerowych.
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Szkic wykresu lewej strony nieréwnos$ci ma postac

X
N
14

-‘9-8-‘7-6-‘5-4-‘3-‘2-‘1_1" 123456789
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Pytamy, kiedy parabola lezy ponizej osi OX? Widzimy, ze nigdy.
Zatem nieréwno$¢ t% +t + 3 < 0 jest spetniona dlat € @.

Tym samym nieréwno$¢ x*° + x29 4+ 3 < 0 jest spetniona dla x € @.
Uwaga:

Od razu mozemy zauwazy¢, ze zadna liczba rzeczywista NIE spetnia nieréwnosci
x*® + x2° + 3 < 0, bo po lewej stronie mamy sume dwdch parzystych poteg zmiennej x
(ktora to suma w zbiorze liczb rzeczywistych zawsze bedzie dodatnia badz réwna zero) liczby
3. Pytamy, kiedy taka suma jest mniejsza od zera. Oczywiscie nigdy.

ZADANIE 3.B

Rozwiaz nieréwnoséé: x* — 5x2 + 4 < 0.

Odpowiedz/wskazéwka:

Nieréwnoéé te sprowadzamy do nieréwnosci kwadratowej przez podstawienie: x? = t.
t?-5t+4<0

e szukamy miejsc zerowych funkcji kwadratowej znajdujgcej sie po lewej stronie
nieréwnosci f(t) = t2 — 5t + 4

f)=0t>?—-5t+4=0
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Liczac delte (A > 0) i stosujac wzory na rozwigzania réwnania kwadratowego
uzyskujemy

t=1Ilubt=4

e Szkicujemy wykres funkcji kwadratowej f (t)

9

9 8-76-5-4-3-2 -‘1_1" W 56789
24

34
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54
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e Zwykresu odczytujemy, kiedy spetniona jest nieréwnoéé t? — 5t + 4 < 0 (kiedy
parabola lezy ponizej osi OX bgdz ma z nig punkty wspdlne).

Ma to miejsce dla t €< 1;4 >, czyli wtedy, kiedy t spetnia uktad nieréwnosci
t<4 i t=>1
Wracajac do podstawienia x? = t uzyskujemy
x2<4 i x?=>1
Musimy zatem rozwigzac jeszcze uktad dwdch nieréwnosci kwadratowych
x2-4<0 i x2—-120

x-2)(x+2)<0 i (x—-Dx+1=0
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Pytamy:
kiedy parabola lezy ponizej osi OX (lub na osi)? i kiedy parabola lezy powyzej osi OX (lub na osi)?
X ES =2;2> i X € (—o0; =1 >U<L 1; +00)
Znajdujac czes$¢ wspdlng uzyskanych przedziatow uzyskujemy

X ES—2; —1>U<1; 2>

ZADANIE 3.C
Rozwiaz nieréwnosé: x2 < 0.
Rozwiazanie:

Dokonujemy interpretacji geometrycznej nieréwnosci.
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Rozwiazujac nieréwnoéé x2 < 0 pytamy, kiedy parabola lezy ponizej osi OX badz na osi OX.
Ma to miejsce tylko dla x = 0.

Odpowiedz: Nieréwnoéé x2 < 0 jest spetniona dla tylko dla x = 0.

-59-



3.4 Funkcja wielomianowa

ZADANIE 1.A

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = x(x — 1)(x — 2). Naszkicuj
wykres funkcji g(x) = f(x — 3).

[3%) s
e

e

\

——

\
| ES

Rozwiazanie:

Wykres funkcji g(x) = f(x — 3) uzyskamy z wykresu funkcji f(x) przez jego przesuniecie o
wektor o wspétrzednych [3; 0] (przesuniecie ,,w prawo” o trzy jednostki).
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ZADANIE 1.B

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = (x + 1)(x — 1)(x — 2).
Naszkicuj wykres funkcji g(x) = f(x) + 3.
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Odpowiedz/wskazéwka:

Wykres funkcji g(x) = f(x) + 3 uzyskamy z wykresu funkcji f(x) przez jego przesuniecie o
wektor o wspdtrzednych [0; 3] (przesuniecie ,,w gore” o trzy jednostki).

%] a
R S

[/
2 /1 4 >
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e
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ZADANIE 1.C

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = (x + 1)(x + 1)(x — 2).
Naszkicuj wykres funkcji g(x) = 2f (x).
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ZADANIE 2.A

Dane s3 dwie funkcje wielomianowe W(x) = x* +x —1, G(x) = x — 1. Wyznacz wzér
funkcji wielomianowej H(x) = G(x) + 2 - W (x).

Rozwigzanie:
Hx)=Gx)+ 2 -W(x)
Hx)=x—1+4+2(x*+x—-1)

Hx)=2x*+3x-3

ZADANIE 2.B

Dane s3 dwie funkcje wielomianowe W (x) = x3 + 4x + 2, G(x) = x? + 1. Wyznacz wzér
funkcji wielomianowej H(x) = G(x) - W (x).

Odpowiedz/wskazéwka:
Hx)=(x2+1) - (x3+4x+2)
Wymnazajac , kazdy przez kazdy” i porzadkujac uzyskujemy

Hx)=x>+5x3+2x*>+4x+2

ZADANIE 2.C

Dane sg dwie funkcje wielomianowe W (x) = x3 + x, G(x) = x? + x. Wyznacz wzdr funkgji
wielomianowej H(x) = G(x) + x - W(x).

Odpowiedz/wskazéwka:
H(x) =G(x) +x-W(x)
Hx) =% +x)+x-(x3+x)

Hx)=x*+2x*>+x

ZADANIE 3.A

Dana jest funkcja wielomianowa W (x) = x* + 3x2. Uzasadnij, ze G(x) = W(x) — W(—x)
jest funkcjg stata.
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Rozwiazanie:
G(x) = W(x) — W(=x)
G(x) = x* + 3x% — ((—0)* 4+ 3(—x)?)
G(x) = x* +3x% — (x* + 3x?)

G(x) = 0 - funkcja stata

ZADANIE 3.B

Dana jest funkcja wielomianowa W (x) = x° + 3x3+1. Uzasadnij, ze G (x) = W (x) + W(—x)
jest funkcjg stata.

Odpowiedz/wskazéwka:
GX)=x"+3x3+ 14+ (—x)° +3(—x)*+1
C(x) =x5+3x3+1-x°-3x3+1

Gx)=2

ZADANIE 3.C

Podaj przyktad miejsca zerowego funkcji wielomianowej W (x) = x>®*2 +3x3 +2, dlan €
N.

Odpowiedz/wskazéwka:
Dzielniki wyrazu wolnego: 1,—1,2, —2.
Sprawdzmy: W(—1) = (—1)#*2 +3(-1)3+2=1-3+2=0.

Zatem —1 jest miejscem zerowym danej funkcji wielomianowej.
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3.4.1 Rownania wielomianowe

ZADANIE 1.A
Rozwigz réwnanie: (x —2)(x +3)x =0
Rozwigzanie:
(x—2)(x+3)x=0
lloczyn jest zerem wtedy i tylko wtedy kiedy przynajmniej jeden z czynnikdw jest rowny zero.
x—2=0lubx+3=0Ilubx=0

x=2lub x=-3lubx=0

ZADANIE 1.B
Rozwigz réwnanie: (x + 2)2(x —3) =0
Odpowiedz/wskazéwka:

x=—=2lubx =3

W zwiazku z faktem, ze rozwigzanie x = —2 pochodzi z czynnika (x + 2)?, to méwimy, ze

x = —2 jest pierwiastkiem 2-krotnym wielomianu znajdujgcego sie po lewej stronie naszego
rownania.

ZADANIE 1.C

Rozwiaz réwnanie: (x + 6)3(—x — 1)(x3 — 125) = 0
Odpowiedz/wskazéwka:

Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na réznice i dodatkowo wytgczamy minus poza
nawias

—(x+6)3x+1D(x—-5) (x2+5x+25)=0
x=—6lubx=—-1lubx =5

W zwigzku z faktem, ze rozwigzanie x = —6 pochodzi z czynnika (x + 6)3, to méwimy, ze
x = —6 jest pierwiastkiem 3-krotnym wielomianu znajdujgcego sie po lewej stronie naszego
rownania.
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ZADANIE 2.A

Napisz réwnanie wielomianowe stopnia trzeciego, ktérego rozwigzaniem jest x = 3.
Rozwiazanie:

Np.

e (x—3)2=0
e 2(x—3)3=0
e Ogodlnie:a(x —3)3 =0, gdziea # 0.

ZADANIE 2.B

Napisz réwnanie wielomianowe stopnia czwartego, ktorego rozwigzaniem jest zbioér pusty.
Odpowiedz/wskazéwka:

Np.

e x*+5=0

o —x*—-6=0

o x*+2x2+10=0
o |tp.

Sprébuj podac ogdlng postaé rownania o wtasnosci opisanej w zadaniu.

ZADANIE 2.C

Napisz réwnanie wielomianowe stopnia trzeciego, ktérego rozwigzaniem jest x = 1,x =
2,x = 3.

Odpowiedz/wskazéwka:
x—Dx-2)(x—-3)=0

Ogodlnie: a(x — 1)(x — 2)(x — 3) = 0, gdziea # 0.

ZADANIE 3.A

Uzasadnij, ze réwnanie wielomianowe trzeciego stopnia ma co najmniej jedno rozwigzanie.
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Rozwiazanie:

Zbiorem wartosci funkcji wielomianowej trzeciego stopnia sg wszystkie liczby rzeczywiste.
Zatem istnieje argument, dla ktorego funkcja przyjmuje wartosc 0.

ZADANIE 3.B

Uzasadnij, ze réwnanie x8 4+ 3x? + 1 = 0 nie ma rozwiazan.
Odpowiedz/wskazéwka:

Zauwazmy, ze:

e x%>0dlakazdegox € R
e 3x2 > 0dlakazdegox € R
e 1>0

Zatem suma sktadnikow powyzszej postaci jest dodatnia dla kazdego x € R. Nigdy NIE jest
zatem réwna zero. Czyli réwnanie x® +3x% +1 =0 NIE ma rozwigzan w zbiorze liczb
rzeczywistych.

ZADANIE 3.C
Uzasadnij, ze réwnanie 20x2° + 16x° + x2 — 37 = 0 ma co najmniej dwa rozwiazania.
Odpowiedz/wskazéwka:
Wprowadzmy oznaczenie:
W(x) = 20x2° + 16x6 + x2 — 37
Dzielniki wyrazu wolnego: 1,—1,37, —37.
Sprawdzmy:
W(-1)=20(-1)?° +16(-1)*+ (-1)2-37=20+16+1—-37 = 0.
Zatem —1 jest miejscem zerowym funkcji wielomianowej W (x).
W@1)=20+16+1-37=0.
Zatem réwniez 1 jest miejscem zerowym funkcji wielomianowej W (x).

Czyli réwnanie 20x2° + 16x6 + x2 — 37 = 0 ma co najmniej dwa rozwigzania.
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3.5 Funkcja wymierna

ZADANIE 1.A

Na rysunku naszkicowana jest funkcja wymierna f(x) = 33—Cdla x # 0. Naszkicuj wykres funkcji

g9(x) = f(=x).

S

(58]

-

- H

e

[3%]

.
N

Rozwigzanie:

Wykres funkcji g(x) = f(—x) uzyskamy z wykresu funkcji f (x) przez symetrie osiowa
wzgledem osi OY (lustrzane odbicie wzgledem osi OY).
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ZADANIE 1.B

Na rysunku naszkicowana jest funkcja wymierna f(x) = %dla x # 0. Naszkicuj wykres funkcji

g(x) = f(x) + 1.
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Odpowiedz/wskazéwka:

Wykres funkcji g(x) = f(x) + 1 uzyskamy z wykresu funkgji f(x) przez jego przesunigcie o
wektor [0; 1] (przesuniecie o jedng jednostke w gore).

=
¥ \

s

[$%)

-

—_— .
4 3 2 1 4 '
ZADANIE 1.C

Na rysunku naszkicowana jest funkcja wymierna f(x) = _71 dla x # 0. Naszkicuj wykres
funkcji g(x) = f(x + 2).
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Odpowiedz/wskazéwka:

Wykres funkeji g(x) = f(x + 2) uzyskamy z wykresu funkgji f(x) przez jego przesuniecie o
wektor [—2; 0] (przesuniecie o dwie jednostki w lewo).
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ZADANIE 2.A

Dana jest funkcja wymierna f(x) =_71 dla x # 0. Naszkicuj wykres funkcji g(x) =
flx—2)+2.

'y

[S5]
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o
—

Rozwiazanie:

Wykres funkeji g(x) = f(x — 2) + 2 uzyskamy z wykresu funkgji f (x) przez jego
przesuniecie o wektor [2; 2] (przesuniecie o dwie jednostki w prawo i dwie do gory).
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ZADANIE 2.B

Dana jest funkcja wymierna f(x) = _72 dla x # 0. Naszkicuj wykres funkcji g(x) = f(—x) +
1.
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Rozwiazanie:

Wykres funkcji g(x) = f(—x) + 1 uzyskamy z wykresu funkcji f (x) przez symetrie osiowa
wzgledem osi OY (lustrzane odbicie wzgledem osi OY) oraz przesuniecie o wektor [0; 1]
(przesuniecie o jedng jednostke w gore).

S

U

——-_.______
—'—-—_______. .
4 3 -2 1 4 ’
‘ 3
ZADANIE 2.C

Dana jest funkcja wymierna f(x) = )z—cdla x # 0. Naszkicuj wykres funkcji g(x) = —f(x) — 2.
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Rozwigzanie:

Wykres funkeji g(x) = —f(x) — 2 uzyskamy z wykresu funkcji f (x) przez symetrie osiowa
wzgledem osi OX (lustrzane odbicie wzgledem osi OX) oraz przesuniecie o wektor [0; —2]
(przesuniecie o dwie jednostki w dét).

—

—

[55]

£

-76-



ZADANIE 3.A

Dane sa funkcje wymierne f(x) = % ,dlax#0igx) = % dla x = 1. Uzupelnij wzér
funkcji g(x) = f(x — ) + -
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze wzor opisujacy funkcje g(x) mozemy przeksztatci¢ w nastepujgcy sposob

x+1_x—1+2_x—1 2 14 2
x—1 x—-1 x—1 x-1 x—1
Czyli
g =-—7+1
Skoro
(0 =2
flx =7
to
g =fx-D+1
ZADANIE 3.B

Dane s3 funkcje wymierne f(x) = %, dax=+#0igx) = x7—1 ,dla x # 0. Uzupetnij funkcji

9@ = f(—x) + .
Odpowiedz/wskazéwka:

Zauwazmy, ze wzor opisujacy funkcje g(x) mozemy przeksztatci¢ w nastepujacy sposéb

x—1_x 1_1 1
x  x x X
Czyli
(x) = 1+1
g\x) = X
Skoro
1
f(x)—;
to

g(x) = f(=x) + 1.
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ZADANIE 3.C

Dane s3 funkcje wymierne f(x) = %, dlax #0ig(x) = _73,dlax # 0. Uzupetnij wzor funkcji

g(x) = —f(x) + .
Odpowiedz/wskazéwka:

Postepujgc analogicznie jak w 3A,3B uzyskujemy

g(x) =—f(x) +0

Czyli krotko:

g(x) = —f(x)

-78-



3.5.1 ROwnania wymierne

ZADANIE 1.A

Rozwigz réwnanie: % =1.

Rozwiazanie:

Dziedzina: x + 5 # 0 & x # —5 - mianownik musi by¢ rézny od zera
D = R\{-5}

Pierwszy sposdb

Przenosimy wszystko na lewgq strone i sprowadzamy do wspdlnego mianownika

2x x+5_

x+5 x+5
x—5_
x+5

Utamek jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy jego licznik réwna sie zero
x—=5=0
x=5
Zauwazimy, zex =5 € D.

Drugi sposéb

Po wyznaczeniu dziedziny D, dla x € D mnozymy obie strony réwnania przez wspolny

mianownik
2 1] (x+5)
x+5
2x=x+5
x=5€D
ZADANIE 1.B

. s s . 2x+1 x+5
Rozwigz rownanie: =—
x 2x
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Odpowiedz/wskazéwka:
D = R\{0}
x=1

Postepujemy analogicznie jak w 1A.

ZADANIE 1.C

x?-6

=2

Rozwigz réwnanie:

x—3
Odpowiedz/wskazéwka:
D = R\{3}

x=0,x=2.

Postepujemy analogicznie jak w 1A.

ZADANIE 2.A

G227

Rozwigz réwnanie: o

Rozwiazanie:
Dziedzina:x —2 #0 & x # 2
D = R\{2}

Pierwszy sposdb:

Utamek jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy jego licznik rowna sie zero

, . (x=2)
Zatem rownanie s

Drugi sposéb:

(x=2)=0

7
= 0 NIE ma rozwigzania.

Po wyznaczeniu dziedziny zwracamy uwage, ze mianownik mozna skrécic z czynnikiem z

licznika



e

x—2 0
(x—=2)¥=0
x=2€¢D
Zatem réwnanie % = 0 NIE ma rozwigzania.

ZADANIE 2.B

2

.. 7 . X“—
Rozwiaz réwnanie: e 0

Odpowiedz/wskazéwka:
D = R\{3}
x =-3

Postepujemy analogicznie jak w 2A. Zwréémy uwage, ze licznik mozna roztozy¢ na czynniki
korzystajgc ze wzoru na réznice kwadratow.

ZADANIE 2.C

Rozwia réwnanie: oo 2% 4 _
a T x10-7x74+4
Odpowiedz/wskazéwka:

Réwnanie sprzeczne — brak rozwigzan.

Zauwazmy, ze po lewej stronie rownania licznik jest taki sam jak mianownik (czyli w rezultacie
1) a po prawej stronie mamy 0.

ZADANIE 3.A

s . x—9 9
ROZWIQZ rownanie: — + B = 2.
x-3 x“=9

Rozwiazanie:
Dziedzina:

x—3#0ix*—-9%#0
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x=3#0i(x—=3)(x+3)*#0
x#3ix # -3
D = R\{-3,3}
Mnozymy obie strony réwnania przez wspolny mianownik:

x—9+ 9 _>
x—3 (x—-3)(x+3)

|- (x—=3)(x+3)

x=9Dx+3)+9=2(x—-3)(x+3)
x2—6x—18=2x%2-18
x> +6x=0
x(x+6)=0
x=01lub x=-6

Zauwazmy, ze oba uzyskane rozwigzania nalezg do dziedziny réwnania.

ZADANIE 3.B

s . x+3 3 3
ROZWIQZ réwnanie:— 4+ — —== 0.
x+1 xX+2 x

Odpowiedz/wskazéwka:

D = R\{-2,—1,0}

x =1, x=—\/§—3, x=+v3-3

ZADANIE 3.C

1 3x+1
x-2  x2-3x+2’

Rozwiaz réwnanie: S
x—1
Odpowiedz/wskazéwka:

Dziedzina:
xZ1ix#21x>=3x+2+0

D = R\{1,2}
Réwnanie sprzeczne — brak rozwigzan.

Technika rozwigzania — jak w poprzednich zadaniach.
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3.6 Proporcjonalnos¢ odwrotna

ZADANIE 1.A

Uzupetnij tabele wiedzac, ze dane sg odwrotnie proporcjonalne.

Wielko$¢ dana 4 6 3 1
4 3
Wielko$¢
odwrotnie 1 4
proporcjonalna 2

Rozwiazanie:

Oznaczmy

e wielkosci dane (pierwszy wiersz tabeli) przez x

e wielkosci odwrotnie proporcjonalne (drugi wiersz tabeli) przez y

Skoro x i y sg odwrotnie proporcjonalne tzn., ze ich iloczyn jest staty — réwny np. a # 0.

.y:a

Z pierwszej kolumny tabeli wynika, ze a = 4 - % = 2. Czyli miedzy x a y mamy zaleznos$¢

. . 2, 2
Zatem uzyskujemy, ze y = Szadx =

x-y=2

Dbajac o spetnienie powyzszych zaleznos$ci uzupetniamy tabele

Wielko$¢ dana 4 ] % 1 .
3

Wielko$¢

odwrotnie l l § 6 4

proporcjonalna 2 3 3
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ZADANIE 1.B

Na podstawie tabeli wyznacz wspotczynnik proporcjonalnosci.

Wielkos¢ dana 3 6
Wielkosé
odwrotnie 4 2

proporcjonalna

Odpowiedz/wskazéwka:
Oznaczmy

e wielkosSci dane (pierwszy wiersz tabeli) przez x
e wielkosci odwrotnie proporcjonalne (drugi wiersz tabeli) przez y

Skoro x i y sg odwrotnie proporcjonalne tzn., ze ich iloczyn jest staty —réwny np. a # 0 (a -
wspotczynnik proporcjonalnosci):

x-y=a

Nietrudno zauwazy¢, ze w naszym przypadku a = 12.

ZADANIE 1.C
Napisz kilka par liczb odwrotnie proporcjonalnych o wspétczynniku proporcjonalnosci %‘

Odpowiedz/wskazéwka:

Uwagi odnosnie wielkosci odwrotnie proporcjonalnych — patrz 1B.

3 _ 3.
x-y—z:y—alxio.

Np.
° x:1=>y:%
° x:2:>y:§
(] x:s:y:%:—
1
° x—zzy—3
e td.
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ZADANIE 2.A

Czy ponizszy wykres funkcji przedstawia proporcjonalnosé odwrotng? Odpowiedz uzasadnij.

I
[.
/

£

[$5]

—

®

Rozwigzanie:

Wielkosci x, y sa odwrotnie proporcjonalne jezeli ich iloczyn staty
xX-y=a

gdziea # 0.

Widzimy, ze do naszego wykresu nalezg m. in. punkty o wspétrzednych: (-2, 3) oraz
(-1,4).

e (-1, 4)=>x-y=(-1)-4=-4

Zatem iloczyn NIE jest staty. Czyli wykres NIE przedstawia proporcjonalnosci odwrotne;j.
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ZADANIE 2.B
Czy ponizszy wykres funkcji przedstawia proporcjonalnosé odwrotng? Odpowiedz uzasadnij.

~
v

£

[$5]

-

-

—

[S5]

g

Odpowiedz/wskazéwka:
Wykres NIE przedstawia proporcjonalnosci odwrotne;j.

Uzasadnienie analogiczne jak w zadaniu 2A.
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ZADANIE 2.C

Czy ponizszy wykres funkcji przedstawia proporcjonalnos¢ odwrotng? Odpowiedz uzasadnij.

4a

[an

-

Odpowiedz/wskazéwka:
Wykres NIE przedstawia proporcjonalnosci odwrotnej.

Uzasadnienie analogiczne jak w zadaniu 2A.
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3.7 Funkcja wykladnicza

ZADANIE 1.A
Narysuj wykres funkcji f(x) = 2* + 1. Okresl jej monotonicznos¢.

Rozwiazanie:

Y

[3¥)

e

[h

Funkcja f (x) jest funkcja rosnaca.
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ZADANIE 1.B

X
Narysuj wykres funkgeji f(x) = G) — 1. Wyznacz jej miejsca zerowe.

Odpowiedz/wskazéwka:

»
=P

L el el AL A s 4

w

_‘9-'8-‘7-‘6-'5-4-‘3-'2-‘1_1” 2.3 4 5 6 7 8 9
21
34
il
51
61
4
gl
9l

Miejsca zerowe
Pierwszy sposdb — metoda graficzna

Z geometrycznego punktu widzenia miejsca zerowe znajdujg sie na przecieciu wykresu z osig
OX. Z powyzszego wykresu odczytujemy natychmiast, ze

f)=0eox=0

Drugi sposdb — metoda algebraiczna

X

f(x):O(:)(%) —1=0

N 1°
@ -G
Z réznowartosciowosci funkcji wyktadniczej uzyskujemy, ze

x=0
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ZADANIE 1.C

Niech f(x) = 3* + a. Dla jakich wartosci parametru a funkcja f posiada jedno miejsce
zerowe dla argumentu wiekszego od zera.

Odpowiedz/wskazéwka:
Zgodnie z trescig zadania mamy rozwazy¢ tylko argumenty x > 0.
fx)=03*4+a=0
3*=—a

Z geometrycznego punktu widzenia pytamy, kiedy wykres lewej strony réwnania (funkcja
y = 3% dla x > 0 — niebieska linia) ma punkt/punkty wspdlne z wykresem prawej strony
réwnania (funkcje state y = —a - rodzina czerwonych linii).

Ty /

o hoow

-9-8-7-6-5-4-3-'2-1_1__ 12343567809
24
34
44
54
6}
74
g}
o}

Widzimy, ze punkt wspdlny pojawia sie o ile
—-a>1

Czylidlaa < —1.
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ZADANIE 2.A

Na podstawie wykresu okre$l wzér funkcji wyktadniczej f(x) = a* — 3.

-~
¥

9 s
e

e

[

[¥%]

Rozwigzanie:
Postac wzoru, zgodnie z trescig zadania jest nastepujaca:
fx)=a*=3

Wykres funkcji przechodzi m.in. przez punkt (1; 0). Jego wspdtrzedne muszg zatem spetniac
wzoér funkcji

0=a'-3
Rozwigzujac powyzsze réwnanie wzgledem a uzyskujemy, ze
a=3.

Szukany wzér funkcji to

fOO=3-3
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ZADANIE 2.B
W ukfadzie wspétrzednych zaznaczono punkt, przez ktéry przechodzi wykres funkgji

f(x) = a* — 1. Naszkicuj wykres tej funkcji.

ry
¥

i

[$5]

-

—

Odpowiedz/wskazéwka:
Postac wzoru, zgodnie z trescig zadania
fa) =a* -1

Do wykresu nalezy punkt (—1; 2). Jego wspdtrzedne muszg zatem spetnia¢ wzér funkgji

2=a1-1
1
_=3
a
1
=3
Wzér funkcji
1X
=(=] -1
f& (3)
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Wykres

o

F'S

98 -7-6-5-4-3-2-1,
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ZADANIE 2.C
Naszkicuj wykres funkcji g(x) = f(—x), gdzie f(x) = 2* + 2.
Odpowiedz/wskazéwka:

Jednym ze sposobdw rozwigzania tego zadania jest narysowanie wykresu metoda
przeksztatcen:

1. h(x) =2%

2. f(x) = h(x) + 2 = 2* + 2 — przesunigcie wykresu funkcji h(x) o wektor [0; 2];
3. g(x) = f(—x) — obraz wykresu funkcji f (x) w symetrii osiowej wzgledem osi OY.

S~

X
T SN N TR TR S RN R T R R TR S SR R S S Y
98-76-5432-1]12345¢6789
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ZADANIE 3.A
Uzasadnij, ze 2V2 < 2v/2.
Rozwiazanie:

Oznaczmy lewg strone zaleznosci przez L, zas prawg przez P

L=2V2

N =
N w

P=2V2=2-22=2

Zauwazmy, ze wobec powyzszych przeksztatcen zaréwno L jak i P zostaty przedstawione
jako potegi o podstawie 2.

Przyjrzyjmy sie wyktadnikom:
3
V2 =~ 141<15=5

Funkcja wyktadnicza o podstawie a = 2 jest funkcjg rosnaca (wieksze wartosci przyjmuje dla
wiekszych argumentéw) zatem

3
2V2 < 22
Czyli tym samym

2V2 < 242
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ZADANIE 3.B
Uzasadnij, ze 3™ > 9.
Odpowiedz/wskazéwka:

Analogicznie — jak w 3A: sprowadzamy do potegi o tej samej podstawie i korzystamy z
monotonicznosci funkcji wyktadniczej.

ZADANIE 3.C

3
Uzasadnij, ze t™ > 95,
Odpowiedz/wskazéwka:

L=n">3%=27

3
P=95<9'=9
27 >9

L>27>9>P

Zatem

3
™ > 95
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4 Ciagi liczbowe

ZADANIE 1.A

Dany jest ciag a, = (—1)"n + 2. Narysuj cztery poczatkowe wyrazy ciggu.
Rozwiazanie:

a=CFD'1+2=1

a,=(-1)?-24+2=4

a;=(-1)3-3+2=-1

ay=(-D*4+2=6

£

[*]

-

-
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ZADANIE 1.B

Dany jest ciag a, = (—n)™ + 3. Wyznacz trzy poczatkowe wyrazy ciggu.
Odpowiedz/wskazéwka:

a;=(-D'+3=2

a,=(-2)2+3=7

a; = (—-3)°+3=-24

ZADANIE 1.C
Dany jest ciag a,, = n? + 3. Ktéry z wyrazéw jest réwny 527
Odpowiedz/wskazéwka:

n?+3 =752

Rozwigzujemy powyzsze rownanie kwadratowe pamietajgc, ze n € N (n to numer wyrazu
ciggu).

n>—49=0
n—7)(n+7)=0
n=7€Nlubn=-7¢N

Zatem a; = 52.
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ZADANIE 2.A
Dany jest cigg a,, = (n + 4)(n — 3). Ktére wyrazy tego ciggu spetniajg nieréwnos¢ a,, > 0.
Rozwiazanie:
n - numer wyrazu ciggu, wiecn € N
a, >0
n+4)(n—-3)>0

h

LY

>

it Al ARl

9 -8 -7 6 -5 -

Gdyby n byto liczbg rzeczywistg (niebieski wykres), to powyzsza nieréwnos¢ bytaby spetniona
dlan € (—o0; —4) U (3; +). Wobec faktu, ze n € N interesuje nas tylko cze$¢ wspdlna:

ne ((—oo; —4) U (3; +oo)) Nn N
n € {4,56,7,..}
Odpowiedz: Wyrazy ciggu sg dodatnie poczawszy od a,.

Uwaga: Czerwone punkty na powyzszym wykresie stanowig fragment wykresu ciggu (a,,).
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ZADANIE 2.B
Dany jest cigg a,, = —(n + 8)(n — 6). Ktére wyrazy tego ciggu spetniaja nieréwnosé¢ a,, > 0.
Odpowiedz/wskazéwka:

a,>0&e -8<n<6AneNone{l,23,4,5}

v

9f876-54-32-1F12345¢87839

Postepujemy analogicznie jak w zadaniu 2A.
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ZADANIE 2.C

Dany jestciagg a, = (—1)"n + % Ktore wyrazy spetniaja nieréwnosé a,, > 0.
Odpowiedz/wskazéwka:

a, > 0 © n — parzyste

Sprébuj wykona¢ wykres tego ciggu.

»
14

il il il A AR B o

n
-‘9-'8-‘7-‘6-'5-4-‘3-'2-‘1_1” ® 23435678 9
24
34
44
54
6}
74
g}
o}

ZADANIE 3.A
Dany jest cigg a, = (—1)™ + 2n. Wyznacz wzor ciggu b, = a,,.
Rozwiazanie:

bpy=a;, =(-1)"+2-2n=4n+1

ZADANIE 3.B
Dany jest ciag a, = 3™ — n. Wyznacz wzor ciaggu b, = a,,3-
Odpowiedz/wskazéwka:

by, =apy3 =3"3-(m+3)=27-3"-n-3
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ZADANIE 3.C
Dany sg ciagi: a, = —n+ 2, b,, = n + 1. Wyznacz wzor ciggu ¢, = apiq " bpia-
Odpowiedz/wskazéwka:

Cn=0an41 b=+ 1D +2)n+2+1)=1-n)(n+3)=-n?-2n+3
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4.1 Ciag arytmetyczny

ZADANIE 1.A
Wyznacz wzér ciggu arytmetycznego, jesli a;o = 32, a; = 11.
Rozwiazanie:
W ciggu arytmetycznym (a,,) mamy

a,=a;+mMm—-1Dr
gdzie: a, - pierwszy wyraz ciggu, r — réznica ciggu arytmetycznego
Zatem

{alo = a, +9T
a; =aq +2r

Z tresci zadania mamy, ze a;o = 32, a; = 11, wiec

{a1+97"=32
a,+2r=11

Rozwigzujac uktad rownan uzyskujemy

=5
(s

Czyli wzér na n-ty wyraz ciagu (a,,) ma postac
a,=5+Mn-1)-3
Ostatecznie

ap,=3n+2.

ZADANIE 1.B
W ciggu arytmetycznym a, = 5,7 = 2. Oblicz sume o$miu poczatkowych wyrazéw ciagu.
Odpowiedz/wskazéwka:
ag=a,—-r=5-2=3
a,=3+Mn-1)-2

a,=2n+1
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ag=2-8+1=17

a; +a
Sn:%.
a, +ag 3+17

ZADANIE 1.C

Suma czterech poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego wynosi 26. Wyznacz wzor
ciagu, jesli jego rdznica jest réwna 3.

Odpowiedz/wskazéwka:
S, =26
Ze wzoru na sume n-poczatkowych wyrazéw ciaggu arytmetycznego mamy

a, +ay

4=26]2

a, +a, =13
Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego uzyskujemy
a, =aq +3r
Z tresci zadania mamy, ze r = 3, zatem
a,=a,+9
Z uzyskanych zaleznosci wyliczamy a,
a, =2
Czyli wzdr na n-ty wyraz ciagu (a,) ma postac
a,=2+Mn-1)-3
a,=3n-1.
ZADANIE 2.A

Liczby x, x — 4, 2x sg pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu arytmetycznego. Wyznacz
wzOr ciggu.

Rozwigzanie:

W ciggu arytmetycznym (a,)
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_ An-1 + An+1

a, = > dlan>2
Zatem
x + 2x
XTEETS
x =-—8
Czyli kolejne wyrazy tego ciggu, to:
—-8,—12,—-16
Oznacza to, ze a; = —8, zasr = —4. Czyli wzor na n-ty wyraz ciggu (a,,) ma postaé

a,=-8+n-1)-(—4)

a, = —4n-—4.

ZADANIE 2.B

Uzasadnij dlaczego liczby x, x — 4, 2x, —x NIE stanowig pierwszych czterech wyrazéw ciggu
arytmetycznego.

Odpowiedz/wskazéwka:
Rozwazajac trzy poczatkowe wyrazy uzyskujemy

X+ 2x
x—4= > >x=-8

Rozwazajac wyrazy drugi, trzeci i czwarty uzyskujemy

_x—4+(—x)
= 2

Zatem NIE da sie dobraé x w ten sposdb, aby cztery liczby dane w zadaniu w podanej kolejnosci
stanowity kolejne wyrazy tego samego ciggu arytmetycznego.

ZADANIE 2.C
Uzasadnij, ze co drugi wyraz ciggu arytmetycznego tworzy cigg arytmetyczny.
Odpowiedz/wskazéwka:

Nalezy zwrdci¢ uwage, skoro miedzy kolejnymi wyrazami rdéznica jest stata (rowna r), to
biorac co drugi wyraz tez uzyskamy stata réznice miedzy nimi (réwna 2r).

-105-



ZADANIE 3.A

Dany jest ciagg arytmetyczny (a,). Wykaz, ze ciag b, = a,, + 3 tez jest arytmetyczny.
Rozwiazanie:

(ap) —arytmetyczny=>a, =a; + (n— D)r

Rozwazmy b, =a,+3 =a;+(n—Dr+3=a;,+3+ (n—Dr.

Ciag (by,) bedzie miat zatem takq sama roznice jak ciag (a,), zash; = a; + 3.

ZADANIE 3.B

Dany jest rosnacy ciag arytmetyczny (a,,). Wykaz, ze ciag b,, = —2a,, jest malejgcym ciggiem
arytmetycznym.

Odpowiedz/wskazéwka:

Niecha, =a, + (n—1) -r, gdzier > 0. Wtedy b, = =2a, =—-2-a; —2-(n—1) .
bn+bnyo

Pokazemy, ze b,, jest arytmetyczny. SprawdZmy, czy spetniony jest warunek: b,,;; = >

-2:a;-2-(n-1)r+(-2-a,-2:(n+1) )

Zatem —-2:a;—2'n'r= 2

Wyznaczmy réznice ciggu b,,. Zatem b, .1 — b, = —2r < 0, stad ciag jest malejacy.

ZADANIE 3.C

Dane s3 dwa ciaggi arytmetyczne (a,) i (a’,). Wykaz, ze ciag ¢, =a, +a’', tez jest
arytmetyczny.

Odpowiedz/wskazéwka:

Niecha, =a;+ (n—1)-r,a’, =ad'; + (n— 1) -’ . Pokazemy, ze (c,) jest arytmetyczny.
Cntilnyz

SprawdZmy, czy spetniony jest warunek: ¢, = >

(+-—Dr+di+(-D- )+ (@ +0m+D)r+ay+n+1)r)
2

(g +n-r+@y+n-r)=

Istotnie, powyzsza zalezno$¢ jest spetniona tozsamosciowo, zatem ciagg (c,,) jest
arytmetyczny.
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4.2 Ciag geometryczny

ZADANIE 1.A
Wyznacz wzér ciggu geometrycznego, jedlia; = 12, as = 48.
Rozwiazanie:

W ciggu geometrycznym (a,) mamy

an = ap - qn_l

gdzie: a4 - pierwszy wyraz ciagu, q - iloraz ciggu geometrycznego

_ 2
{a3—a1-q

_ 4
as =a; " q

Z tresci zadania mamy, ze a; = 12, as = 48, wiec

{al-q2=12
a, q* =48

{a; q2 =12,a4 q4 = 48}

Rozwigzujac ukfad réwnan uzyskujemy

a1=3 a1=3
{q=—2 '”b{q=2

Mamy zatem dwa ciagi geometryczne spetniajgce warunki zadania:

* a,=3" (_Z)n_l
lub

e q,=3-2"1

ZADANIE 1.B
W ciggu geometrycznym a; = 2—17, q= % Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazéw ciggu.

Odpowiedz/wskazéwka:
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Zatem

a1:§

Suma n-poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego o ilorazie q # 1 wyraza sie wzorem

1-q"
Sn=a1' 1_q
1-¢°
Ss = ay 1—q

Wstawiajgc a4 oraz q uzyskujemy%

ZADANIE 1.C

Suma trzech poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego wynosi %. Wyznacz wzor ciagu,
jesli jego iloraz jest rowny %

Odpowiedz/wskazéwka:

Zatem

Czyli wzdr na n-ty wyraz ciggu (a, ) ma postac
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Ostatecznie

ZADANIE 2.A

Liczby x, x, 4 s odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu geometrycznego.
Wyznacz wzér tego ciggu.

Rozwigzanie:
W ciggu geometrycznym (a,,) prawdziwa jest wtasnosc:
ai=a,; apy; dlan=2

W warunkach zadania przyjmuje ona postaé

x>=x-4
x> —4x =0
x=0lubx =4

Zatem skoro x, x, 4 miaty stanowic kolejne wyrazy ciggu geometrycznego mamy do
rozwazenia 2 przypadki

e 0,0,4 - NIE jest to ciag geometryczny
e 4,4,4-JEST to cigg geometryczny staty, gdziea; = 4,q =1

Ostatecznie warunki zadania spetnia jeden cigg geometryczny (a,) o wyrazie ogélnym:

a, = 4.

ZADANIE 2.B

Uzasadnij dlaczego liczby x, x, 8,2x + 1 NIE stanowig w podanej kolejnosci pierwszych
czterech wyrazéw ciggu geometrycznego.

Odpowiedz/wskazéwka:

Rozwazajac trzy poczatkowe wyrazy uzyskujemy



Z czego wynika, ze bedziemy mieli do czynienia z ciggiem geometrycznym dla x = 8.
Rozwazajgc wyrazy drugi, trzeci i czwarty uzyskujemy
8=x-(2x+1)

Z czego wynika, ze bedziemy mieli do czynienia z ciggiem geometrycznym dla

—V65 —1 V65 — 1
x=Tlubx=T

Zatem NIE da sie dobraé x w ten sposdb, aby cztery liczby dane w zadaniu w podanej kolejnosci
stanowity kolejne wyrazy tego samego ciggu geometrycznego.

ZADANIE 2.C

Uzasadnij, ze cigg powstaty z ciggu geometrycznego przez odrzucenie wyrazéw o numerach
nieparzystych (albo parzystych) jest geometryczny.

Odpowiedz/wskazéwka:

2n-2

Niech a, = a; - ¢~ 1. Niechb, = a; * q -(wzdr na co drugi wyraz). Pokazemy, ze b,, jest

geometryczny. Sprawdzmy, czy spetniony jest warunek: b2, ; = by, * by 4.

Istotnie, (a; - ¢%")? = (a; - %" 2)(a, - ¢***?).

ZADANIE 3.A
Dany jest cigg geometryczny a,,. Wykaz, ze ciag b,, = 3 - a,, tez jest geometryczny.
Rozwiazanie:

Niech a,, = a; - ¢™ 1. Niech b,, = 3 - a, - ¢""'. Pokazemy, ze b,, jest geometryczny.
Sprawdzmy, czy spetniony jest warunek: b2, = by, * by».

Istotnie, (3 a; - q™? =B a, ¢ (@B a; q™*).

ZADANIE 3.B

Dany jest naprzemienny cigg geometryczny (a,). Wykaz, ze ciagg b, = —2a, tez jest
naprzemiennym ciggiem geometrycznym.
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Odpowiedz/wskazéwka:

Niecha, = a;-q™ 'iq < 0.Niechb, = —2 - a; - q™ 1. Pokazemy, ze b,, jest geometryczny
i naprzemienny. Sprawdzmy, czy spetniony jest warunek: b2, = by, * by».

Istotnie, (=2-a;-q")? =(=2-a; ¢ (-2 a; - q"*). Wyznaczmy iloraz ciggu b,,.

b S .
Zatem Z“ = g, czyli ciag jest naprzemienny.
n

ZADANIE 3.C
Dane sg dwa ciggi geometryczne a,, i a',,. Wykaz, ze ciag ¢, = a, - a’,, tez jest geometryczny.
Odpowiedz/wskazéwka:

Niecha, = a; - q" %, a’, = a’; - g™ . Pokazemy, ze (b,) jest geometryczny. Sprawdzmy,
czy spetniony jest warunek: c2,; = ¢, * Cpya

n ’ my2 — n-1 ! m-—1 n+1 ’ m+1
(ap-q"-ad'y-q™)*=a;-q *aq-q "ag - q ‘aq1-q

Powyzsza zalezno$¢ jest spetniona tozsamosciowo, zatem istotnie cigg (c,,) jest
geometryczny.
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4.3 Kredyty i lokaty

ZADANIE 1.A

Panstwo Kowalscy zatozyli lokate w wysokosci 1000 zt. Oprocentowanie roczne lokaty wynosi
6% i kapitalizacja nastepuje po roku. Jaka kwote beda mieli po dwdch latach?

Rozwigzanie:
Kwota po roku: 1000 + 1000 - 0.06 = 1060

Kwota po dwéch latach: 1060 + 1060 - 0.06 = 1123.6

ZADANIE 1.B

Panstwo Kowalscy zatozyli lokate w wysokosci 4000 zt. Oprocentowanie roczne lokaty wynosi
4% i kapitalizacja nastepuje co p6t roku. Jaka kwote bedg mieli po roku?

Odpowiedz/wskazéwka:

Kwota po pét roku: 4000 + 4000 - 0.04 - % = 4080

20808 -~ 4161.60

Kwota po roku: 4080 + 4080 - 0.04 % =

ZADANIE 1.C

Panstwo Kowalscy zatozyli lokate w wysokosci 2000 zt. Oprocentowanie roczne lokaty wynosi
7% i kapitalizacja nastepuje po kazdym kwartale. Jakg kwote bedg mieli po roku?

Odpowiedz/wskazéwka:

Kwota po pierwszym kwartale: 2000 4+ 2000 - 0.07 -% = 2035

= 16599« 2070.61

Kwota po drugim kwartale: 2035 + 2035 - 0.07 -%
Kwota po trzecim kwartale: 2070.61 + 2070.61 - 0.07 - % ~ 2106.85

Kwota po czwartym kwartale: 2106.85 4+ 2106.85 - 0.07 -i ~ 2143.72
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ZADANIE 2.A

Jakie byto oprocentowanie lokaty, jesli wptacono 10000 zt a po roku na bank wyptacit 101025
zt. Kapitalizacja w banku nastepowata co pét roku.

Odpowiedz/wskazéwka:

10%

ZADANIE 2.B

Jakg kwote nalezy wptaci¢ do banku, aby po dwdch latach odsetki wynosity 988,80 zi.
Oprocentowanie w banku wynosi 6% i kapitalizacja jest co roku.

Odpowiedz/wskazéwka:

Odp. 8000 zt

ZADANIE 2.C

Jaka kwote nalezy wptaci¢ do banku, aby po pot roku odsetki wynosity 15 zt. Oprocentowanie
w banku wynosi 5% i kapitalizacja jest co roku (ale w kazdej chwili bank wyptaca nalezne
odsetki).

Odpowiedz/wskazéwka:

Odsetki w ciggu roku bedg wynosity 30 zt. Zatem do banku wptacono 600 zt.

ZADANIE 3.A

Panstwo Kowalscy wptacili na lokate 2000 zt. Kapitalizacja odsetek nastepowata po kazdym
roku. Po czterech latach kwota na koncie podwoita sie.

Panstwo Nowakowie wptacili do tego banku 6000 zt. Po ilu latach ta kwota sie podwoi?
Rozwigzanie:

Kwota podwoi sie takze po czterech latach.
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ZADANIE 3.B

Panstwo Kowalscy wptacili na lokate 800 zt. Kapitalizacja odsetek nastepowata po kazdym
kwartale. Po trzech latach kwota na koncie podwoita sie.

Panstwo Nowakowie wptacili do tego banku 400 zt. Po ilu latach ta kwota sie podwoi?
Odpowiedz/wskazéwka:

Kwota podwoi sie takze po trzech latach.

ZADANIE 3.C
Ktéra z lokat bankowych jest atrakcyjniejsza po roku:

a) 6% przy kapitalizacji kwartalnej
b) 6% przy kapitalizacji rocznej

Odpowiedz/wskazéwka:
Niech x bedzie kwotg lokaty. Po roku mamy:

a) 6% przy kapitalizacji kwartalnej 1,015+ 1,015-1,015- 1,015 - x = 1,061 - x
b) 6% przy kapitalizacji rocznej, 1,06x zt.

Atrakcyjniejsza jest lokata w pierwszym przypadku.
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5 Trygonometria

ZADANIE 1.A
Wiadomo, ze cosa = i i a jest katem ostrym. Wyznacz sin a.

Rozwigzanie:

2
sinfa +cos?a=1, sinPa=1—cos’a=1-— G) =i—2, stad sin a =$Iub sina =
- (te odpowiedz odrzucamy, poniewaz « jest kgtem ostrym).

ZADANIE 1.B

Uzywajgc  kalkulatora (lub  tablic matematycznych) wyznacz (w przyblizeniu)
sin 25, cos 25°, tg 25°.

Odpowiedz/wskazéwka:

sin25°% =~ 0,42 ,cos25° = 0,91 ,tg25° = 0,47.

ZADANIE 1.C

Uzywajac kalkulatora (lub tablic matematycznych) wyznacz kat «, jesli tga = %.

Odpowiedz/wskazéwka:

a ~ 149,
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ZADANIE 2.A

Przeciwprostokatna w trojkacie prostokgtnym ma dtugos¢ 5. Oblicz dtugosci pozostatych
bokéw tréjkata, jesli jeden z katéw ostrych ma miare 60°.

Rozwigzanie:

60

@

sin60 =X =2 ,stadx=i§.
5 2 2

5

o_y_1 _
cos 60 —5—2,stqdy—2

ZADANIE 2.B

Przyprostokatne trojkata prostokatnego majg odpowiednio dtugosci: 4 i 5. Wyznacz z
doktadnoscig do jednego stopnia przyblizong miare katéw ostrych.

Odpowiedz/wskazéwka:

tga = %, stad a = 51°, B ~ 390,

ZADANIE 2.C

Przyprostokatna trdjkata prostokgtnego ma dtugosc 4 i tworzy z przeciwprostokatng kat o
mierze 36°. Wyznacz przyblizong dtugos¢ przeciwprostokatnej.

Odpowiedz/wskazéwka:

cos36° = 0,8 = %stqd ¢~ 5.
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ZADANIE 3.A
Wiadomo, ze cos a = x, gdzie a jest katem ostrym. Wyznacz sin? a + cos a.
Rozwigzanie:

sina +cos?a =1,sina=1-—cos?a =1—x2. Zatemsin?a + cosa = 1 — x? + x.

ZADANIE 3.B

Wiadomo, ze sina - cos a = x, gdzie a jest katem ostrym. Wyznacz (sina + cosa)?.

Odpowiedz/wskazéwka:

(sina + cosa)? = sin? @ + 2 sina - cosa + cos? a = 1 + 2x.

ZADANIE 3.C

Wiadomo, ze sin* @ — cos* a = x, gdzie « jest katem ostrym. Wyznacz sin? & — cos? a.

Odpowiedz/wskazéwka:

sin* @ — cos* a = (sin? a + cos? a)(sin? a — cos? a) = (sin® a — cos? @), stad

sin® @ — cos? a = x.
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6 Geometria

6.1 Planimetria

ZADANIE 1.A

Tréjkaty: ABC i A'B'C' sa podobne. Wiadomo, ze |AB| = 6,|AC| = 15, |A'B'| = 12. Wyznacz
|A’c’.

Rozwiazanie:

Korzystajac z podobieristwa tréjkatow dostajemy: |A'C’| = 30.

ZADANIE 1.B

Wyznacz dtugos¢ odcinka x wiedzgc, ze proste k, m sg do siebie rownolegte.

Odpowiedz/wskazéwka:

Stad 8x + 64 = 14x, x = 10%.
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ZADANIE 1.C

Trojkat ABC jest przystajacy do trdjkata A’B'C’. Wiadomo, ze obwdd trojkata A'B'C’ jest
réwny 15 oraz |AB| = 3, |AC| = 7. Wyznacz |B'C’|.

Odpowiedz/wskazéwka:

Trojkaty ABC oraz A'B'C sg przystajacy wiec ich obwody sg réwne. Zatem |BC| =5 = |B'C'| .

ZADANIE 2.A

Tréjkaty: ABC i A'B'C' sa podobne. Wiadomo, ze |AB| = 2,|A'B'| = 6. Wyznacz pole
powierzchni tréjkata ABC jesli pole powierzchni tréjkata A'B'C’ wynosi 45.

Rozwiazanie:

|4B"|
|AB|
tréjkata ABC, P’- pole tréjkata A'B'C’. Zatem P = 5.

Skala podobienstwa jest réwna: k = = 3. Wiadomo, ze :% = k? = 9, gdzie P- pole

ZADANIE 2.B

Uzasadnij, ze proste k, m przedstawione na rysunku sg do siebie rownolegte.
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Odpowiedz/wskazéwka:

SprawdZmy:

Na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa proste sg rownolegte.

ZADANIE 2.C

Tréjkat ABC jest przystajacy do tréjkata A'B'C’. Wiadomo, ze obwdd tréjkata A'B'C’ jest
réwny 15 oraz |AB| = 3, |AC| = 7. Wyznacz |B'C’|.

Odpowiedz/wskazéwka:

Tréjkaty ABC oraz A’ B'C s3 przystajacy wiec ich obwody sg réwne. Zatem |BC| = 5 = |B'C’| .
ZADANIE 3.A

Przedstaw cechy podobienstwa prostokgtow.

Rozwigzanie:

1. Dwa prostokaty sg podobne, jesli stosunki dtugosci bokdéw sg réwne.
2. Dwa prostokaty sg podobne, jesli stosunki: dtugos¢ boku i dtugos¢ przekatnej sg
réwne.

ZADANIE 3.B
Przedstaw cechy podobienstwa tréjkatéw prostokatnych.

Odpowiedz/wskazéwka:

1. Dwa tréjkatéw prostokatnych, jesli stosunki dtugosci bokdw sg réwne.
2. Dwa prostokaty sg podobne, jesli stosunki: dtugos¢ boku i dtugosé przekatnej sg
réwne.
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ZADANIE 3.C
Przedstaw cechy przystawania tréjkatéw réwnobocznych.

Odpowiedz/wskazéwka:

1. Wystarczy aby dtugosci bokow byty rowne.
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6.1.1 Kat srodkowyv i wpisany

ZADANIE 1.A

Kat < ma miare 25°. Na podstawie rysunku wyznacz miare kata S.

Rozwiazanie:

B =2a =225 =50°

ZADANIE 1.B

Kat « ma miare 62°. Na podstawie rysunku wyznacz miare kata .

Odpowiedz/wskazéwka:

3:%:310
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ZADANIE 1.C

Suma miar katéw «, f jest réwna 105°. Na podstawie rysunku wyznacz miary tych katéw.

Odpowiedz/wskazéwka:

a+f =a+2a=105%Stad @ = 35°, 8 = 70°.

ZADANIE 2.A

Na podstawie rysunku wyznacz miare kata «, jesliy = 100°.
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Rozwiazanie:

Poniewaz y = 100°, zatem S = 80° (razem tworza kat pétpetny). Z réwnosci 2 x=

otrzymujemy, ze oc= 40°.

ZADANIE 2.B

Na podstawie rysunku wyznacz miare kata y, jesli c= 35°.

Odpowiedz/wskazéwka:
Z réwnosci 2 <= f§ otrzymujemy, ze f = 70°. Poniewaz  + y = 180°, zatem y = 110°.
ZADANIE 2.C

Na podstawie rysunku wyznacz miare kata S, jesli a +y = 150°.

Odpowiedz/wskazéwka:

Wiadomo, ze 2 x=f, f+7y =180°, zatem 2 « +y = 180°. Poniewaz a +y = 150°,
zatem a = 30°, wiec § = 60°.
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6.1.2 Przyvdatne zaleznosSci i wzory dotyczace figur plaskich

ZADANIE 1.A
Boki trojkata majg odpowiednio dtugosci: 2,7, 7. Wyznacz pole tego tréjkata.

Rozwiazanie:

_a+b+c 2+7+7
P="" T2 ~

P=\p(p—a)p—b)(p—c)=+8-(8-2)(8-7)(8—7) =43.

ZADANIE 1.B

Oblicz pole powierzchni réwnolegtoboku jesli dtugosci bokdw majg odpowiedni 5 i 8 a kat
miedzy nimi ma miare 30°.

Odpowiedz/wskazéwka:

P =5-8-bhsin30° = 20.

ZADANIE 1.C

Oblicz pole rombu jesli przekatne majg odpowiednio dtugosci
d, =12,d, = 8.

Odpowiedz/wskazéwka:




6.1.3 Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskiej

ZADANIE 1.A

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A = (1, 3) i réwnolegtej do prostej o
réwnaniu: y = 2x — 3.

Rozwiazanie:

Rownanie prostej rownoleglej do prostej o rownaniu y = 2x — 3 ma posta¢ y = 2x + b.
Poniewaz ma ona przechodzi¢ przez punkt A = (1, 3), zatem y = 2x + 1.

ZADANIE 1.B

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A = (0, 2) i prostopadtej do prostej o
réwnaniu: y = 3x — 1.

Odpowiedz/wskazéwka:

Rownanie prostej prostopadiej do prostej o rownaniu y = 3x — 1 ma posta¢ y = —%x + b.
Poniewaz ma ona przechodzi¢ przez punkt A = (0,2), zatem y = — %x + 2.
ZADANIE 1.C

Wyznacz punkt przeciecia sie prostychy = 2x + 1,y = x — 3.
Odpowiedz/wskazéwka:
Aby wyznaczy¢ punkt przeciecia sie prostych rozwigzmy uktad réwnan liniowych:

{y=2x+1
y=x-—3

{x—3=2x+1
y=x-—3
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ZADANIE 2.A

Napisz réwnanie obrazu okregu x? + 4x + y2 = 0 w symetrii osiowej wzgledem prostej o
réwnaniu y = 3.

Rozwigzanie:
Wyznaczmy $rodek i promienri okregu o réwnaniu: x2 + 4x + y? = 0.

(x +2)% +y? =22 Stad S(—2,0) oraz r = 2. Punkt S(—2,0) symetryczny wzgledem
prostej o réwnaniu y = 3 ma wspdtrzedne: S'(—2, 6).Zatem réwnanie okregu w symetrii ma
postac: (x + 2)? + (y — 6)% = 22

ZADANIE 2.B

Jeden z wierzchotkéw kwadratu ABCD ma odpowiednio wspotrzedne A = (1, 1) oraz punkt
przeciecia sie przekatnych: S=(7,9). Wyznacz pole kwadratu.

Odpowiedz/wskazéwka:

Wyznaczmy dtugos$é przekatnej: 2 - /(1 — 7)2 + (1 — 9)% = 20.

Zatem av/2 = 20, stad a = 10+/2 . Wyznaczmy pole kwadratu: P = a? = 200.

ZADANIE 2.C

Dwa wierzchotki tréjkata rownobocznego ABC maja odpowiednio wspotrzedne A = (2,5)
B = (6,7). Wyznacz wspotrzedne trzeciego wierzchotka.

Odpowiedz/wskazéwka:

Niech C = (x,5). |AB| =+/(2—6)2+ (5 —7)% = 2V/5. Zatem

Napiszmy réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A, B.

—lxt4
y=5x

Punk C lezy na prostej prostopadtej i przechodzacej przez $rodek odcinka AB

Srodek odcinka: x; = ? =4,y, = 7:—5 = 6.
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Prosta prostopadta: y = —2x + b, stad y = —2x + 14.

Zatem C = (x,—2x + 14).). |AB| = |AC| =/(x —2)2 + (—2x + 14 — 5)2 = 2/5.

V5x% — 40x + 85 = 2v5
5x2 — 40x + 85 = 20
x> —8x+13=0
x=4—+v3 lub x=4++3

Zatem C = (4 —+3,2V3+6) lub C = (4+3,6—2+3).

ZADANIE 3.A

Wyznacz wzor funkcji opisujgcej odlegtos¢ miedzy punktami o tej samej odcietej lezagcymi na
prostych o réwnaniach y = 2x,y = —x.

Rozwiazanie:

Wspdtrzedne dowolnego punktu A o odcietej x lezgcego na prostej o réwnaniu y = 2x maja
postac: A(x, 2x)

Wspdtrzedne dowolnego punktu B o tej samej odcietej x lezgcego na prostej o réwnaniu
Yy = —Xx maja postac: B(x, —x)
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Odlegtos¢ tych punktéw wyraza sie wzorem:

d(x) = \/(x —x)2+ (—x—2x)? = M = |3x]|

ZADANIE 3.B

Jakiej postaci muszg by¢ wspoétrzedne punktu C, aby punkty A = (2,3), B = (4,4), C(cy,¢2)
byty wierzchotkami tréjkata prostokatnego o kacie prostym przy wierzchotku B?

Odpowiedz/wskazéwka:

Znajdzmy réwnanie prostej przechodzacej przez punkty 4, B.

Ma ono postac: y = %x + 2. Wyznaczmy prostg prostopadta przechodzacg przez punkt B.
Zatem:y = —2x + b, stad y = —2x + 12.

Stad C = (cq, —2c¢; + 12). Dodatkowo punkt C nie moze sie pokrywa¢ z punktem B, zatem
¢, # 4.

Ostatecznie: C = (¢1, —2¢; + 12), gdzie ¢, € R\{4}.
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ZADANIE 3.C

Wyznacz zbidr srodkéw odcinka AB, gdzie A = (—4,—6) a punkt B lezy na wykresie funkcji
oréwnaniu y = x% + 2.

Odpowiedz/wskazéwka:

Wspétrzedne punktu B lezacego na wykresie funkcji y = x? + 2 maja postaé: B = (x,x? +

2).

AT - - 2
Wyznaczmy $rodek odcinka AB : x; = 42+x, e = 6+; +2
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6.2 Stereometria

6.2.1 Graniastoslup, szescian i prostopadloscian

ZADANIE 1.A

Przekatna prostopadtoscianu o podstawie kwadratowej ma dtugos¢ v43. Wyznacz jego
objetos¢ jesli suma dtugosci wszystkich krawedzi jest réwna 44.

Rozwiazanie:
Niech a oznacza dtugos¢ boku kwadratu, b - dtugos¢ wysokosci prostopadtoscianu. Wtedy
8a +4b = 44

2a+ b =11

Z twierdzenia Pitagorasa mamy: (ax/i)z + b2 = mz
Dalej
2a* + b%? =43
2a% + (11 — 2a)? = 43
6a’* —44a+78 =0
3a> —22a+39=0
a=3luba = 2
3
Skoro b = 11 — 2 a, to odpowiednio
b=5lubb=1

Mamy zatem dwa prostopadtosciany odpowiednio o wymiarach

=2
a=3 3
lub
{b—S p=12
3
V =a%b

Zatem ich objetosci wynoszg odpowiednio

2
V=32-5=45|ubV=(E) Lz _nss
3 3

27
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ZADANIE 1.B

Pola powierzchni $cian prostopadtoscianu wynosza odpowiednio: 12,15,20. Wyznacz
wymiary prostopadtoscianu.

Odpowiedz/wskazéwka:

Oznaczmy przez x,y, Z wymiary prostopadfoscianu.

x-y=12
Wtedy{x -z =15
y-z=20
y_4+x_3
Stadz—s,y 2

Odp. x=3,y=4,z=5

ZADANIE 1.C

W prostopadtoscianie dtugosci boku zwiekszono dwukrotnie, szeroko$¢ zmniejszono
czterokrotnie a wysoko$é pozostawiono bez zmian. Jak zmienita sie objetosé¢
prostopadtoscianu?

Odpowiedz/wskazéwka:

Oznaczmy przez x, y, z pierwotne dfugosci krawedzi prostopadtoscianu.
Wtedy

V=x-y-z
Po zmianie dtugosci krawedzi wynoszg odpowiednio: Zx&y,z.

Wtedy

V=2 1 1
=2 gyz=zxtyz

Po zmianie wymiardw objetos¢ prostopadtoscianu jest dwa raz mniejsza.

-132-



ZADANIE 2.A

Wyznacz kosinus kata miedzy przekatng szescianu a przekatna sciany boczne;j.

Rozwigzanie
Dtugo$¢ przekatnej szescianu wynosi: av3 ,

Dtugos¢ przekatnej $ciany bocznej: av/2

cosa = ——= =

av3 3

ZADANIE 2.B

W graniastostupie wszystkie krawedzie sg réwnej dtugosci. Jego podstawg jest szesciokat
foremny. Wyznacz pole powierzchni catkowitej graniastostupa, jesli jego objetos¢ wynosi 162.

Odpowiedz/wskazéwka:

V=6-a%a=162
Zatema = 3.

P=2-P,+6-P,=12-a’+6a® = 18a% = 162

ZADANIE 2.C

W graniastostupie wszystkie krawedzie sg réwnej dtugosci. Jego podstawg jest szesciokat
foremny. Wyznacz objetos¢ graniastostupa, jesli jego pole powierzchni catkowitej wynosi 18.
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Odpowiedz/wskazéwka:

P=2-Pp+6-Pb=12-a2+6a2=18a2=18

Zatema = 3.

ZADANIE 3.A

W graniastostupie wszystkie krawedzie sg réwnej dtugosci. Jego podstawg jest szesciokat
foremny. Wyznacz tg4ABC.

Rozwigzanie:

Niech |AB| = a. Wtedy |BC| = 2a, tg4ABC=—- = %

-134-



ZADANIE 3.B

W graniastostupie wszystkie krawedzie sg réwnej dtugosci. Jego podstawa jest szesciokat
foremny. Wyznacz singABC.

Odpowiedz/wskazéwka:

Niech |AC| = a. Wtedy |BC| = aV/2. Z twierdzenia Pitagorasa mamy: |AB| = a+/3.

; _a _¥3
SmAABC—a\/§ =5

ZADANIE 3.C

W graniastostupie wszystkie krawedzie sg réwnej dtugosci. Jego podstawg jest szeSciokat
foremny. Wyznacz cossABC.

Odpowiedz/wskazéwka:

Niech |JAC| = a. Wtedy |BC| = a. Z twierdzenia Pitagorasa mamy: |AB| = aV/2.
V2

a
COSﬁ-ABC—a—\/E = ?
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6.2.2 Ostrostup

ZADANIE 1.A

Podstawg ostrostupa jest kwadrat o polu powierzchni rownym 9. Wyznacz jego objetos¢, jesli
suma dtugosci wszystkich krawedzi ostrostupa jest réwna 44.

Rozwiazanie:
P=a*>=9,a=3.
4a + 4b = 44,stad b = 8.

ﬂ)z = g2

Z twierdzenia Pitagorasa mamy: H? + ( .

wiec H = @.

ZADANIE 1.B

Podstawg ostrostupa jest kwadrat, ktérego dtugos¢ przekatnej wynosi 8v/2. Wyznacz jego
objetosé, jesli pole powierzchni bocznej ostrostupa wynosi 80.

Odpowiedz/wskazéwka:

V=2-P-H=1.64-3=64.
3 3

ZADANIE 1.C

Podstawg ostrostupa jest kwadrat ktérego dtugosé wynosi 6. Wyznacz jego objetosc, jesli pole
boczne ostrostupa wynosi jest dwa razy wieksze niz pole podstawy.

Odpowiedz/wskazéwka:

V=§-P-H=§-36-3x/§=36x/§.
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ZADANIE 2.A

Pole powierzchni bocznej ostrostupa, ktdrego podstawg jest kwadrat wynosi 60. Wyznacz
objeto$¢ ostrostupa, jedli dtugo$¢ przekatnej podstawy jest réwna 6v/2.

Rozwiazanie:
d = aV2 = 6V2, wieca = 6.
4-P =60,stad P = 15.P=§-a-h= 15, czyli h = 5.

2
Z twierdzenia Pitagorasa mamy: H? + (%) = h?, wiecH = 4.

V=2-P-H=1.36-4=48.
3 3

ZADANIE 2.B

Pole powierzchni bocznej ostrostupa 36. Jego podstawg jest trojkat rownoboczny o dtugosci
boku 6. Wyznacz objetos¢ ostrostupa.

Odpowiedz/wskazéwka:

2
Vzg.p.Hzé-GT‘E-\/13=3\/39.

ZADANIE 2.C

Pole powierzchni bocznej ostrostupa, ktérego podstawgq jest kwadrat wynosi 80. Dokoncz
zdanie. Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest wieksze niz .....

Odpowiedz/wskazéwka:

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest wieksze niz 160.
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ZADANIE 3.A

Wyprowadz wzér na objetos¢ ostrostupa czworokatnego, ktoérego wszystkie krawedzie sg
rownej dtugosci a.

Rozwiazanie:

. . . 2 a 2 .
Z twierdzenia Pitagorasa mamy: H* + (E) = (T) ,wiec H = a—.

V2 _ V2 3
—=—a’.

1 1
V=--P-H==--a*-a
3 3 2 6

ZADANIE 3.B

Wyprowadz wzér na pole powierzchni catkowitej czworo$cianu foremnego,

Odpowiedz/wskazéwka:

P = a%/3.

ZADANIE 3.C

Wyprowadz wzoér na objetos¢ czworoscianu foremnego.

Odpowiedz/wskazéwka:
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6.2.3 Walec i stozek

ZADANIE 1.A

Oblicz objeto$¢ stozka o promieniu podstawy r = 6 i kacie rozwarcia 90°.

Rozwiazanie:
Poniewaz kat rozwarcia wynosi 90°, wiec H =r = 6.

V= %m‘ZH = 72m.

ZADANIE 1.B

Oblicz pole powierzchni catkowitej stozka o promieniu podstawy r = 5 i kacie rozwarcia 90°.

Odpowiedz/wskazéwka:
Poniewaz kat rozwarcia wynosi 90°, wiec H = r = 5. Zatem | = 5v2.

P=mnr(r+1)=(25+5V2)m.
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ZADANIE 1.C

Pole powierzchni bocznej walca wynosi 1007. Wyznacz jego objetosé, jesli dtugos¢ promienia
podstawy jest dwa razy wieksza od wysokosci.

Odpowiedz/wskazéwka:

P = 2nrH = 100m. Poniewaz H = 2r.
P = 4mr? = 100m.

r =25,

V = nr?H = 250m.

ZADANIE 2.A

Oblicz objeto$¢ stozka o promieniu podstawy r = 2 i kacie rozwarcia 120°.

Rozwiazanie:

Poniewaz kat rozwarcia wynosi 120°, wiec g =tg30°. Zatem H = 2+/3.

V= %nrzH = gx/gn.

ZADANIE 2.B

Oblicz objeto$¢ stozka, ktdrego wysoko$é jest rowna H = 4 i kat rozwarcia wynosi 60°.

Odpowiedz/wskazéwka:
Poniewaz kat rozwarcia wynosi 60°, wiec g = tg60°. Zatem r = 2+/3.

V= %nrzH = 16m.
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ZADANIE 2.C

Oblicz objetos¢ stozka wynosi 721, a wysokos¢ jest rowna H = 6. Wyznacz kat rozwarcia
stozka.

Odpowiedz/wskazéwka:

V= %m‘zH = 72m, wiec r = 6. Zatem kat rozwarcia jest katem prostym.

ZADANIE 3.A

Trojkat rownoboczny o dtugosci boku a obraca sie wokot osi symetrii. Wyznacz wzér na pole
catkowite i objetos¢ powstatej figury.

Rozwiazanie:

Dtugos¢ wysokosc stozka wynosi: h = aT\/E .

3a?

a 1
Stqu-m‘(r+l)—7r-E-(5a+a)—Tn,

1 2y 1 2 al3_ a*V3
V—37rr h—37r = T
ZADANIE 3.B

Kwadrat o dtugosci boku a obraca sie wokét osi symetrii nie zawierajgcej przekatnej. Wyznacz
wz0r na pole powierzchni catkowitej i objetos¢ powstatej figury.

Odpowiedz/wskazéwka:

a 1 3
P =2nr(r+ h) _ZH'E'(ECH'Q)_T”'

2 3

a a
Vznrzhzn(—) “a=-—m.

2 4

ZADANIE 3.C

Kwadrat o dtugosci boku a obraca sie wokét przekatnej kwadratu. Wyznacz wzér na objetos¢
powstatej figury.

Odpowiedz/wskazéwka:

zn(a_ﬁ)z. o _ a2

2
V==nrth=
3 2 2 6
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6.2.4 Kula i sfera

ZADANIE 1.A
Oblicz objetosc¢ kuli o dtugosci promienia r = 4.
Rozwiazanie:

4 256
V=§TL'T‘ =-—m-64=—m.

ZADANIE 1.B

Objetosc¢ kuli wynosi 360007. Wyznacz dtugosci promienia.

Odpowiedz/wskazéwka:

V= gnr3 = 36000, stad r3 = 27000, zatem r = 30.

ZADANIE 1.C

Pole powierzchni sfery wynosi 4007. Wyznacz dtugosci promienia.

Odpowiedz/wskazéwka:

P = 4nr? =400, r? = 100, zatem r = 10.

ZADANIE 2.A

Oblicz objetos¢ figury powstatej miedzy dwiema kulami o tym samym Srodku i rdznicy
promieni réwne;j 3.

Rozwiazanie:
R- promien wiekszej kuli, r- promien mniejszej kuli.

V=:m(R—71)*=%m 3% =36m.
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ZADANIE 2.B

Oblicz stosunek objetosci kuli o wiekszym promieniu do objetosci kuli o mniejszym promieniu.

Odpowiedz/wskazéwka:

ﬁ _ §HR3 _ 8

v 1,,(5)3 -
3 2

ZADANIE 2.C

Oblicz stosunek powierzchni kuli o wiekszym promieniu do objetosci kuli o mniejszym
promieniu.
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7 Statystyka, Rachunek prawdopodobienstwa

7.1 Dane statystyczne i ich parametry

ZADANIE 1.A
Wyznacz wariancje i odchylenie standardowe dla liczb 3,7, 5.
Rozwigzanie:

Srednia: @ = 5.

o2 = (a1-0)?+(a-@)?*+(az—@)?* _ 3-5)*+(7-5)*+(5-5)* _ 8 _ e
- 3 - 3 T3 "3

Vo2 = /2;

ZADANIE 1.B

Wyznacz $rednig i mediane dla liczb: 2, 3,8, 8,5, 4,1, 3.

Odpowiedz/wskazéwka:

g = atfzt.tas _ 2¥3+8+8+5+4+143 _ 1
- 8 - 8 Ty

Posortujmy: 1,2,3,3,4,5,8,8 , zatem mediana 3%4:3%.

ZADANIE 1.C
Wyznacz $rednig wazong liczb 2, 5, 6 z odpowiadajgcymi im wagami 3, 4, 3.

Odpowiedz/wskazéwka:

— nia+nya+nzas 3:2+4:5+3'6 2
aW — — — 4—

ny+ny+ng 3+4+3 5°
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ZADANIE 2.A

Uzasadnij, ze dla liczb: 7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7 odchylenie standardowe jest rowne
0.

Rozwiazanie:

(a,—a)*=(7-7)=0,dlan=1,2,..15.

ZADANIE 2.B

Za x podstaw odpowiednig liczbe, aby srednia z liczb x, 9, 10, 10, 10, 10, ...,10 byta wieksza niz
10.

Odpowiedz/wskazéwka:

Warunek x > 11, np. x = 12.

ZADANIE 2.C
Za x podstaw odpowiednig liczbe aby srednia z liczb x, 8,7,7,7,7, ...,7 byta mniejsza niz 7.
Odpowiedz/wskazéwka:

Warunek x < 6, np. x = 5.

ZADANIE 3.A
Wiadomo, ze dla liczb:

a) 7,7,7,7,7,7,7,7,7777777
b) 7,7,7,7,7,7,7

c) 44444444

d) 55,5,5,5,5

odchylenie standardowe jest réwne 0.
Na podstawie tych danych postaw hipoteze.
Rozwiazanie:

Dla dowolnego ciggu jednakowych liczb odchylenie standardowe jest zawsze réwne 0.
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ZADANIE 3.B

Suma n-poczatkowych wyrazéw pewnego ciggu wyraza sie wzorem S,, = (101 — n)* +
99(101 — n)? + 3n. Wyznacz $rednig dla 100 poczatkowych wyrazéw tego ciggu.

Odpowiedz/wskazéwka:

= ai+az+..+aso0 _ S100 _ 1+99+300
- 100 ~ 100 100

4.

ZADANIE 3.C

Suma n-poczatkowych wyrazéw pewnego ciagu wyraza sie wzorem S,, = n® — 7n? + 3n.
Wyznacz Srednig dla k poczgtkowych wyrazow.

Odpowiedz/wskazéwka:

_  aitaz+..+a S k3-7k%+3k
a="———t=t=—r——=k-Tk+3.
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7.2 Elementy rachunku prawdopodobienstwa

ZADANIE 1.A

Ze zbioru {1, 2, 3,4, 5} losujemy jednoczesnie dwie cyfry. Zdarzenie A polega na wylosowaniu

liczby parzystej, zdarzenie B na wylosowaniu

prawdopodobienstwo zdarzenia A U B.

Rozwigzanie:

QO ={12,13,14,15, 21, 23, 24, 25,32,31, 34,35, 43,42,41, 45,54,53,52,51},

A = {12,14,24, 32,34, 42, 54,52},

B = {32,31,34,35,43,42, 41, 45,54,53,52,51},

AUB =1{12,14,24,32,31,34,35,43,42,41,45,54,53,52,51}

15 3
P(AUB)=%:Z.

ZADANIE 1.B

liczby wiekszej

30. Oblicz

Ze zbiory {2, 4, 6,8} losujemy jednoczesnie dwie cyfry. Zdarzenie A polega na wylosowaniu

liczby podzielnej przez 3, zdarzenie B na wylosowaniu liczby podzielnej przez 4. Oblicz

prawdopodobienstwo zdarzenia A N B.

Odpowiedz/wskazéwka:

O = {24,26,28,42,46,48,62, 64, 68,82, 84,86},
A = {24,42,48,84]},

B = {24,28,48,64,68,84},

AN B ={24,48,84}

1

3
P(AnB)ZEZZ
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ZADANIE 1.C

Ze zbiory {1, 3,4, 5} losujemy jednoczesnie dwie cyfry. Zdarzenie A polega na wylosowaniu
liczby parzystej, zdarzenie B na wylosowaniu liczby wiekszej niz 20. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia A\B.

Odpowiedz/wskazéwka:

Q ={13,14,15,31, 34,35,41,43,45,51, 53,54},
A = {14,34,54},

B = {31,34,35,41,43,45,51,53,54},

A\B = {14}

P(A\B) = %

ZADANIE 2.A

Ze zbiory cyfr {0, 1, 2, 3} tworzymy liczby dwucyfrowe o powtarzajgcych sie cyfrach. Zdarzenie
A polega na wylosowaniu liczby parzystej. Oblicz prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A.

Rozwigzanie:
Q ={10,12,13, 20, 21,23,30,31,32,11, 22,33},
A ={10,12,20,30,32,22},

6 1
P(A) ZEZE.

ZADANIE 2.B

Ze zbiory cyfr {0,1,2,4} tworzymy liczby trzycyfrowe o niepowtarzajgcych sie cyfrach.
Zdarzenie A polega na wylosowaniu liczby podzielnej przez 3.0blicz prawdopodobienstwo
zajécia zdarzenia A.

Odpowiedz/wskazéwka:

Q ={102,104,120,124, 140,142,201, 204,210, 214, 240, 241,
401,402,410,412,420,4213,

A ={102,120,201,204,210, 240,402,420},

8 4
P(A) :E:;
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ZADANIE 2.C

Ze zbiory cyfr {0,1,2,4} tworzymy liczby trzycyfrowe o niepowtarzajgcych sie cyfrach.
Zdarzenie A polega na wylosowaniu liczby podzielnej przez 6.0blicz prawdopodobieristwo
zaj$cia zdarzenia A.

Odpowiedz/wskazéwka:

Q=
{102,104,120, 124, 140,142,201, 204,210, 214, 240, 241,401, 402,410,412, 420, 421},

A = {102,120, 204, 210,240,402 ,420},

P(A) = 1—78

ZADANIE 3.A

Niech 4, B c Q — przestrzen zdarzen elementarnych. Uzasadnij, ze jedli P(A) = %, P(B) =
3 toP(ANB) ==
4 2

Rozwiazanie:
1=P(Q) 2 P(AUB) = P(4) + P(B) - P(ANB) =2+ >—P(ANB).

Zatem P(ANB) > %

ZADANIE 3.B

Niech 4, B c Q — przestrzen zdarzen elementarnych. Uzasadnij, ze jedli P(A) = %, P(B) =

1 3
7 tOP(AUB)Sz.

Odpowiedz/wskazéwka:

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB) =S +-—P(ANB) <2

ZADANIE 3.C

Niech 4, B c Q — przestrzen zdarzen elementarnych. Uzasadnij, ze je$li P(A) = %, P(B) =

%, to P(A\B) > §

Odpowiedz/wskazowka:

P(A\B) = P(4) = P(ANB) = P(A) - P(B) =2 —~ ==,
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8 Projekt,e-matura”

8.1 Wstep

Ponad 10 lat temu w Polsce wprowadzono system egzaminéw zewngtrznych. Do dnia
dzisiejszego egzaminy sprawdzane sg metodg tradycyjng. Uczniowie pisza egzaminy na
przygotowanych arkuszach, nastgpnie egzaminy sprawdzane sg przez egzaminatoréw. Obecnie
Centralna Komisja Egzaminacyjna rozpoczeta proby wdrazania tzw. e-oceniania. System e-
oceniania, to taki system, ktory umozliwia sprawdzanie prac egzaminacyjnych przez
egzaminatora nie poprzez przegladanie papierowych dokumentdw, lecz na ekranie monitora.
System taki nalezy rozumie¢, jako aplikacj¢ webowa zapewniajaca autoryzowany dostep przez
Internet. Dzigki takiemu rozwigzaniu mozliwe jest sprawne organizowanie pracy dla
egzaminatoréw. E-ocenianie umozliwia przejscie od punktowania przez egzaminatordw catych
prac obejmujacych od kilku do kilkudziesigciu zadan do specjalizacji w ocenianiu
poszczegolnych zadan. System e-oceniania zostat juz na duza skalg wprowadzony migdzy
innymi w Wielkiej Brytanii czy Stanach Zjednoczonych. Doswiadczenia, jakie zdobyly w tym
obszarze cztery duze komisje egzaminacyjne w tych krajach (AQA, OCR i EDEXCEL —
Wielka Brytania; ETS — Stany Zjednoczone) pozwalaja stwierdzi¢, ze przejscie od oceniania
tradycyjnego do e-oceniania wigze si¢ nie tylko ze zmiang organizacji procesu przygotowania
prac do oceniania, ale rowniez poprawia jego jakos¢.

Projekt E-matura jest kolejnym krokiem rozwoju egzamindow zewngtrznych w stosunku
do e-oceniania. Takie rozwiazania do tej pory nie funkcjonuja ani w Europie, ani na Swiecie na
takg skale. Przez realizacj¢ tego projektu chcemy pokazac, ze pierwsze proby wdrozenia moga
funkcjonowaé w Polsce juz za cztery lata. Decyzja bedzie nalezata do MEN. Pierwszy krok
wdrozenia e-matury jest mozliwy w tzw. dodatkowym terminie matury — tzw. Probna matura,
w ktorym w Polsce zdaje okoto 2 tysiecy uczniow (rok 2011) ze wszystkich przedmiotow
(okoto 150 z matematyki).
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8.2 Czym jest e-matura?

Projekt e-matura stanowi nowoczesny i innowacyjny system egzaminacyjny w skali
kraju, ktory pozwala rozwigzywac¢ dotychczasowe problemy, jakie wystepowaly podczas
przeprowadzania egzamindw, w nowy sposob. System pozwala na przeprowadzanie
egzamindw maturalnych z matematyki z wykorzystaniem komputerow podtaczonych do
Internetu. Przebieg egzaminu jest bardzo zblizony do zwyklego egzaminu maturalnego,
w ktorym uczniowie zasiadaja o ustalonej godzinie przed komputerami i przystepuja
jednoczesnie do pisania egzaminu. Po wystartowaniu egzaminu przez ucznia uzyskuje on
dostep do pytan egzaminacyjnych zaprezentowanych w nowoczesnej multimedialnej formie.
W przypadku, gdy uczen nie do konca rozumie, w jaki sposob dany typ zadania ma zostac
rozwigzany moze skorzysta¢ z kontekstowej pomocy przypisanej do kazdego pytania.

Uzytkownikami systemu e-matura b¢da docelowo uczniowie klas maturalnych, ktorzy
beda mogli wykorzysta¢ umieszczane w systemie materialy i egzaminy do podnoszenia wiedzy
i lepszego przygotowania do egzaminu urzgdowego. System zostal przygotowany w taki
sposob, aby mogli z niego korzysta¢ uczniowie rowniez z miejscowosci, gdzie dostep do
Internetu jest na stabszym poziomie (czgste przerwania potaczenia, staba przepustowosé taczy)
— poprzez wykorzystanie aplikacji typu ,,grupy klient”. Dzigki temu kazdy ze zdajacych
egzamin na platformie e-matura ma jednakowe szanse i zdaje na takich samych zasadach bez
wzgledu, z jakiej miejscowosci przystepuje do udzialu w projekcie. Ponadto system zaktada
wsparcie dla 0sdb niepelnosprawnych poprzez dostosowanie interfejsu uzytkownika do oséb
niedowidzacych.

Zadania egzaminacyjne mozna sklasyfikowac, jako tzw. zamknigte i otwarte. Zadanie
zamknigte sktada si¢ z dystraktorow (wzorcoéw biednych odpowiedzi) i jednego lub kilku
werstraktoréw (wzorcow prawidtowych odpowiedzi). W zadaniach otwartych samodzielnie
formuluje si¢ 1 zapisuje odpowiedzi. Stosowanie zadan zamknietych jest wygodne pod katem
tworzenia systemu automatycznego oceniania, zarowno w przypadku skanowania formularzy
z rozwigzaniami jak i systemow egzamindw online.

Projekt e-matura jest budowany w sposob na tyle uniwersalny, ze jest w stanie obstuzy¢
egzaminy rowniez z innych przedmiotoéw takich jak fizyka czy geografia. System moze stuzyé
rowniez do biezacej nauki wspierajac nauczycieli i uczniéw podczas calego procesu
dydaktycznego. Poniewaz e-matura jest systemem informatycznym, ktory wykorzystujac
zaawansowane algorytmy sprawdzania pytan moze mocno uprosci¢é i wspomoc prace
nauczyciela, dzieki czemu uczniowie bgdg mogli rozwigzywac samodzielnie wickszg ilos¢
zadan i na biezaco sprawdzaé¢ swoje mozliwosci bez potrzeby sprawdzania wszystkich prac
przez nauczyciela.

Nauczyciel ma réwniez dostep do raportow tworzonych automatycznie w systemie e-
matura, dzi¢gki czemu moze przez caly czas $ledzi¢ postepy danego ucznia i sprawdzac, w jakich
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dziedzinach uczen ma problemy i musi si¢ jeszcze poprawi¢. Aplikacja umozliwia bardzo
rozbudowany system raportowania. Oprécz standardowego wyniku logowane sg rowniez takie
dane jak ilos¢ wej$¢ ucznia w dane pytanie, czas rozwigzywania danego pytania, jak czesto
uczen korzystal z pomocy kontekstowej podczas rozwigzywania danego pytania. Dzigki takim
informacjom zaré6wno nauczyciele jak i osoby przygotowujace egzaminy maturalne moga
jeszcze lepiej dostosowywac uktadane pytania, aby zostaly jak najlepiej zrozumiane przez
zdajacych egzamin.

Projekt e-matura jest innowacyjnym podejsciem do tematu egzaminowania uczniow na
duza skale z wykorzystaniem systemu opartego o sie¢ Internet. Zastosowanie projektu do
przeprowadzenia egzaminu maturalnego niesie za sobg pewne wymagania dotyczace daty
i godziny, w ktorej taki egzamin si¢ odbywa. Aby zapewni¢ rownos$¢ i jednolite zasady
zdawania dla wszystkich uczestnikow projektu system musi umozliwia¢ jednoczesne
przystapienie do egzaminu przez bardzo duza liczbe uzytkownikéw. Aby sprosta¢ takim
wymaganiom system zostal zaprojektowany z wykorzystaniem rozproszonej infrastruktury
zarowno od strony bazy danych jak i aplikacji udostgpnianej uzytkownikom.

Baza danych jest kluczowym elementem projektu, ktory zapewnia dostep do tajnych az
do chwili startu egzaminu pytan oraz miejsca, w ktorym sa odkladane udzielone przez
uzytkownikow odpowiedzi. Baza danych zostata zbudowana z wykorzystaniem silnika bazy
danych Microsoft SQL Server 2008 R2. Aby zapewni¢ odpowiednig szybkos¢ dziatania zostat
do tego celu zbudowany klaster zlozony z dwoch fizycznych serweréw bazodanowych
podlaczonych poprzez sie¢ SAN do wspdtdzielonej macierzy opartej na twardych dyskach
z interfejsem SAS. Serwery bazodanowe zostaty odseparowane fizycznie od sieci Internet i sg
dostepne tylko za posrednictwem aplikacji udostgpnianej przez serwery aplikacyjne.
Zastosowanie technologii klastrowej zapewnia duza wydajnos¢ oraz bezpieczenstwo —
w przypadku fizycznej awarii jednego z serweréw drugi z powodzeniem przejmuje jego role
i serwuje dalej ustugi tak, aby uzytkownik koncowy nawet si¢ nie zorientowat, ze wystapity
jakie$ problemy techniczne. Poniewaz w bazie danych odktadane sa wszelkie informacje
o aktywnosci uzytkownika podczas egzaminu (odpowiedzi — nawet jesli uzytkownik zmieni
odpowiedz, kazda udzielona przez niego odpowiedz jest oddzielnie zapisywana do pdzniejszej
analizy, czas udzielania odpowiedzi, ilo§¢ wejs¢ w dane pytanie, informacje o korzystaniu
z kontekstowej pomocy technicznej itd.) wymagana jest duza wydajnos¢ dziatania silnika
bazodanowego. Podczas testow projektu przeprowadzonych w kwietniu 2011, w ktorych
wzieto udziat 2349 uczniow ze szkot z woj. todzkiego udato si¢ zmierzy¢ obcigzenie bazy
danych na poziomie okoto 10-15% wykorzystania sprzetu, ktory zostat zakupiony na potrzeby
projektu. Na podstawie testow syntetycznych przeprowadzonych z uzyciem serwerow, ktore
przeprowadzaty kontrolowane ataki DDOS na serwery bazodanowe projektu e-matura wynika,
ze zakupiony sprzet powinien sprostaé liczbie okoto 25 do 30 tysigcy (dla porownania liczba
maturzystéw podchodzacych pierwszy raz do matury w woj. 1édzkim z 2011 wynosita 22315)?
jednoczesnych uzytkownikow odwotujacych si¢ do bazy danych przez aplikacje e-matura.

2 Dane z OKE L6dz
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Biorac pod uwage wyniki testow syntetycznych oraz wprowadzane caty czas optymalizacje
w systemie zakupiony na potrzeby projektu sprzet powinien sprosta¢ wymaganiom
przeprowadzenia egzaminu maturalnego dla wszystkich maturzystow z wojewddztwa
todzkiego. Zwigkszanie liczby uzytkownikow bedzie wymagato inwestycji w rozbudowe
sprzetu.

Aplikacja e-matura jest interfejsem uzytkownika, przez ktéry uczniowie komunikujg si¢
z baza danych pobierajac pytania oraz udzielajac na nie odpowiedzi. Aplikacja zostata
zbudowane w oparciu o model tzw. grubego klienta z wykorzystaniem technologii Silverlight
4.0. Zastosowanie takiego modelu umozliwito zbudowanie duzo bezpieczniejszej aplikacji, a
takze znaczace zwickszenie wygody korzystania z aplikacji przez zdajacych egzamin uczniow.
Aplikacja jest uruchamiana z poziomu przegladarki WWW 1 z punktu widzenia uzytkownika
caly czas dziata jak strona sieci web. Jest to jednak aplikacja w modelu grubego klienta, co
oznacza, ze cata aplikacja jest pobierana na lokalny komputer uzytkownika i dziata catkowicie
autonomicznie. Interfejs uzytkownika jest tak samo responsywny dla uzytkownikoéw
podiaczonych do Internetu taczem o duzej przepustowosci jak i dla tych, ktorzy maja duzo
stabsze Iacza, czego nie datoby si¢ osiagnaé przy wykorzystaniu standardowej strony WWW,
gdyz uzytkownicy ze staby podiaczeniem do Internetu duzo dluzej musieliby czeka¢ na
przetadowywanie si¢ stron z kolejnymi pytaniami. Aplikacja e-matura niweluje ten problem,
przez co znaczaco zwigksza réwno$¢ szans przy zdawaniu egzaminu przez wszystkich
uzytkownikow. Aplikacja juz na samym poczatku pobiera wszystkie pytania i odwotuje si¢ do
serwera tylko w przypadku udzielania odpowiedzi na dane pytanie. Jesli nawet tgcznosé
z Internetem zostanie przerwana na chwile odpowiedzi uzytkownika sa zapisywane w pamigci
podrecznej aplikacji i gdy tylko taczno$¢ z serwerem zostaje odzyskana aplikacja wysyta
wszystkie dane w tle, nie wptywajac w zaden sposdb na prace uzytkownika.

Srodowisko fizyczne, ktore jest wykorzystywane do serwowania aplikacji e-matura
zostato stworzone w oparciu o 4 serwery wykorzystujace system operacyjny Microsoft
Windows 2008 R2. Serwerem, ktéry serwuje aplikacje dla uzytkownikow koncowych oraz
posredniczy w komunikacji pomiedzy aplikacja, a serwerem bazy danych jest IIS w wersji 7.5.
Ponadto jest jeszcze jeden serwer pelnigcy rolg tzw. ,,load balancer’a”, do ktdrego kierowana
sg wszystkie odwolania uzytkownikéw, ktorzy uruchamiaja aplikacje. Serwer ten kieruje
zapytania uzytkownikéw do serwerdw udostepniajacych aplikacje w taki sposob, aby jak
najlepiej rozlozy¢ obciazenie pomigdzy 4 serwery aplikacyjne zapewniajac w ten sposob
maksymalng wydajnos¢ serwowania danych. Wykorzystanie infrastruktury rozproszonej
zwigksza ponadto bezpieczenstwo korzystania z aplikacji poprzez zabezpieczenie przed awarig
sprzgtowa. W przypadku awarii jednego z serwerdow zapytania, ktore byty do niego kierowane
sa przekierowywane do pozostatych serwerow, ktore automatycznie przejmuja jego role.

Projekt e-matura zostal zbudowany w sposéb innowacyjny, aby jak najlepiej spetni¢
wymagania stawiane przed egzaminami maturalnymi z matematyki i nie tylko. Projekt jest
budowany w taki sposdb, aby byt jak najbardziej uniwersalny i mégt by¢ wykorzystywany po
wprowadzeniu pewnych przerobek rowniez w zastosowaniu do innych przedmiotow.
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E-Matura jest systemem egzaminacyjnym czasu rzeczywistego pozwalajaca na
przeprowadzenie wybranego egzaminu dla duzej probki uczniow w jednym czasie. Dzigki
zastosowaniu nowoczesnych rozwigzan z dziedziny informatyki system pozwala na
przeprowadzenie interaktywnego egzaminu dla kilkudziesigciu tysigcy osob. System zostat
stworzony na potrzeby przeprowadzenia egzaminu maturalnego z matematyki jednak jest
elastyczna architektura pozwala na dostosowanie go do kazdej innej dziedziny nauki czy sztuki.
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8.3 Cele projektu

Zaklada sie, ze celem glownym projektu jest dostarczenie innowacyjnego narzedzia stuzacego do
dokonania zmian w metodach nauczania i uczenia si¢, bedacego jednoczesnie narzedziem
pozwalajacym na weryfikacje zdobytej wiedzy, dzigki zastosowaniu mozliwosci sprawdzania poziomu
zdobytej wiedzy za posrednictwem interaktywnej platformy i zgromadzonego tam materiatu jak,
réwniez statystycznej analizy zbieranych wynikow.

Przy zatozeniu celu gléwnego sprecyzowane zostaly nastepujace cele szczegotowe projektu:

. Dostarczenie odbiorcom mozliwosci na wyrownania Ilub podniesienia poziomu
posiadanej wiedzy w zakresie matematyki, jak réwniez zweryfikowanie jej i ocenienie
Wskaznikiem osiggnigcia celu bedzie odsetek ucznidow, ktorzy podniesli swdj poziom
posiadanej wiedzy z matematyki.

Zrodlem danych bedzie przeprowadzenie badan podtuznych wéréd uzytkownikéw platformy.
Te same osoby podchodzi¢ beda do egzaminu z matematyki za posrednictwem platformy e-matura, co
najmniej dwa razy. Pozwoli to poréwnaé osiggane przez nie wyniki i stwierdzi¢, w jakim stopniu
podniosty one swdj poziom wiedzy i umiejetnosci z zakresu matematyki.

Wartos¢ docelowa: Cel zostanie osiagniety, jezeli zostanie stwierdzone, ze co najmniej 960
uczniow podniesie swoj poziom wiedzy z matematyki.

. Dostarczenie uzytkownikom mozliwosci wykorzystania innowacyjnego narzedzia celem
podniesienia  atrakcyjnosci  prowadzonych form nauczania, a tym samym
przelamywania istniejqcych w tym zakresie stereotypow.

Wskaznikiem osiggniecia celu bedzie stopien wykorzystania platformy e-matura zaréwno przez

nauczycieli jak i uczniow.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badan ankietowych przeprowadzonych w etapie
testowania projektu.

Wartos¢ docelowa: cel zostanie osiggnicty, jezeli co najmniej 32 placowki i 64 nauczycieli
zdeklaruje, ze uzyskata innowacyjne mozliwosci wykorzystania platformy e-matura.

. Dostarczenie uzytkownikom instytucjonalnym, przy zachowaniu poufnosci, mozliwosci
zbierania i analizowania danych
Wskaznikiem osiggnigcia celu bedzie odsetek dyrektordw/nauczycieli, ktorzy beda
wykorzystywaé¢ gromadzone po kazdym egzaminie dane dotyczace osiaganych przez uczniéw
wynikdw.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badan ankietowych przeprowadzonych w gronie
dyrektorow i nauczycieli ze szkot uczestniczacych w projekceie.

Warto$¢ docelowa: cel zostanie osiaggnigty, jezeli co najmniej 64 dyrektoréw/nauczycieli z 32
placowek zadeklaruje chgé wykorzystywania zgromadzonego dzigki platformie materiatu.
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. Otwarcie si¢ szkol ponadgimnazjalnych na dzialania innowacyjne doprowadzajgce do
udostepniania gromadzonej na uczelniach wyzszych wiedzy
Wskaznikiem osiagnigcia celu bedzie odsetek szkot zainteresowanych udziatlem w projekcie.

Zrédlem danych bedzie analiza wynikéw badaf ankietowych przeprowadzonych zaréwno
wsrdd szkot bioracych udziat w etapie testowania jak rowniez szkdt losowo wybranych, ktére nie wzigty
udziatu w tym etapie.

Wartos¢ docelowa: cel zostanie osiagnigty, jezeli co najmniej 32 placowki zadeklaruja cheé
wzigcia udzialu w projekcie.

. Zwigkszenie zainteresowania uczniow szkol ponadgimnazjalnych  kontynuacjg
ksztalcenia na kierunkach o kluczowym znaczeniu dla gospodarki opartej na wiedzy
Wskaznikiem osiagniecia celu bedzie odsetek ucznidéw bioragcych udziat w badaniu
ankietowym, ktory uzna, ze wprowadzanie i uzywanie narzedzi typu platforma e-matura korzystnie
wplywa na popularyzacje przedmiotéw S$cistych i tym samym na zwigkszenie liczby uczniow
zainteresowanych kontynuacja nauki na kierunkach o kluczowym znaczeniu dla gospodarki opartej na
wiedzy.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badan ankietowych przeprowadzonych w gronie
uzytkownikéw platformy e-matura. Badania te przeprowadzone beda dla kazdego uczestnika
dwukrotnie: najpierw podczas badania w klasie przedmaturalnej a pdzniej w klasie maturalnej, dlatego
mozna bedzie poréwnac odpowiedzi przed korzystaniem z platformy jak i po e-egzaminie.

Wartos¢ docelowa: Cel zostanie osiagniety, jesli 20% biorgcych udzial w ankiecie uzna, ze
wprowadzanie i uzywanie narzedzi typu platforma e-matura korzystnie wpltywa na popularyzacje
przedmiotoéw Scistych i tym samym na zwigkszenie liczby uczniéw zainteresowanych kontynuacja
ksztalcenia na kierunkach o kluczowym znaczeniu dla gospodarki opartej na wiedzy.
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8.4 W jaki sposob nasz projekt moze pomaoc?

Elektroniczna forma przeprowadzania egzaminéw rozwiazuje wiele problemow.

1. Przede wszystkim zmniejszone zostana koszty przeprowadzenia egzaminu gdyz poza

jednorazowym wydatkiem na sprzgt, oprogramowanie i jego utrzymanie nastgpne egzaminy
moga si¢ juz odbywa¢ przy minimalnych kosztach eksploatacyjnych. Ponadto znikajg tez

koszty, jakie nalezy ponies¢ na oplacenie nauczycieli sprawdzajacych prace egzaminacyjne,

2. Dostarczenie pytan do jednostek egzaminujacych jest w pelni bezpieczne i poufne
automatyczne i dziala na zasadzie szyfrowania kluczem asymetrycznym pochodzacym
z certyfikatdw wystawionych przez autoryzowane jednostki certyfikujace. Dzieki takiemu

podejsciu pytania docieraja bezpiecznie do odbiorcy bez mozliwosci ich ,,wycieku”. Serwery
z danymi sg wlaczane do sieci dopiero w momencie uruchomienia e-matury. Co eliminuje
wczesniejsze wlamania hakerow.

3. Elektroniczna matura pozwala uzyska¢ natychmiastowy wynik, poniewaz system wedlug

zadanych parametrow dokona analizy i sprawdzenia prac dostarczajac do ucznia wynik zaraz
po zakoniczonym egzaminie dajac egzaminowanej osobie o wiele wigkszy komfort psychiczny.
4. Elektroniczna matura_znaczaco ogranicza mozliwos¢ ,.Sciagania”.

5. Kolejnym elementem, na jaki pozwala elektroniczne egzaminowanie jest zbieranie danych
statystycznych o czasie trwania i liczbie powtérzen poszczegélnych czynnosci w trakcie

rozwigzywania egzaminu. Co umozliwia doskonalenie zadan ulepszanie dydaktyki, gdyz kazdy
nauczyciel otrzyma dane, wskazujace w jakim obszarze uczen ma najwieksze braki, aby

mozna bylo je jeszcze odpowiednio wcze$nie skorygowa¢. Uzyskanie takich informacji z

matur tradycyjnych nie jest mozliwe. W systemie gromadzone bgda wyniki umozliwiajace

prowadzenie badan statystycznych przez uzytkownikdéw produktu, a odbiorcom wskaza

obszary, w ktérych wystepuja braki wiedzy potrzebnej do zdania egzaminu maturalnego

z matematyki. Przeprowadzenie egzaminu maturalnego w wersji elektronicznej

z wykorzystaniem budowanego systemu informatycznego daje dodatkowe mozliwosci

zbierania i analizy danych. w przeprowadzonej w kwietniu 2011 prébnej e-maturze system

egzaminacyjny zapisywat m. in. nastgpujace informacje:

1) Liczbg prob rozwigzania danego zadania;

2) Sumaryczny czas spgdzony przez ucznia nad danym zadaniem (razem we wszystkich
probach);

3) Oczywiscie liczba punktéw uzyskanych za zadanie. w przypadku braku punktéw za zadanie
system rozrozniat sytuacje:

a) uczen probowal rozwigzywacé i uzyskat 0 punktéw,

b) uczen nie podjat proby podania odpowiedzi.

Czas spedzony przez ucznia nad danym zadaniem jak i liczbe prob rozwigzania danego
zadania mozna traktowaé, obok liczby punktéw uzyskanych za zadanie, jako swoiste miary
trudnosci zadania. Patrzenie na uzyskang przez uczniéow punktacje z uwzglednieniem w/w danych
oraz np. informacji na temat liczby ucznidow, ktorzy nie podjeli proby rozwigzania zadania pozwala
wyciagnac o wiele wigcej wnioskow niz bytoby to mozliwe tylko w oparciu samg punktacjg.

Informacje te sa cenne zardwno dla egzaminatoréw jak i nauczycieli oraz uczniow.
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Na podstawie przeprowadzonej krétkiej analizy nasuwajag si¢ nam nastgpujace wnioski:

e skumulowana informacja o punktacji, czasie rozwiazania i liczbie powrotéw do
danego zadania moga stanowi¢ cenne wskazowki dla nauczyciela i ucznia. Nawet
zadowalajaca punktacja za zadanie przy duzej liczbie powrotéw do zadania
i dhlugim czasie rozwigzania moga s$wiadczy¢ o zbyt slabym wycwiczeniu
i ugruntowaniu danej partii materiatu;

e fakt braku podejmowania proby rozwigzania danego zadania np. na egzaminie
maturalnym mimo zgodnosci tresci zadania z podstawg programowa powinien by¢
sugestig dla egzaminatorow , aby by¢ moze zmieni¢ forme zadania;

e informacje o srednim czasie rozwigzania danego zadania (szerzej — zadania danego
typu) pomoga lepiej dopasowaé czas egzaminu do rzeczywistego poziomu
trudnosci zadan (tzn. poziomu trudnosci z punktu widzenia ucznia).?

6. wykorzystanie infrastruktury informatycznej szkot

7. ulatwienie dostepu 0s6b niepelnosprawnych do egzaminéw

3 Badania wlasne, raport w zataczeniu (zatacznik 4)
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8.5 Grupy, ktére moga korzystac ze wsparcia

Zatozenia projektu wskazuja, iz finalnie z wypracowanej, przetestowanej i udostepnionej
platformy beda korzystali uczniowie klas maturalnych z terenu wojewodztwa tddzkiego przystepujacy
do egzaminu maturalnego z matematyki. Jak zostalo wspomniane wczesniej na etapie testowania do
grupy docelowej zostang wlaczeni takze uczniowie klas przedostatnich (drugich w przypadku liceum,
trzecich w przypadku technikum)

Platforma zostanie udostgpniona réwniez uczniom z niepetnosprawnosciami. Grupa docelowa to
réwniez wszyscy uczniowie szkot ponadgimnazjalnych, ktdrzy wobec braku mozliwosci korzystania
z zaje¢ dodatkowych lub tez chcacy na biezaco weryfikowac posiadang wiedze dzieki oferowanemu,
innowacyjnemu wsparciu beda mogli przeciwdziala¢ dysproporcjom wystepujacym w poziomie
przekazywanej w szkole wiedzy jak rowniez w nierdéwnym dostepie do zaje¢ pozalekcyjnych.
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Ksigzka przygotowana w ramach projektu ,,E-matura’, wspotfinansowanego przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spofecznego, Programu Operacyjnego Kapital Ludzki, Priory-
tet III Wysoka jakos$¢ systemu oswiaty, Dzialanie 3.3 Poprawa jakosci ksztalcenia, Poddziatanie
3.3.4 Modernizacja tresci i metod ksztalcenia — projekty konkursowe.
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