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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych

Wprowadzenie

Matematyka jest nauka, ktéra stanowi istotne wsparcie dla innych dziedzin, zwtaszcza dla
nauk przyrodniczych i informatycznych. Nauczanie matematyki w szkole opiera sie na
czterech fundamentach: nauce rozumowania matematycznego, analizie i interpretacji
informaciji, ksztatceniu sprawnos$ci rachunkowej oraz przekazywaniu wiedzy o wlasnosciach
obiektow matematycznych.

Sprawnos¢ Sprawnosc¢ rachunkowa jest niezwykle waznym elementem

rachunkowa nauczania matematyki nawet obecnie, kiedy wiele rachunkow
wykonuje sie za pomocg sprzetu elektronicznego. Waznym
celem ¢wiczenia sprawnosci rachunkowej jest ksztattowanie
wyobrazenia o wielkosciach liczb, a w konsekwencji
doskonalenie umiejetnosci precyzyjnego szacowania wynikéw.
Takie wyobrazenie utatwia codzienne zycie, na przyktad
planowanie budzetu domowego. Na wyzszym poziomie, przy
dziataniach na wyrazeniach algebraicznych, sprawnosc¢
rachunkowa pozwala doskonali¢ umiejetnos¢ operowania
obiektami matematycznymi.

Wykorzystanie Istotnym elementem edukacji matematycznej jest umiejetnosé

i tworzenie informacji  analizy i interpretacji tekstu matematycznego przedstawionego
w roznej formie, np. relacji, wykreséw, tabel, diagraméw oraz
interpretacji uzyskanego wyniku, sensownosci otrzymanego

rozwigzania.
Wykorzystanie Wiedza o wtasnosciach obiektéw matematycznych pozwala na
i interpretowanie swobodne operowanie nimi i stosowanie obiektéw
reprezentaciji matematycznych do opisu bgdz modelowania zjawisk

obserwowanych w rzeczywistosci. Wiasnosci matematyczne
modeli przekfadajg sie czesto na konkretne wtasnosci obiektow

rzeczywistych.
Rozumowanie Rozumowanie matematyczne to umiejetno$¢ poszukiwania
matematyczne rozwigzania danego zagadnienia. Dobrze ksztatcona rozwija

zdolno$¢ myslenia konstruktywnego, premiuje postepowanie
nieschematyczne i twércze. Ponadto rozumowanie
matematyczne narzuca pewien rygor $cistosci: dowdd
matematyczny musi by¢ poprawny. Dobre opanowanie
umiejetnosci rozumowania matematycznego utatwia w zyciu
codziennym odréznianie prawdy od fatszu.

Powyzsze umiejetnosci zostaty ujete w podstawie programowej jako cele ksztatcenia —
wymagania ogolne.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych

Zadania sprawdzajace wymagania
Z podstawy programowej —
poziom rozszerzony
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Zbiér zadan z matematyki

Oblicz wartos¢ wyrazenia
1 0g83310g32 -log,,8 - logy4

Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Liczby a, b, ¢ sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego o réznicy réwnej 7. Jedna
z tych liczb jest wielokrotnoscig liczby 7.

Wykaz, ze iloczyn a- b - c jest podzielny przez 294.

CENTRALNA Strona 9z 110
KOMISJA
EGZAMINACYJNA



Zbiér zadan z matematyki

Niech a, b bedg liczbami catkowitymi, dla ktérych zachodzi réwno$é¢ 2a? + a = 3b% + b.

Wykaz, ze jesli 5 jest dzielnikiem liczby a — b, to 25 réwniez jest dzielnikiem
liczby a — b.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Rozpatrzmy liczby naturalne wieksze od 1000, w ktorych zapisie wystepuje tylko cyfra 1:
a=11...111

n

Wykaz, ze jesli liczba a zapisana za pomoca n jedynek jest liczbg pierwsza, to liczba
n réwniez jest liczbg pierwsza.
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Zbiér zadan z matematyki

Suma liczb catkowitych x i y jest podzielna przez 3.

Wykaz, ze suma szescianow liczb x i y jest podzielna przez 9.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych
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Zbiér zadan z matematyki

W rozwinieciu wyrazenia (a + b)™ dla pewnego n € N suma wspotczynnikow przy
wyrazach a™ 2b? oraz a™ b jestréwna 66.

Oblicz n. Zapisz obliczenia.

m Zadanie sprawdza wymaganie 11.R3) podstawy programowej z matematyki, ktére nie bedzie
obowigzywato w petnym zakresie na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Niech a, b, ¢ beda takimi liczbami catkowitymi, ze a2 + bv/3 + cv/6 = 0.

Wykaz,ze a=b =c=0.
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Zbiér zadan z matematyki

2022

2022
Wykaz, ze liczba a = (\/E + 2) + (\/3 - 2) jest wymierna.

m Zadanie sprawdza wymaganie 11.R3) podstawy programowej z matematyki, ktére nie bedzie
obowigzywato w petnym zakresie na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Rozwiaz nieréwnosé 2x? + x|2x — 1| < 3.

Zapisz obliczenia.
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Zbiér zadan z matematyki

Rozwiaz nieré6wnos¢
—2x—8

4 >
XAt 17 16

Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych
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Zbiér zadan z matematyki

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
2x2 - (2m+7)x+m?*-3m+21=0
ma dwa rézne rozwiagzania rzeczywiste x; oraz x, , spelniajgce warunek x; = 2x,.

Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych
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Zbiér zadan z matematyki

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sg nieréwnosci

2(Vn+2-Vn+1) < <2(Wn+1-+n)

i

1 1
Vn+1 Vn+1
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Rozwiaz uktad réwnan

{xz—2x+y2 = 24
x2—10x + y2— 8y + 40 =0

Zapisz obliczenia.
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Zbiér zadan z matematyki

Zadanie 14. (0-3)
Dane sg funkcje k oraz p. Funkcja k jest okreslona wzorem k(x) =5 — x? dla kazdej

liczby rzeczywistej x. Funkcja p jest okreslona wzorem p(x) = V1 — x dla kazdej liczby
rzeczywistej x nie wiekszej od 1. Funkcje f oraz g sa okreslone nastepujaco:

f=koporaz g=pok.

Wyznacz wzory i dziedziny funkcji f oraz g.

m Zadanie sprawdza wymaganie V.R2) podstawy programowej z matematyki, ktére nie bedzie
obowigzywato na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

. .. |x2—9|
Narysuj wykres funkcji f(x) = S=x

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie f(x) = m nie ma
rozwigzania. Zapisz obliczenia.
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Zbiér zadan z matematyki

Dany jest rosngcy cigg arytmetyczny (a,,) okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
Ciag (a4 -a,, a,-az, as-a,) jestgeometryczny i ma wyrazy rozne od zera.

Oblicz iloraz tego ciggu geometrycznego. Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych
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Zbiér zadan z matematyki

Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (x,y), dane sa dwie proste [
oraz l,. Kat miedzy tymi prostymi ma miare 45°. Wspdtczynnik kierunkowy w réwnaniu

2
prostej [; jestrowny 3

Oblicz wspétczynnik kierunkowy w réwnaniu prostej l,. Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Rozwiaz réwnanie

cos? x —=3-sinxcosx — sinfx =0
w przedziale [—m,m].

Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych

Zadanie 19. (0-3)

Na szczycie wiezy o wysokosci h umieszczono pionowo antene radiowg stacji nadawczej
o diugosci [ (I > h). Punkt O lezy na ptaszczyznie poziomej przechodzgcej przez
podndze wiezy, a punkt A znajduje sie na koncu anteny. Koniec anteny A wida¢ z punktu
O pod dwukrotnie wiekszym katem niz wieze (zobacz rysunek).

A
*
\\
\\
\\
\\
\\
l S~
\\

I S~

I S~

} ~

/ N

~ \\
— = N
— T~ T~
- - ~
| - T~ >~
h| = - N
— ~——_ S~
— ———_ >~
— ———_ >
| - ——__ >
=0
X
Oblicz odlegtos¢ x podnéza wiezy od punktu A. Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych

Zadanie 20. (0-6)

W pewien okrag wpisano czworokat ABCD

taki, ze |AB| =10, |CD| = 6 oraz

|BC| = |BD|. Styczna do tego okregu >
w punkcie C tworzy z bokiem CD kat «a 6

0 mierze 30° (zobacz rysunek).

Oblicz pole czworokata ABCD. Zapisz obliczenia. B
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych
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Zbiér zadan z matematyki

W trapezie ABCD przekatna BD jest dwusieczng kata CBA i przecina przekatng AC
w punkcie K, takim, ze |CK|:|KA| = 1: 3. Pole tego trapezu jest réwne 100(vV6 — v2),

V6+v2

sin4#BAD = Y

|AD| = 10 oraz kat BAD jest ostry.

Oblicz dtugosci pozostatych bokéw trapezu ABCD. Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych
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Zbiér zadan z matematyki

Zadanie 22. (0-6)

Punkt D lezy wewnatrz trojkagta ABC. Prosta przechodzaca przez punkt D iréwnolegta do
boku AC przecina bok AB w punkcie K, abok BC w punkcie L. Prosta przechodzaca
przez punkt D iréwnolegta do boku BC przecina bok AB w punkcie M, a bok AC

w punkcie N (zobacz rysunek). Stosunek obwodu trojkata KMD do obwodu tréjkata KBL
jestrowny 5 : 7, a stosunek obwodu tréjkgta KMD do obwodu trojkata AMN jest

réwny 5 : 8. Pole czworokgta DLCN jest rowne 15.

A K M~ B

Oblicz pole tréjkata ABC. Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych
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Zbiér zadan z matematyki

Funkcja f jest okreslona wzorem

V2x e
f) =g =377

dla kazdej nieujemnej liczby rzeczywistej x.

Wykaz, ze funkcja f ma co najmniej jedno miejsce zerowe dodatnie mniejsze od 3.

m Zadanie sprawdza wymaganie XI1I.R2) podstawy programowej z matematyki, ktore nie bedzie
obowigzywato na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) =+vV1+44x dla x € [—%, +00).

Napisz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie x, = 2. Zapisz obliczenia.

m Zadanie sprawdza wymaganie XI1l.R4) podstawy programowej z matematyki, ktore nie bedzie
obowigzywato w petnym zakresie na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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Zbiér zadan z matematyki

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x* — 2x3 + x? — 1 dla kazdej liczby
rzeczywistej x € [—1,3].

Wyznacz zbior wartosci funkcji f.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Trojkat ABC, w ktérym |AC| = |BC|, jest wpisany w okrag o promieniu R. Srodek tego
okregu lezy wewnatrz trojkgta. Niech x oznacza odlegtos¢ srodka okregu od podstawy AB.

Wykaz, ze pole tréjkata ABC jako funkcja zmiennej x jest okreslone wzorem
P(x) = (R + x)VR?% — x2. Okre$l dziedzine tej funkcji.
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Zbiér zadan z matematyki

Dany jest okrag o promieniu R. Rozwazamy wszystkie trojkaty spetniajgce warunki:
e sg wpisane w ten okrag

e majg obwody rowne 3R

e majg jeden z bokéw dwukrotnie dtuzszy od drugiego.

Znajdz tréjkat o mozliwie najwiekszym polu przy zadanych warunkach. Oblicz jego
pole. Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych
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Zbiér zadan z matematyki

Zadanie 28. (0-6)

Grazyna planuje zrobienie pudetka (bez wieczka) w ksztalcie prostopadtoscianu. W tym celu
zamierza wykorzystac prostokgtny kawatek tektury o wymiarach 10 cm X 16 cm, odcinajgc
Z kazdego rogu kwadrat o boku x cm (zobacz rysunek).

A
X

10 cm

A
v

16 cm

Oblicz wartos¢ x, dla ktérej objetos¢ otrzymanego pudetka bedzie najwieksza. Oblicz
te najwiekszg objetos¢ pudetka. Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych
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Zbiér zadan z matematyki

Zadanie 29. (0-6)

Dom D stoi w odlegtosci 5 km od prostoliniowego odcinka drogi. W chwili poczatkowej
Janusz znajduje sie na tej drodze w punkcie A oddalonym od domu D o 13 km (zobacz
rysunek). Janusz moze i$¢ drogg z maksymalng predkoscig 5 km/h, za$ poza nig moze
poruszac sie z maksymalng predkoscig 3 km/h.

13 km

Oblicz najkrétszy czas potrzebny Januszowi na dojscie do domu D.
Zapisz obliczenia.

m Zadanie sprawdza wymaganie XIII.R4) podstawy programowej z matematyki, ktére nie bedzie
obowigzywato w petnym zakresie na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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Zbiér zadan z matematyki

Zadanie 30. (0-4)

Ciezarowka ma do pokonania trase dtugosci S km, poruszajgc sie po autostradzie ze statg
predkoscig v km/h. Minimalna predkosc¢ dla ciezaréwek na autostradzie wynosi 40 km/h,
maksymalna — 80 km/h. Wiemy, ze litr paliwa kosztuje 8 ztotych, a kierowca otrzymuje
42 ziote za godzine swej pracy. Zuzycie paliwa w ciggu jednej godziny jazdy autostradg

2

w zaleznosci od predkosci v wyrazone w litrach mozna opisac funkcjg f(v) =7 + 200"

Oblicz, przy jakiej predkosci koszt przejazdu bedzie najmniejszy. Zapisz obliczenia.

Wskazowka: przyjmij, ze koszt przejazdu jest sumg kosztu paliwa oraz wynagrodzenia
kierowcy.
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Zbiér zadan z matematyki

Zadanie 31. (0-6)

Dana jest kula o promieniu 1. Rozpatrujemy wszystkie stozki
zawierajgce srodek kuli i wpisane w te kule, to znaczy takie, w ktoérych:
e wierzchotek lezy na powierzchni kuli

e o0krag, bedacy krawedzig podstawy stozka, lezy na powierzchni kuli
(zobacz rysunek).

Oblicz promien podstawy tego stozka, ktéry ma najwiekszg objetos¢.
Oblicz objetos¢ tego stozka. Zapisz obliczenia.

Zadanie sprawdza wymagania XIII.R4) oraz X.6) podstawy programowej z matematyki, ktére nie
beda obowigzywac¢ w petnym zakresie na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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Zbiér zadan z matematyki

Zadanie 32. m

Dana jest kula o promieniu 1. Rozpatrujemy wszystkie stozki opisane
na tej kuli, to znaczy takie, ktorych:

e podstawa ma doktadnie jeden punkt wspdlny z kulg

e kazda tworzgca ma dokfadnie jeden punkt wspolny z kulg

(zobacz rysunek).

Zadanie 32.1. (0-2)
Wykaz, ze objetos¢ V stozka o wysokosci h wyraza sie wzorem
h*m

T

m Zadanie 32. sprawdza wymaganie X.6) podstawy programowej z matematyki, ktre nie bedzie
obowigzywac¢ w petnym zakresie na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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Oblicz wysokos¢ tego stozka, ktéry ma najmniejszg objetosé. Oblicz objetosé tego
stozka. Zapisz obliczenia.

Wskazéwka: skorzystaj z informacji, ze objeto$¢ stozka o wysokosci h wyraza sie wzorem

h?m

W =352
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Zasady oceniania
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Zadanie 1. (0-3)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegoétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze
kilkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odroéznianie dowodu od przyktadu.

Uczen:
I.R) stosuje wzor na zamiane podstawy
logarytmu.

Zasady oceniania

1
3 pkt — obliczenie wartosci wyrazenia: 3

2 pkt — zastosowanie wzorow na logarytm potegi i zapisanie wyrazenia w postaci:

logg3°832.

1 pkt — zastosowanie twierdzenia o zamianie podstaw logarytmu i zapisanie wyrazenia

1 1
w postaci: logg 33logz2—3logz8—3logz4

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Stosujemy wzoér na zamiane podstaw logarytmu i przeksztatcamy wyktadnik potegi

1 1
3logs 2 —log,,8 — log,4 = 3logz2 — log338 — log,24 = 3logz2 — §log38 — Elog3 4
Stosujemy wzor na logarytm potegi
1 1 1 1
3log; 2 — §10g3 8 — Elog3 4 =3log;2 — §log3 23 — Elog3 22 =

1 1
=310g32—§-310g32—§-210g32=log32

Stosujac wzér al®8a? = b, obliczamy warto$é potegi

1 1
logg 33 log, 2—§log3 8—710g3 4

Zadanie 2. (0-4)

1
= logs 31°832 = logg 2 = 3

Wymaganie ogéine

Wymagania szczegoétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze
kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odréznianie dowodu od przyktadu.

Uczen:

1.2) przeprowadza proste dowody dotyczgce
podzielnosci liczb catkowitych i reszt

z dzielenia nie trudniejsze niz [...] dowdd
podzielnoéci przez 24 iloczynu czterech
kolejnych liczb naturalnych.

VI.7) wykorzystuje wtasnos$ci ciggéw, w tym
arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych
w kontekscie praktycznym.
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Zasady oceniania
4 pkt — zapisanie iloczynu liczb a, b, ¢ w postaci: abc =7-49-(k—1Dk(k+1), ke Z
ORAZ
uzasadnienie, ze liczba (k — 1)k(k + 1) jest catkowita i podzielna przez 6.
3 pkt — zapisanie iloczynu liczb a, b, ¢ w postaci: abc =7-49-(k— 1Dk(k+ 1), k € Z.
2 pkt — zapisanie iloczynu liczb a, b, ¢ w postaci: abc = (7k — 7)7k(7k +7), k € Z.
1 pkt — zapisanie jednej z liczb w postaci wielokrotnosci liczby 7, np.: b =7k, k € Z,
ALBO
zapisanie zalezno$ci miedzy wyrazami ciggu arytmetycznego,
np. a=b—-7,c=b+7.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Jeslijedna z liczb a, b, c jest wielokrotnoscig liczby 7, a réznica ciggu rowniez jest
rowna 7, wynika stad, ze kazda z tych liczb musi by¢ catkowitg wielokrotnoscig liczby 7.
Przyjmijmy, ze

b=7k, keZ
Poniewaz liczby a, b, ¢ sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego o réznicy réwnej 7,
wiec liczby a i ¢ mozna wyznaczy¢ w zaleznosci od liczby b:

a=b—-7, c=b+7,
Otrzymujemy zatem
abc = (Tk—7)7k(7Tk+7) = 7-49(k — Dk(k+1), ke Z
Uzasadnimy, ze liczba (k — 1)k(k + 1) jest catkowita i podzielna przez 6.

Poniewaz k jest liczbg catkowitg, to (k — 1) oraz (k + 1) tez sg liczbami catkowitymi,

zatem ich iloczyn rowniez jest liczbg catkowitg.

Wyrazenie (k — 1)k(k + 1) jest iloczynem trzech kolejnych liczb catkowitych, wiec jest

podzielne:

e przez 2, poniewaz wsrod trzech kolejnych liczb catkowitych co najmniej jedna jest liczbg
parzysta,

e przez 3, poniewaz wsrod trzech kolejnych liczb catkowitych jedna jest liczbg podzielng
przez 3.

Wynika stad, ze iloczyn (k — 1)k(k + 1) jest podzielny przez 6.

Jednym z czynnikéw w rozktadzie iloczynu abc jest liczba 49, ailoczyn (k — 1)k(k + 1)
jest podzielny przez 6, zatem iloczyn abc jest podzielny przez 49 - 6 = 294.
To nalezato wykazac.
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Zadanie 3. (0-2)

Wymaganie ogéine Wymagania szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Uczen:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze I.1) wykonuje dziatania (dodawanie,
kilkuetapowych, podawanie argumentéw odejmowanie, mnozenie, dzielenie,
uzasadniajgcych poprawno$¢ rozumowania, | potegowanie, pierwiastkowanie,
odroéznianie dowodu od przyktadu. logarytmowanie) w zbiorze liczb
rzeczywistych;

1.2) przeprowadza proste dowody dotyczgce
podzielnosci liczb catkowitych i reszt

z dzielenia nie trudniejsze niz:

a) dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu
czterech kolejnych liczb naturalnych,

b) dowdd wtasnosci: jesli liczba przy
dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to jej trzecia
potega przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2.

Zasady oceniania

2 pkt — uzasadnienie, ze liczba 25 jest dzielnikiem liczby a — b.

1 pkt — zapisanie liczb a? lub b? w postaciiloczynéw: a? = (a — b)(3a+3b + 1) lub
b? = (a— b)(2a + 2b + 1).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Wyznaczajgc b? z warunku zadania, mamy
b2 =2a?+a—-2b>—b=2(*-b?>)+(a—b)=2(a—b)(a+b)+ (a—D>b)

Wyciggajac przed nawias wyrazenie (a — b), otrzymujemy rownos¢
b? =(a—b)(2a+2b+1)

Zaktadajac, ze 5 jest dzielnikiem réznicy (a — b), mozemy stwierdzi¢, Zze jest ona réwniez
dzielnikiem liczby b?. Poniewaz 5 jest liczbg pierwsza, musi byé réwniez dzielnikiem liczby b.

Skoro 5 dzieliliczby (a — b) oraz b, musi réwniez dzieli¢ ich sume: (a —b) + b = a.
Wtedy z kolei liczba (2a + 2b + 1) przy dzieleniu przez 5 daje reszte 1 inie moze byé
wielokrotnosciag liczby 5.

Jesli zatem liczba 5 jest dzielnikiem liczby b, to 52 = 25 musi byé dzielnikiem liczby b2.
Poniewaz 5 nie moze by¢ dzielnikiem (2a + 2b + 1), to oznacza, ze 25 musi by¢
dzielnikiem czynnika (a — b) wystepujgcego w rozktadzie liczby b?.

Wykazalismy zatem, ze jesli 5 jest dzielnikiem liczby a — b, to 25 réwniez jest dzielnikiem
liczby a — b.
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Uwaga

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢, przedstawiajgc liczbe a? w postaci

a’>=3a’+a—-3b>—b=(a—h)(Ba+3b+1)

Zadanie 4. (0-2)

Wymaganie ogdéine

Wymaganie szczegoétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze
kilkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odroéznianie dowodu od przyktadu.

Uczen:

1.2) przeprowadza proste dowody dotyczgce
podzielnosci liczb catkowitych i reszt

z dzielenia nie trudniejsze niz:

a) dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu
czterech kolejnych liczb naturalnych,

b) dowdd wtasnosci: jesli liczba przy
dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to jej trzecia
potega przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2.

Zasady oceniania

2 pkt — uzasadnienie, ze jedli liczba a jest liczbg pierwszag, to n jest liczbg pierwsza.

1 pkt — zapisanie zatozenia, ze n nie jest liczbg pierwszg oraz n =

k-l

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Rozpatrujemy liczby postaci

a=11111...111

n

Zatézmy, ze n nie jest liczbg pierwszg. Istniejg wtedy takie liczby naturalne k, [, ze

n==%k-L

Niech b oznacza liczbe catkowitg zapisang za pomoca k jedynek. Oznacza to, ze

b = 101 +10%2+...+10%2 + 10 + 1.

W zapisie liczby a widzimy [ grup, kazda zlozona jest z k jedynek.

a=11..111..1..11..1

k K k
1
a=bb..b

Zatem

a=b+10"-b+10% b+ ..+ 104D . p = p(1 410 + 10%* + ...+ 10%C-D)

Oznacza to, ze liczba a ma co najmniej dwa naturalne dzielniki wigksze od 1, zatem jest
ztozona. Dochodzimy wiec do sprzecznosci, co pokazuje, ze niemozliwa jest sytuacja, gdy
liczba pierwsza a posiada w swoim zapisie n jedynek i n nie jest liczbg pierwsza.

CENTRALNA
KOMISJA
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Komentarz

Zauwazmy, ze z tego, ze n jest liczbg pierwszg, wcale nie musi wynika¢, ze a bedzie
pierwsza.

Liczba 11111 = 41 - 271 zostata zapisana za pomoca pieciu jedynek, a jest, jak widag,
liczbg ztozong. Podobnie 1111 111 = 239 - 4 649.

Zadanie 5. (0-4)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Uczen:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze II.R3) korzysta ze wzordéw na: a3 + b3,
kilkuetapowych, podawanie argumentéw (a +b)", (a—Db)™.
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odréznianie dowodu od przyktadu.

Zasady oceniania

4 pkt — zastosowanie zatozenia i zapisanie sumy szescianow liczb x i y w postaci
x3 +y3 =3k [(Bk)? — 3xy] = 9k(3k? — xy)
ORAZ
uzasadnienie, ze liczba k(3k? — xy) jest catkowita.

3 pkt — zastosowanie zatozenia i zapisanie sumy sze$ciandéw liczb x i y w postaci
x3 +y3 =3k [(Bk)? — 3xy] = 9k(3k? — xy).

2 pkt — zapisanie sumy sze$cianéw liczb x i y w postaci
x3+y3 = (x +y)[(x +y)* - 3xy].

1 pkt — zapisanie sumy liczb x i y wpostaci x +y = 3k, k € Z.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Zapisujemy sume liczb x i y w postaci
x+ y= 3k, keZ

Stosujemy wzor na sume szescianow liczb x i y, kolejno przeksztatcajgc wyrazenie

*+y? = (x+yx?—xy+y*] = (x+[(x+y)? - 3xy]
Z zatozenia mamy x + y = 3k, zatem mozemy przeksztatci¢ dalej
(x+y)[(x+y)?—3xy] = 3k-[(Bk)? —3xy] = 9%k - (Bk? —xy), k€ Z
Uzasadnimy, ze liczba k(3k? — xy) jest catkowita.

Poniewaz k jest liczbg catkowitg, to 3k? tez jest liczbg catkowitg.

Poniewaz x i y sag liczbami catkowitymi, wiec iloczyn xy rowniez jest liczbg catkowitg.
Réznica liczby catkowitej 3k? i liczby catkowitej xy jest liczbg catkowita.

lloczyn liczby catkowitej (3k? — xy) iliczby catkowitej k jest liczbg catkowita.
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Jednym z czynnikdw w rozkfadzie sumy sze$ciandw liczb catkowitych x i y jestliczba 9,
a pozostate sg liczbami catkowitymi.

Wynika stgd, ze suma szescianéw x> + y3 jest podzielna przez 9.

To nalezato wykazac.

Zadanie 6. (0-3)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegoétowe
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. I.R3) korzysta ze wzoréw na: a® + b3,
2. Dobieranie i tworzenie model (a +b)", (a —b)™.
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania
3 pkt — rozwigzanie rownania: n = 11.
2 pkt — zastosowanie wzoréw na dwumian Newtona i zapisania rownania w postaci:
(n—1n
2
1 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg n: (2) + (

+n =66

n
1) = 66.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Stosujemy wzér na rozwiniecie dwumianu Newtona:

(a+b)* = (3) a™b® + (711) a™ 1p! + (121) a™ ?p* + - + (n E 1) atph™ 1t + (Z) a’p™

Zapisujgc sume wspotczynnikow przy odpowiednich potegach, otrzymujemy réwnanie:

(2)+(3) =66

Stosujemy wzér na symbol Newtona (Z) skad po przeksztatceniach otrzymujemy kolejno:

(n—1n
2
n+n—-132=0

n=~66

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe i sprawdzamy, ktére z rozwigzan jest liczbg naturalna:
n=-12¢ N oraz n=11€N

Szukanym wyktadnikiem jest n = 11.
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Zadanie 7. (0-3)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegoétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze
kilkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odroéznianie dowodu od przyktadu.

Uczen:

I1.1) stosuje wzory skroconego mnozenia na:
(a + b)? (a—b)? a? —b? (a+ b)3
(a—b)3,a®—b3,a" - b".

Zasady oceniania
3 pkt — uzasadnienie, ze a =b =c = 0.

2 pkt — rozpatrzenie dwdch sposréd trzech przypadkéw: b = 0, ¢ = 0, bc # 0.
1 pkt — rozpatrzenie jednego z trzech przypadkéw: b = 0,c = 0, bc # 0.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Z rownosci av2 + bvV3 4+ cV/6 =0 wynika, ze

2a% = 3b?% + 6bcV2 + 6¢2

Rozwazmy mozliwe wspotczynniki przy liczbie V2.

2a2—3h*—6c2

Jesli bc #0,to V2 =
6bc

bytaby liczbg wymierng, dochodzimy wiec do

sprzecznosci. Wynika z tego, ze b =0 lub ¢ = 0.

Jesli b =0, to av2 + cvV6 = 0, czyli, dzielac obie strony réwnania przez V2, mamy

a + cv3 = 0. Jesli zatozymy, ze ¢ # 0,t0 V3 = —%, ale to przeczy niewymiernosci liczby

V3, zatem ¢ musi by¢ réwne 0, ale wtedy rowniez a = 0, czyli a =b =c = 0.

Jesli z kolei ¢ = 0,to av2 + bv/3 = 0, a mnozac obie strony tej rownosci przez /2,
dochodzimy do zaleznosci 2a + bv/6 = 0. Stad wynika, ze b = 0, bo inaczej V6 byiby

réwny (— 2_a), CO przeczy niewymiernosci liczby V6. Wynika stad, ze b = 0, a zatem

b
a=0 idalej c = 0.

Zadanie 8. (0-3)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegétowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Uczen:
I1.R3) korzysta ze wzoréw na: a3 + b3,
(a+Db)* (a—Db)".

Strona 64 z 110




Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych

Zasady oceniania
2022 2022 i
3 pkt — zapisanie informaciji, ze suma (\/§ + 2) + (\/§ - 2) zawiera tylko parzyste
potegi liczby /5.

2 pkt — zapisanie informacji, ze w wyrazeniach: (V5 + 2)2022

i (V5—2)"""" odpowiednie
wspotczynniki przy nieparzystych potegach liczby V5 w obu réwnosciach sg liczbami

przeciwnymi.
1 pkt — zastosowanie wzoru (a + b)™ do jednego z wyrazen: (\/3 + 2)2022 lub

(\/g _ 2)2022.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Korzystamy z dwumianu Newtona:

(a+b)"=(

n

0) a™p® + (711) a™ 1pt + (:) am2p2y 4 (n ﬁ 1) ath™ ! + (Z) a®b™

Dla a =+/5 oraz b =2 mamy:
(\/E N 2)2022 _ (2022) . \/32022 904 (20122) .\/52021 o1y

0
2022 2020 2022 1 2022 0
. .92 . . 22021 . . 122022
+( . ) V5 2 +...+<2021> V5 .2 +<2022> V5 .2

Dla a =+/5 oraz b = —2 mamy:
2022 2022 2022 2022 2021
(5-2)" = (T7) VB 20 ()BT 2

0 1
2022 2020 2022 1 2022 0
. L2 ( ) . . 22021 ( ) . . 92022
+< 2 ) V5 2021 V5 + 2022 V5

Mozemy zaobserwowac, ze odpowiednie wspotczynniki przy nieparzystych potegach liczby
v/5 w obu réwnoséciach sg liczbami przeciwnymi i przy ich dodaniu zredukujg sie.

2022 2022 2022 2022 2022 2020
(V5+2) T+(V5-2) =2-(O )-x/E -2°+2-( ) )-x/E 22 +

2022 2018 2022 2 2022 0
. . .04 . . 22020 . . . 92022
2 ( 4 ) V5 2 +”'+<2020) V5.2 +2 (2022) V52

Powyzsza suma zawiera tylko parzyste potegi liczby \/5, zatem jest liczbg wymierna:

(2022) . 51011 o1 4 (2022> . 51010, 93 (2022) .51009 . o5 L (2022> .51.p2021 4
4

0 2 2020
(2022

.0, »2023
+ 2022) 52
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Zadanie 9. (0-3)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. [11.R4) rozwigzuje réwnania i nierdownosci
1. Stosowanie obiektéw matematycznych z wartoscig bezwzgledna, o stopniu
| operowanie nimi, interpretowanie pojec trudnosci nie wiekszym niz:
matematycznych. 2lx + 3| +3|x — 1] = 13,
|x + 2| + 2|x — 3| < 13.

Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody rozwigzania nierdwnosci i otrzymanie prawidtowego
wyniku: x € (—oo,1].

2 pkt — w kazdym z przedziatow (—00, %) oraz E ,+00) zapisanie poprawnej postaci

nieréwnosci 2x2 + x|2x — 1| < 3 bez uzycia symbolu warto$ci bezwzgledne;
i w jednym z tych przedziatdw rozwigzanie nierownosci.

1 pkt — zapisanie przedziatow (—00, %) oraz E ,+00) i co najmniej w jednym z nich

zapisanie poprawnej postaci nierdwnosci bez uzycia symbolu wartosci bezwzgledne;j.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Korzystajgc z definicji warto$ci bezwzglednej, zapisujemy wyrazenie |2x — 1| bez uzycia
symbolu wartosci bezwzgledne;:

1
2x—1,gdyx = =

12x — 1| = 2

1
—2x+ 1,gdy x <§

Aby znalezé zbidr rozwigzan nierdwnosci 2x2 + x|2x — 1| < 3, rozwigzemy te nieréwnos$é
w kazdym z przedziatdw (—00, %) oraz E ,+00) bez uzycia symbolu wartosci

bezwzglednej, a nastepnie wyznaczymy sume zbioréw rozwigzan w poszczegdinych
przedziatach.

Dla x € (—00, 5) nierownos$¢ przyjmuje postac:

2x?2 —x(2x—1) <3
Rozwigzujgc nierownos$g¢, otrzymujemy: x < 3.

Uwzgledniajgc rozpatrywany przedziat (—00, %), zbiorem rozwigzan tej nierébwnosci jest
ve(-d)
Dlax € E ,+00) nierdwnos¢ przyjmuje postac:

2x>+x(2x—1) <3
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Stad mamy
2x2 4+ 2x*—x <3
4x> —x—3<0
Rozwigzujac nieréwnosc¢, otrzymujemy:
3

3
A=49, A=7, xn=-7 x2=1ixe[—z,1]

Uwzgledniajgc rozpatrywany przedziat E ) +00), zbiorem rozwigzan tej nierownosci jest E, 1].

Ostatecznie zbiorem rozwigzan nierownosci 2x? + x|2x — 1| < 3 jest x € (—oo, 1].

Zadanie 10. (0-5)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. [11.R2) rozwigzuje réwnania i nierdwnosci
1. Stosowanie obiektow matematycznych wymierne nie trudniejsze niz
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ 1t 1 o 2x .
matematycznych. X(x=1) - x4 T (x4

Zasady oceniania

5 pkt — rozwigzanie nierownosci wymiernej i zapisanie zbioru jej rozwigzan:
[—V6,v6] U (4, +).

4 pkt — wyznaczenie dziedziny nieréwnosci: R\{—4, 4} oraz zapisanie nieréownosci w postaci:
(x +4)(x% —6) -
x—4)(x+4)
ALBO
rozwigzanie nieréwnosci wielomianowej (x + 4)?(x%2 — 6)(x — 4) > 0 i zapisanie
zbioru jej rozwigzan: {—4} U [—v6,V6] U [4, +).

3 pkt — wyznaczenie dziedziny nierownosci: R\{—4, 4} oraz zapisanie nieréwnosci w postaci:
(x2—8)(x+4)+2x+8

>
(x—4)(x+4) -
2 pkt — wyznaczenie dziedziny nieréwnosci: R\{—4, 4}
ORAZ

zapisanie nierdwnosci w postaci:
(x+4)(x—4)+8> —2x —8
x—4 T (x—4)(x+4)
1 pkt — wyznaczenie dziedziny nierownosci: R\{—4, 4}
ALBO
zapisanie nierownosci w postaci:
(x+4)(x—4)+8> —2x—8
x—4 T (x—-4)(x+4)
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie
Wyznaczamy dziedzine nierownosci. Kazdy z mianownikow musi by¢ rézny od zera.
8 —2x—8
=
-4~ x2-16

x+4+
X

x—4#0ix2—-16%0
Zatem nierowno$¢ ma sens liczbowy dla x € R\{—4, 4}

Przeksztatcamy kolejno nieréwnosé:

(x+4)(x—4)+8> 2x + 8
x—4 = (- D(x+4)

(x?2—-16)+8 2x+8
+ =0
x—4 x—4)(x+4)

x? -8 2x + 8 -0
x—4 +(x—4)(x+4)_
(x2—8)(x+4)+2(x+4)>

x—4(x+4 -

(x +4)(x%? - 6) >0
(x—4)(x+4)

Poniewas znak . . EHDOE6) L o ok enia bed
oniewaz znak wyrazenia wymiernego —0)(xt1) jest taki sam, jak wyrazenia bedgcego
iloczynem licznika i mianownika tego utamka algebraicznego, zatem
x+4D)x2-6)-(x—4)(x+4) =0
(x +4)%(x +V6)(x —V6)(x —4) = 0
Zbiorem wszystkich rozwigzan nieréwnos$ci wielomianowej jest zbior

{(~4}u [-V6,4/6] U [4,+0)

Uwzgledniajgc dziedzine nierdwnosci wymiernej, wyznaczamy zbiér wszystkich rozwigzan
nierébwnosci wymierne;.

Zbiorem wszystkich rozwigzan nierownosci wymiernej jest zbior [—\/E, \/8] U (4, +0).
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Zadanie 11. (0-4)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. [11.R5) analizuje réwnania i nieréwnosci
2. Dobieranie i tworzenie modeli liniowe z parametrami oraz réwnania
matematycznych przy rozwigzywaniu i nierownos$ci kwadratowe z parametrami,
probleméw praktycznych i teoretycznych. w szczegolnosci wyznacza liczbe rozwigzan

w zaleznosci od parametrow, podaje
warunki, przy ktérych rozwigzania majg
zadang wtasnosé, i wyznacza rozwigzania
w zaleznosci od parametrow.

Zasady oceniania
4 pkt — obliczenie wartosci parametru m: 4 oraz 7.
3 pkt — zapisanie rownania prowadzgcego do obliczenia wartosci parametru m:

2m+7\2 2_3m+21 1 7\?
2(Z) = b 4 (3m+2) =m? —3m+ 21,
6 2 3 6
2 pkt — zapisanie uktadu réwnan prowadzacego do obliczenia wartosci parametru m:
_ 2m+7
3x2 - 2 lub 6XZ =2m+7
2 _ m?2—3m+21 u {4x2 =m? —3m+ 21
2x5 = >
. N\ g 2m+7 2-_3m+21
1 pkt — zapisanie wzoréw Viéte’a: x; + x, = mz+ oraz xq-x, = %

ALBO
zapisanie réwnania w postaci iloczynowej: 2(x — 2x,)(x — x,) = 0.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykltadowe pelne rozwigzania
Sposob |
Wspétczynniki zadanego réwnania kwadratowego to: a = 2, b = —(2m + 7),
c =m?—3m+ 21.
Korzystamy ze wzorow Viéte’a i z zatozenia x; = 2x,:
-b 2m+7
x1+x2=2x2+x2=3x2=7= 2

, ¢ m?P=3m+21
Xl'xz=2x2'x2=2x2=a= >

2m+7

Podstawiamy wartos¢ x, = c

do drugiego réwnania:

2<2m+7)2_m2—3m+21
6 B 2

, 4m2+28m+49_m2—3m+21
36 B 2

4m? + 28m + 49 = 9m? — 27m + 189
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5m? —55m + 140 =0
m?—11m+28=0

Obliczamy wyrdznik tréjmianu kwadratowego: A = 9.
Pierwiastkami tego réwnania sg liczby 4 oraz 7.
Dla m = 4 zadane réwnanie ma posta¢ 2x? — 15x + 25 = 0, a jego pierwiastkami sg

liczby 5 i g
Dla m = 7 zadane réwnanie ma posta¢ 2x? — 21x + 49 = 0, a jego pierwiastkami sg
liczby 7 i %

Sposob I
Poniewaz wspotczynnik a = 2, postaé iloczynowa zadanego réwnania bedzie miata posta¢

2 —x1)(x—x,) =0
Po podstawieniu x; = 2x, otrzymujemy

2(x —2x,)(x—x,) =0
Po wymnozeniu nawiaséw mamy

2x% — 6x,x + 4x5 =0

Poréwnujgc otrzymane wspotczynniki ze wspotczynnikami zadanego réwnania, mozemy
stwierdzic¢, ze

6x, =2m+7

{4x§ =m?—-3m+ 21

, . : 1 7 . : :
Z pierwszego rownania wyznaczamy x, = 3m + i wstawiamy do drugiego:

4(1 +7>2— 2_3m+21
3m 6 =m m

4 2+28 +49— 2_3m+21
9m 9m 9—m m

4m? +28m 4+ 49 = 9m? — 27m + 189
5m? —55m+140 =0
m?—11m+28=0

Obliczamy wyrdznik tréjmianu kwadratowego: A = 9.
Pierwiastkami tego rownania sg liczby 4 oraz 7.

5
Dla m = 4 zadane réwnanie ma posta¢ 2x? — 15x + 25 = 0, ajego pierwiastkami sg liczby 5 i >

7
Dla m = 7 zadane réwnanie ma postaé 2x? — 21x + 49 = 0, ajego pierwiastkami sg liczby 7 i >
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Zadanie 12. (0-2)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegoétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze
kilkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odroéznianie dowodu od przyktadu.

Uczen:
[11.1) przeksztatca réwnania i nieréwnosci
W sposob rownowazny.

Zasady oceniania

2 pkt — przeprowadzenie rozumowania prowadzgcego do uzasadnienia dwoch nieréwnosci.
1 pkt — przeprowadzenie rozumowania prowadzgcego do uzasadnienia jednej z nieréwnosci.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Musimy wykaza¢ prawdziwos$¢ dwoch nierownosci. Zaczynajac od lewej strony, mamy

2(\/n+2—\/n+1)-(\/n+2+\/n+1)_

2(\n+2-vn+1) =

(Vn+2+vn+1)

_2[n+2)-(n+1)] 2

- (Wnt2+vn+1) (Vnt2+Vn+1)

Zastepujgc w mianowniku wyrazenie vn + 2 przez vVn + 1, zwiekszymy caty utamek,

zatem
2

2 1

(\/n+2+\/n+1)<(\/n+1+\/n+1)=2\/n+1=\/n+1

Postepujgc w analogiczny sposéb z prawg strong nieréwnosci, bedziemy mieli

B _Z(Vn+1—\/ﬁ)-(\/n+1+\/ﬁ)_2[(n+1)—n]_ 2
2(n+ 1= Vi) = (nti+vn) T Vatitvn  Vntitvm

Jesli zwiekszymy mianownik, zastepujac Vn wyrazeniem vn + 1, warto$¢ catego utamka

bedzie mniejsza:

2 2

2 1

> = =
Vn+1+vVn Vn+14+vn+1 2vn+1 Vn+1

Zadanie 13. (0-3)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegétowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Uczen:

IV.R) rozwigzuje ukfady rownan
kwadratowych postaci
x*+y2+ax+by=c
{x2+y2+dx+ey=f

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Zasady oceniania
3 pkt — rozwigzanie uktadu réwnan: {; _ j lub {; _ g
ALBO
zapisanie wspotrzednych punktéw przeciecia okregow: (4,4) i (5,3) oraz
sprawdzenie rachunkiem poprawnos$ci wyniku.
2 pkt — rozwigzanie rownania z jedng niewiadoma otrzymanego z uktadu réwnan, np. x; = 4
oraz x, =5
ALBO
odczytanie wspotrzednych srodkéw i promieni dwoch okregdw:
$:(1,0) i r, =5 oraz S,(5,4) i r, =1.
1 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg otrzymanego z uktadu rownan, np.
x2=9x+20=0
ALBO
odczytanie wspoirzednych srodka i promienia jednego z okregow:
5,(1,0) i r; =5 albo S,(5,4) i r,=1.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob |
x?—2x + y? =24
{x2—10x+y2—8y+40=0

Odejmujgc stronami réwnania, otrzymujemy
8x + 8y = 64
Wyznaczamy y:
y=8-—x
Podstawiamy y do pierwszego réwnania:
x> —2x+ (8—x)2 =24
Nastepnie przeksztatcamy do postaci tréjmianu kwadratowego:
x2—9x+20=0

Pierwiastkami tego réwnania sg liczby: x; = 4 oraz x, = 5. Odpowiadajg im wartosci
vy, =4 oraz y, =3

=4 =
Rozwigzania ukfadu to pary liczb: {; _ 4 lub {; _ >

Sposob I

Przeksztatcamy rownanie okregu

x?— 2x 4+ y? = 24 do postaci kanonicznej (x — 1)? + y? = 25 i odczytujemy
wspotrzedne srodka S;(1,0) oraz dtugos$¢ promienia r; = 5.

Przeksztatcamy rownanie okregu

x?2— 10x + y>— 8y + 40 = 0 do postaci kanonicznej
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(x —5)2+ (y — 4)? = 1 i odczytujemy wspotrzedne $rodka S,(5,4) oraz dlugosé

promienia r, = 1.

Okregi przecinajg sie w punktach
(4,4) i (5,3).

Sprawdzamy rachunkowo poprawnos¢
rozwigzan:

Dla x =4,y = 4:

ﬁ?—-2-44-42=24
42 -10-4+4°—-8-44+40=0

{16—8+16=24
16 —40+16—-32+40=0

{Zg : (2)4

Dla x =5,y =3:
{52—2-5 + 32 =24
52—-10-5+4+32—-8-34+40=0

F5—10+9=24
25—-504+9—-244+40=0

{Zg z 34

Zadanie 14. (0-3)

RV

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegétowe

lll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Uczen:

V.R2) postuguje sie ztozeniami funkciji.

Zasady oceniania

3 pkt — wyznaczenie wzoréw funkcji f oraz funkcji g iich dziedzin:
f(x) =x+4, Df = (—oo,1] oraz g(x) = Vx* — 4, Dy = (=0, —2] U [2, +0).
2 pkt — wyznaczenie wzoréw funkcji f oraz funkcji g: f(x) = x+4 oraz g(x) = Vx? — 4

ALBO

wyznaczenie wzoru funkcji f oraz jej dziedziny: f(x) = x + 4 oraz Df = (—oo,1],

ALBO

wyznaczenie wzoru funkcji g oraz jej dziedziny: g(x) = Vx? — 4 oraz

Dy = (=00, —2] U [2, +0).

1 pkt — wyznaczenie wzoru funkcji f lub funkcji g: f(x) =x+4 lub g(x) = Vx? — 4.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Przyktadowe petne rozwigzanie
Wyznaczamy wzér funkcji f i jej dziedzine:
f=kop()=kp()]=f(VI—x)=5-(VI—x) =5-1+x=x+4
Poniewaz D, = R oraz D, = (—,1], wigc Dy = (—o0,1].
Wyznaczamy wzor funkcji g i jej dziedzine:
gx) =pok (x) =plk(0)] = g(5—x*) =1 -5+x> = /x2 — 4

Wyrazenie Vx? — 4 ma sens liczbowy, gdy

x*—4>0
x+2)(x—2)=0
x € (—o0,—2] U [2, +0)

Zatem Dy = (—,—2] U [2, +00).

Zadanie 15. (0-4)

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. V.R1) na podstawie wykresu funkcji
4. Wskazywanie koniecznosci lub y = f(x) rysuje wykres funkcji
mozliwosci modyfikacji modelu y =1f @l

matematycznego w przypadkach
wymagajgcych specjalnych zastrzezen,
dodatkowych zatozen, rozwazenia
szczegolnych uwarunkowan.

Zasady oceniania

4 pkt — zapisanie zbioru wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie f(x) = m nie ma
rozwigzan: m € [—6,0).

3 pkt — narysowanie wykresu funkcji f, do ktérego nalezg punkty o wspétrzednych (—6,3),
(—3,0), (0,3) izaznaczenie, ze punkty o wspotrzednych (3,—6) i (3,6) nie
nalezg do wykresu funkcji f.

2 pkt — zapisanie wzoru funkcji z uwzglednieniem znaku x2? —9 i zatozenia x # 3:

Flx) = {—x —3,gdy x € (—o0,—3] U (3, +)

x+3,gdy x € (—3,3)

1 pkt — zapisanie dziedziny funkcji f: R\{3} irozwazenie dwdch przypadkow znaku
x?2—9: x € (—o0,—3] U [3,+), gdy x> —9 >0 oraz x € (—3,3), gdy
x?—-9<0.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie
|x2-9| . o } |x2—9|
ma sens liczbowy, gdy x # 3, zatem dziedzing funkcji f(x) = S

Wyrazenie

jest zbior R\{3}.
Rozpatrujemy dwa przypadki znaku x? — 9:

x2—9>0 oraz x2-9<0

Rozwigzaniem nieréwnosci x2 — 9 > 0 jest zbidr (—oo, —3] U [3, +0), a nieréwnosci
x? =9 <0 zbior (-3, 3).

Uwzgledniamy dziedzine funkcji f i zapisujemy wzér funkcji dla dwoch przypadkow:

—x —3,gdyx € (—o0,—3] U (3,+0)

f(x)={x+3, gdy x € (=3,3)

Aby jednoznacznie wyznaczy¢ prosta, wystarczg dwa punkty. Do wykresu funkcji f nalezg
punkty przeciecia z osiami uktadu wspétrzednych.

Do wykresu funkcji f(x) = —x — 3, gdy x € (—o0,—3] U (3, +), nalezg punkty:
przeciecia z osig Ox ukfadu wspétrzednych f(—3) =0 oraz np. f(—6) = 3.

Do wykresu funkcji f(x) = x + 3, gdy x € (-3,3), nalezg punkty:
przeciecia z osig Oy uktadu wspétrzednych f(0) = 3 oraz np. f(2) =5.

A

|\1‘<

e

I-P

Ib—\ I[\J w

Rownanie f(x) = m nie ma rozwigzan dla m € [—6,0).
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Zadanie 16. (0-5)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Uczen:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy VI1.7) wykorzystuje wtasnosci ciggow, w tym
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | arytmetycznych i geometrycznych,
nietypowych. do rozwigzywania zadan, réwniez
osadzonych w kontekscie praktycznym.

Zasady oceniania

5 pkt — poprawna metoda obliczenia ilorazu ciggu geometrycznego i poprawny wynik:
q=-—2.

4 pkt — odrzucenie r = 0 iwyznaczenie jednego z wyrazéw a, lub a; w zaleznosci od

1
wyrazu a;: a; = —5ay, az = —-2a, .
. B . . . 3
3 pkt — wyznaczenie dwoch rozwigzan réwnania 3a;7 +2r2=0: r =0 lub r = —5a1

2 pkt — zapisanie réwnania w postaci: a? = (a; + r)(a; + 2r).
1 pkt — zastosowanie wiasnoéci ciggu geometrycznego i zapisanie zalezno$ci:
(aza3)* = a1a; - aza,.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Z warunkow zadania wynika, ze liczby aqa,, a,asz oraz asza, tworzg cigg geometryczny.
Stosujemy wlasno$¢ ciggu geometrycznego.

2 _
(aa3)* = a;a; - aza,
a%a% = a%a2a3

Poniewaz ten cigg geometryczny ma wyrazy rézne od zera, zatem cigg arytmetyczny
réwniez ma wyrazy rozne od zera, czyli a; # 0, a, # 0, az # 0. Dzielgc obie strony
réwnania przez wyrazenie a,as # 0, otrzymujemy

a? = ayas
Stosujemy wzér na n— ty wyraz ciggu arytmetycznego
a, =a, +r oraz az = a; + 2r,
a nastepnie podstawiamy:
a? = (a; + r)(a, + 2r)

Po opuszczeniu nawiasow mamy

B3a;7r+2r2 =0

r(3a; +2r) =0
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Stad otrzymujemy

r=0 lub r=—§a1
Poniewaz cigg arytmetyczny jest rosngcy, wiec r = 0 nie spetnia warunkoéw zadania.
Zatem jedyng mozliwoscig jest r = —%al

Wyznaczamy wyraz a,, albo as w zaleznosci od wyrazu ay:

3 1
a, =aq + (—Ea1> = _Eal
albo
az;=a;+2- (—;al) =—2a4

Nastepnie, w zalezno$ci od tego, ktéry z kolejnych wyrazéw ciggu wyznaczyliSmy, obliczamy
iloraz q ciggu geometrycznego:

aza; 4 a,
203 2 50,
albo
_ az a3 _ a3 _ —2a1 _ 2
_a1a2 _a1_ a; B
Zadanie 17. (0-2)
Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. VII.R5) korzysta z wzoréw na sinus, cosinus
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i tangens sumy i réznicy katéw, a takze
i operowanie nimi, interpretowanie pojec na funkcje trygonometryczne katow
matematycznych. podwojonych.

Zasady oceniania
2 pkt — rozwigzanie rownania i zapisanie dwoch mozliwych wartosci wspotczynnika

kierunkowego prostej: a, =5 lub a, = —%.
1 pkt — obliczenie jednego z rozwigzan: a, =5 albo a, = _1

z-
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Proste l;:y = a;x + b; oraz l,:y = ayx + b, przecinaja sie pod katem 45°. Ich
wspotczynniki kierunkowe sg rowne tangensom katéw nachylenia do osi Ox.

. 2
Niech a; =tga =7 oraz a, = tgf.

Rozwazmy dwa przypadki: f = a + 45° oraz f = a — 45°.

W pierwszym przypadku mamy

tga + tg45° 2+1 >
ga 18 3 3
=t =t 45°) = = = ==
a, = tgp = tg(a + 45°) 1—tga  tg45° 1_2.1 1 5
3 3
W drugim przypadku analogicznie
t tg 45 2.1 L 1
ga —tg45° 3” ~3
3 3

Sposob Il
Zgodnie z warunkami zadania prosta l; ma réwnanie kierunkowe postaci y = %x + by,
gdzie b; € R. Prosta [ oréwnaniu y = —%x + b, gdzie b € R, jest prostopadta do ;.

Ponadto prosta [, tworzy z prostg [; kat 45° tylko wtedy, gdy jest dwusieczng kata
prostego wyznaczonego przez proste [, i 1. Zatem punkt (x,,y,) lezy na prostej [, tylko
wtedy, gdy jest réwno oddalony od prostych [ oraz l;. Stad otrzymujemy réwnanie

|§xo — Yo +b1| _ |—%xo —Yo +b|

6+ e J(-3) v

Przeksztatcajgc to rownanie rbwnowaznie, otrzymujemy kolejno:

3-|%x0—y0+b1|_2-|—%x0—y0+b|

V13 V13
|2x0 - Syo + 3b1| = |_3x0 - 2y0 + Zbl

2x9 — 3y + 3by = —3xy — 2y, +2b lub 2x5 — 3y, + 3b; = —(—3xy — 2y, + 2b)

1 3 2
y0=5x0+3b1_2b lub y0=—§x0 +§b1 +§b

Zatem prosta [, ma réwnanie postaci y = 5x + 3b; —2b lub y = —%x + %bl + %b,
gdzie b, b; € R.

Wspétczynnik kierunkowy w réwnaniu prostej [, jestréowny 5 lub (—%)
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Zadanie 18. (0-5)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Uczen:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy VII.R6) rozwigzuje réwnania i nierdwnosci
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | trygonometryczne o stopniu trudnosci nie
nietypowych. wiekszym niz w przyktadach:
4 cos2xcosbx =2cos7x + 1,
2sin?x < 1.

Zasady oceniania

5 pkt — rozwigzanie dwoch rownan tgx = g oraz tgx = —/3 W przedziale [—m,]:

5 ©® w2

ORAZ
rozwigzanie jednego z tych réwnan w przedziale [—m, ] iuzasadnienie, ze dla

T . . . . .
X = E + km rownanie nie ma rozwigzania.

4 pkt — rozwigzanie dwoch rownan tgx = ? oraz tgx = —/3 W przedziale [—m,]:
5 7 T 2
- = nl _l - _l - 7T
6 '6 3’3
ALBO

rozwigzanie jednego z tych rownan w przedziale [—m, ] iuzasadnienie, ze dla

T . . . . .
X = 7 + km réwnanie nie ma rozwigzania.

3 pkt — rozwigzanie dwoch z réwnan elementarnych tgx = J3—§ lub tgx = —V3 w zbiorze
liczb rzeczywistych: x = % +kn,k€Z lub x = —g +kn, keZ
ALBO
rozwigzanie jednego z tych rownan i uzasadnienie, ze dla x = g + km réwnanie nie
ma rozwigzania.

2 pkt — rozwigzanie rownania ze zmienng pomocniczg: t =
ALBO

. . . T ., . . . .
uzasadnienie, ze dla x = > + km réwnanie nie ma rozwigzania.

g, t=—/3 dlax¢§+kn,

1 pkt —zapisanie réwnania w postaci: —tg?x — 23—\@ ‘tgx—1=0,dla x # % + k.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie
Rozwazamy dwa przypadki:

Przypadek 1: dla x # g + km

Przypadek 2: dla x = g + km

Przypadek 1.
T
2
cos?x, otrzymujgc

Jesli x # 5 + km, wowczas cos x # 0, wiec mozemy obie strony réwnania podzieli¢ przez

2v/3 sinx sin?x

3 cosx cos?x

. . sinx
Zauwazmy, ze
COosXx

= tg x, zatem

2v3
—tgzx—T-tgx—1=0

Podstawiamy tgx =t irozwigzujemy rownanie kwadratowe

2V3
—tZ—T't—].:O

3 t = —/3, zatem

Rozwigzaniami tego rownania sg: t = 3

tgx = g lub tgx = —V3

Wszystkimi rozwigzaniami réwnania tgx = \/3—§ w zbiorze liczb rzeczywistych sg liczby
postaci: x = % + km, k € Z, aw przedziale [—m, ] s3 to liczby: —%n oraz %

Wszystkimi rozwigzaniami rownania tgx = —+/3 w zbiorze liczb rzeczywistych sg liczby

2

postaci: x = —g+ krm, k € Z, aw przedziale [—m, ] s3 to liczby: —g oraz .

Przypadek 2.

s , . 2 2V3 . .2 . . .
7 + km rébwnanie cos“x — TSlnx -cosx —sin“x = 0 nie ma rozwigzania,
T

poniewaz cosinus kazdej liczby postaci x = >+ km, k € Z, przyjmuje wartos¢ zero, a sinus

Dlax =

jestrowny 1 lub (—1).
Wtedy dla parzystych wartosci k otrzymujemy

2v3 2v3
coszx—Tsinxcosx—sinzx = 0? —T-l-O—l2 #0
adla k nieparzystych
2v3 2v3
cos? x —Tsinxcosx — sin?x = 02 - (-D):-0—-(-12+#0

Zatem, ze w przypadku 2. nie otrzymamy zadnych rozwigzan.
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Zadanie 19. (0-3)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegoétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach
nietypowych.

Uczen:

VII.R5) korzysta z wzoréw na sinus, cosinus
i tangens sumy i réznicy katéw, a takze

na funkcje trygonometryczne katow

podwojonych.

Zasady oceniania
h+1

I-h"
2 pkt — zastosowanie wzoru na tangens kata podwojonego i zapisanie zaleznosci miedzy
odcinkami x, h, [:

3 pkt — obliczenie odlegtosci x podndza wiezy od punktu A: x = h

h
h+l 2%

to-()

. L, , h+l h
1 pkt — zapisanie rownan: tg2a = —- oraz tga = —.

2

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Korzystajac z definicji tangensa kata ostrego, zapisujemy zaleznos¢

) _h
ga ==

Przyjmujac, ze kat, pod jakim wida¢ koniec anteny, ma miare 2a, mozemy zapisac

to 2 _ h+l
got = —1

Korzystajgc z wkasnosci tangensa kata podwojonego tg2a = % , otrzymujemy

1-t
zaleznos$é:

>
+
Il
()

RIS RIS
N

=
[N
I
VR
—

Przeksztatcajgc kolejno réwnanie, mamy:

2h
Rl 3
X x2 — h?

CENTRALNA
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(x2 —h?)(h+ 1) = 2hx?
X2(L—h) = R2(h+1)

2

_hz(h+l)
~ l—-h
h2(h+1)
I—h
h+l
l—h

Odlegto$¢ punktu O od podnéza wiezy jest rowna x = h [— .

Zadanie 20. (0-6)

Wymagania ogéine

Wymagania szczegétowe

II. Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
2. Uzywanie jezyka matematycznego do
tworzenia tekstow matematycznych, w tym
do opisu prowadzonych rozumowan

i uzasadniania wnioskoéw, a takze do
przedstawiania danych.

lll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

1. Stosowanie obiektow matematycznych
i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.
4. Wskazywanie koniecznosci lub
mozliwosci modyfikacji modelu
matematycznego w przypadkach
wymagajgcych specjalnych zastrzezen,
dodatkowych zatozen, rozwazenia
szczegoblnych uwarunkowan.

Uczen:

VIIl.1) wyznacza promienie i srednice
okregow [...];

VIII.5) stosuje wtasnos$ci katow wpisanych

i sSrodkowych;

VIII.7) stosuje twierdzenia: [...] o kacie
miedzy styczng a cieciwa;

VIII.11) stosuje funkcje trygonometryczne
do wyznaczania dtugosci odcinkéw

w figurach ptaskich oraz obliczania pél figur.
VIILR) [...] stosuje wtasnosci czworokgtow
wpisanych w okrag [...].

VII.5) stosuje twierdzenia sinuséw

i cosinusdw oraz wzér na pole trojkata
P=%-a-b-siny.

VII.R4) stosuje wzory redukcyjne dla funkcji
trygonometrycznych.

VII.R5) korzysta z wzoréw na sinus, cosinus
i tangens sumy i réznicy katéw, a takze na
funkcje trygonometryczne katéw
podwojonych.
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Zasady oceniania
6 pkt — prawidtowa metoda obliczenia pola czworokgta ABCD oraz zapisanie wyniku:

11 + 18v3 + 10V11 + 5v33
Pypcp = 2
5 pkt — obliczenie wartosci funkcji trygonometrycznych: sin 4ADB = 5(\/1?6“) ,
cos 4ADB = 1561;650\/? , cos4BAD = — 2;/?
4 pkt — wyznaczenie zaleznosci sin 8ABD = sin BAD cos 4ADB + cos 4BAD sin 4ADB.

V6+v2

3 pkt — obliczenie wartosci sin £BAD: sin 4BAD = sin75° = 2

2 pkt — obliczenie diugosci przekatnej BD: |BD| = 8v/2.

1 pkt — zastosowanie twierdzenia o kacie miedzy styczng, a cieciwg i wyznaczenie miary
kata: |4CBD| = 30°.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode lub brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

B
Z twierdzenia o kgcie miedzy styczng i cieciwg wiemy, ze
|ACBD| = 30°

Pozwala to na wyznaczenie dtugosci boku BC , gdzie
uwzgledniamy, ze |BC| = |BD]| :

180° — 30°
|#BCD| = |4BDC| = — = 75°
Z twierdzenia cosinusow otrzymujemy zaleznosc:

|CD|? = |BD|? + |BC|? — 2|BD| - |BC| cos 4CBD =
2 2 2 \/§ 2
= 2|BC|* = 2|BC|? cos 30° = 2|BC|* (1 — — | = |BC|*(2 = V3)
CENTRALNA Strona 83 z 110

KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Zatem
IBC|2_|CD|2_ 62 36 _ 36-(2+V3)
" 2-V3 2-V3 2-v3 (2-V3)-(2+V3)
=9.(zf+;h/§)=9-(8+4\/§)

BOI =9-(6+2+43) = 9:[(V8) +2:V6-VZ+ (V2) | = [3- (V6 + V2
IBC| =3- (V6 +72)

Z wtasnosci czworokgta wpisanego w okrag wiemy, ze
|ABAD| = 180° — |ABCD|
Stad
sin 4BAD = sin(180° — |4BCD|) = sin 4BCD
Zatem:
sin 4BAD = sin 75° = sin(45° + 30°) = sin45° cos 30° + cos 45° sin 30° =
V2 V3B V21 VB2

2 2t 227
Pole czworokgta ABCD jest rowne sumie pdl trojkgtéow ABD i BCD. W celu obliczenia pdl
tych tréjkatéw stosujemy wzor

P—1 b si
=5 absiny

gdzie a, b sg dlugosciami dwoch bokow trojkata oraz y  jest kgtem miedzy tymi bokami.
Mamy wiec

1
Paasp =7 |AB|-|BD|- sin 4ABD

1

Z twierdzenia sinuséw otrzymujemy:

|IBD|  |AB|
sin 4BAD ~ sin 4ADB
in 4ADB 48] ABAD 10 ve+vz _s
Sin = — . SIn = . [
|BD| 3- (V6 +2) 4 6

Z jedynki trygonometrycznej wyznaczamy cos ZADB oraz cos 4BAD.

Uwzgledniajac, ze 2ADB jest ostry oraz ABAD jest rozwarty (bo w trojkgcie ABD mamy
|ABAD| = 105°), uzyskujemy:
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5\2 V36-25 11
cos £ADB = 1_<€> = z = c

2 16 — (6 + 2 + 212
cosdBADz—\/l—(@) :—\/ ( 2 ):

V2+6-2-v2:V6  V6-V2
4 T 4

Z sumy katow wewnetrznych tréjkgta wyznaczamy:

|8ABD| = 180° — (|4BAD| + |4ADB])

Zatem

sin ABD = sin(4BAD + £ADB) = sin 4BAD cos 4ADB + cos 4BAD sin 4ADB =
VE+VZ NTT VE—VZ 5 (VB+VZ)VII-(VE—2) -5

4 6 4 6 24

1
Paasp =5 |AB|-|BD|- sin 4ABD =

(V6 +V2) VIT - (V6 -2) 5 _

=1-1O~3-(\/€+\/§)'

2 24
15 (V6 +v2)" VIT-75- (V6 +2) - (V6 —v2)
- - -

_15-(8+4v3)-VI1—75-(6—2) 10VI1+5V33 —25

- 24 B 2

1 1
Ppapcp = > |BC|- |BD|- sin £CBD = §~|BD|2~ sin4CBD =

21 9(8+4V3)

3 (WD) s = T 92 443)
Pole czworokata ABCD jest rowne:
Paasp + Papep = 10\/ﬁ+2m—25+9.(2+\/§) =
_ 10V11+5v33—25+18-(2++3) 11+ 18V3 + 10vV11 + 5v33
2 2
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Zadanie 21. (0-4)

Wymagania ogoélne

Wymagania szczegétowe

Il. Wykorzystanie i tworzenie informacji.
2. Uzywanie jezyka matematycznego do
tworzenia tekstow matematycznych, w tym
do opisu prowadzonych rozumowan

i uzasadniania wnioskow, a takze do
przedstawiania danych.

Ill. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

1. Stosowanie obiektéw matematycznych
i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Uczen:

VIII.1) rozpoznaije trojkaty ostrokagtne,
prostokagtne i rozwartokatne przy danych
dtugosciach bokow (m.in. stosuje
twierdzenie odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa i twierdzenie cosinusow);
VIIl.4) korzysta z wtasnosci katow

i przekatnych w prostokatach,
réwnolegtobokach, rombach i trapezach;
VIII.7) stosuje twierdzenia: [...]

o dwusiecznej kata [...];

VIII.11) stosuje funkcje trygonometryczne
do wyznaczania dtugosci odcinkéw

w figurach ptaskich oraz obliczania pél figur.

Zasady oceniania

4 pkt — poprawne obliczenie dtugosci bokow :

|CB| = |CD| = 20(2 — V3)
|AB| = 60(2 — V3)

3 pkt — wykonanie prawidtowe trzech czynnosci sposréd wymienionych za 1 pkt.
2 pkt — wykonanie prawidtowe dwdch czynnosci sposréd wymienionych za 1 pkt.
1 pkt — uzasadnienie, ze trojkat BCD jest rownoramienny

ALBO

zastosowanie twierdzenia o dwusiecznej i wyznaczenie zaleznosci |AB| = 3x,

ALBO

obliczenie cosinusa kata BAD: cos 4BAD =

V6—2
T

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode lub brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Oznaczmy:

|CD| = x. Poniewaz katy BDC i DBA sg naprzemianlegte, wiec tréjkgt BCD

jest réwnoramienny, a co za tym idzie, |CB| = |CD| = x. Wysoko$¢ |DE| trapezu

oznaczmy h.
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Z twierdzenia o dwusiecznej wynika, ze

|BC| 1
— = —  wiec |BA| = 3x

|BA| 3
Wiemy, ze sin4BAD = % , wiec

h V6++2

10 4

h=;-(x/€+x/§)

Z warunkoéw zadania mamy podane pole trapezu, stad

|AB| + |CD|

—
3x+x 5

2

h =100(v6 —V2)

5+ (V6 ++2) = 100(V6 - V2)

5x - (V6 +v2) = 100(vV6 — V2)

V6 ++2

_20(v6—+v2) 20(6+2—4V3)

7 =20-(2—-3)

3x =60 (2 —3)

Pozostate boki trapezu majg diugosci |CB| = |CD| = 20(2 — v/3) oraz |AB| = 60(2 — V/3).

Zadanie 22. (0-6)

Wymagania ogéine

Wymagania szczegétowe

lIl. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacii.

3. Tworzenie pomocniczych obiektéw
matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentacii lub
rozwigzania problemu.

IV. Rozumowanie i argumentacja.

2. Dostrzeganie regularnosci, podobienstw oraz
analogii, formutowanie wnioskéw na ich
podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.

3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia
poprawnosci rozwigzywania probleméw,
tworzenie ciggu argumentow, gwarantujgcych
poprawnos¢ rozwigzania i skutecznosé

w poszukiwaniu rozwigzanh zagadnienia.

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy
rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach
nietypowych.

Uczen:

VIIl.4) korzysta z wtasnosci katow

i przekatnych w prostokatach,
réwnolegtobokach, rombach i trapezach;
VIIL.7) stosuje twierdzenia: Talesa,
odwrotne do twierdzenia Talesa [...];
VII1.8) korzysta z cech podobienstwa
trojkatow;

VIII.9) wykorzystuje zaleznosci [...] miedzy
polami figur podobnych.

CENTRALNA
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Zasady oceniania

6 pkt — obliczenie pola trojkgta ABC: Ppyspc = 125.

5 pkt — obliczenie pdl przynajmniej czterech figur.

4 pkt — obliczenie pola: przynajmniej jednego tréjkata i przynajmniej jednego rownolegtoboku
réznego od DLCN.

3 pkt — wyznaczenie skali podobienstw trojkatow PDL, MKD, DQN oraz uzaleznienie pola
(przynajmniej jednego) réwnolegtoboku od pola tréjkgta nie zawartego w tym
réwnolegtoboku.

2 pkt — spetnienie kryterium zasad oceniania za 1 punkt oraz uzasadnienie podobienstwa
trojkatow PDL, MKD, DQN, oraz wyznaczenie skal podobieAstw tych trojkatow
ALBO
uzaleznienie pola rownolegtoboku od pola trojkata, ktory nie zawiera sie w tym
réwnolegtoboku, np. wyznaczenie pola réownolegtoboku AKD(Q w zaleznosci od pola
trojkata KDM.

1 pkt — poprowadzenie prostej przechodzgcej przez punkt D iréwnolegtej do boku AB.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode lub brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Prowadzimy prostg przechodzacg przez D iréwnolegtg do boku AB. Przetnie ona bok BC
w punkcie P oraz przetnie bok AC w punkcie Q.

Pole trojkata ABC jest suma pél tréjkgtéw KMD, DPL, QDN irdéwnolegtobokéw AKDQ,
MBPD, DLCN.

Na mocy twierdzenia Talesa, trojkgty KMD, DPL i QDN sa podobne do trojkgta ABC.
Stosunek obwodéw figur podobnych w skali k jest réwny k. Zatem, na podstawie danych

zadania wnioskujemy, ze
|[KM| 5 |[KD| _ |DM|

|[KB| 7 |KL| |LB|
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oraz

IKM| 5 _|KD| _|DM|

|AM| 8 |AN| |NM|
Dzielgc te réwnosci stronami, otrzymujemy
|AM | 8 |AN| _ INM|

|KB| 7 |KL| |LB|

Stad otrzymujemy, np.
8 |AM| _ |AK| + |[KM| _ |AK|

8 _ _ _ 1
5 = KM IKM| T
AK| 8 3
IKM| 5 =~ 5

Analogicznie obliczamy pozostate stosunki bokéw. Wnioskujemy stad, ze skale podobienstw
trojkgtow KMD, DPL i QDN do trojkgta ABC sg rowne odpowiednio:

5 1 2 1 3

02 105" 1o

Skale podobienstwa trojkgtéw KMD, DPL i QDN sgw stosunku 5: 2 : 3.

W szczegolnosci

|IDM| 5
ILP| 2
Oczywiscie |DM| = |BP|, wiec
|BP| 5
ILP| 2
Na mocy twierdzenia Talesa mamy
|BK| |BL|
|AK| —|CL|

wiec |BP|:|PL|:|LC| =5:2:3.
Analogicznie pokazujemy: |AQ|: |QN|: |[NC|=5:3: 2.

Przekatna CD réwnolegtoboku DLCN dzieli ten rownolegtobok na tréjkaty przystajace
DLC oraz CND. Zatem

1 15
Paprc =§'PDLCN =7

Tréjkaty CDL i PDL majg wspolng wysokos¢ poprowadzong z wierzchotka D, wiec
stosunek ich pdl jest rowny stosunkowi dtugosci podstaw

Papre  ICL] 3

Parpr  |PL] 2
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Stad otrzymujemy:
2 2 15
PpppL -3 PapLc —3 5 = 5

Z podobienstwa trojkgta MKD do tréjkgta PDL w skali 5 : 2, otrzymujemy
5\’ 25 _ 125

Pamkp = (5) - PappL ZT'S 7
Z podobienstwa trojkata DQN do trojkgta PDL w skali 3 : 2, otrzymujemy
3\ 9 45
Pppon = (E) “PappL :Z'S -4
Obliczamy brakujgce pola dwéch réwnolegtobokéw:
Paakp _ 1AK| 3
Paukp  IMK| 5

6 125 75
Pakpo = 2Ppakp = 2- g'PAMKD =T i =3
Pasmp _ |BM| _2
Prgmp  |IMK| 5
4 125
Pyppp = 2Pppup = 2 g‘PAKMD =§' T= 25

Sumujemy pola:

Ppagc = Pappr + Pamkp + Papon + Poren + Pakpo + Pusep =

—5+125+45+15+75+25—125
B 4 4 2 B
Zadanie 23. (0-3)
Wymaganie ogélne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Uczen:
3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia | XIll.R2) stosuje wiasno$¢ Darboux do
poprawnos$ci rozwigzywania probleméow, uzasadniania istnienia miejsca zerowego
tworzenie ciggu argumentéw, funkcji i znajdowania przyblizonej wartosci
gwarantujgcych poprawnosc¢ rozwigzania miejsca zerowego.
I skutecznos¢ w poszukiwaniu rozwigzan
zagadnienia.
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Zasady oceniania

3 pkt — stwierdzenie, ze funkcja f ma wiasno$¢ Darboux i przyjmuje wszystkie warto$ci
5

,ﬁ], W szczegolnosci wartos¢ 0 dla pewnego

posrednie z przedziatu [—%

Xo € [0,3) oraz zauwazenie, ze f(0) = —3 | stwierdzenie, ze miejsce zerowe jest

liczbg dodatnig z przedziatu (0, 3).
2 pkt — zapisanie wniosku f(0) - f(2) < 0 lub rbwnowaznego
ORAZ
uzasadnienie, ze funkcja f jest ciggta w przedziale [0, 3).
1 pkt — zbadanie znaku funkcji f w przedziale np. [0, 2], tzn. obliczenie np.:

fFO=-3if@=5.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Poniewaz chcemy wykazac¢, ze funkcja f ma co najmniej jedno miejsce zerowe

w przedziale (0,3), wybieramy dwie liczby ograniczajgce nasz obszar poszukiwan. Dla
tatwosci obliczen niech to bedg liczby 0 oraz 2. Obliczymy wartosci funkcji f na krancach
przedziatu [0,2]:

VZ 0 11
F0) =D —30 =0 =
5+ 02 3773
fy=Y22 3o 2 15
5 1 22 9 2727

Zauwazmy, ze f(0) <0 i f(2) > 0,czyli f(0)-f(2)<O.
Funkcja f jest funkcjg ciagta, jako suma funkgcji ciggtych, wiec ma wlasno$é Darboux.

Zatem dla argumentéw z przedziatu [0, 2] przyjmuje wszystkie wartosci posrednie

. 1 5 ; . Lo ‘- L
z przedziatu |— §,ﬁ]. W szczegdlnosci przyjmuje wartosé 0 dla pewnego co najmniej
jednego x, € (0, 3). Ponadto miejsce zerowe funkcji f jest liczbg dodatnig. To nalezato
wykazac.

Zadanie 24. (0-3)

Wymaganie ogéine Wymagania szczegoétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. XI1.R3) stosuje definicje pochodnej funkgciji,
1. Stosowanie obiektéw matematycznych podaje interpretacje geometryczng
| operowanie nimi, interpretowanie pojec i fizyczng pochodnej;
matematycznych. XIII.R4) oblicza pochodng funkcji potegowe;j

o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodng, korzystajgc z twierdzen

0 pochodnej sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu
i funkcji ztozone;j.
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Zasady oceniania

3 pkt — zapisanie rownania stycznej: y = %x + g .
2 pkt — obliczenie f'(2): f'(2) = %

ALBO
. . . , . :
wyznaczenie pochodnej funkcji f: f'(x) = i oraz obliczenie rzednej punktu
o odcietej x, = 2: f(2) = 3.
. . e i A
1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji f: f'(x) = i
ALBO

obliczenie rzednej punktu o odcietej x, = 2: f(2) = 3.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Obliczamy rzedng punktu stycznosci

f2)=v1+8=3
Wyznaczamy pochodng funkgji f:
4 2
2VI+4x Vitdx

i obliczamy warto$¢ pochodnej dla x, = 2:

() =

2 2
F =3

Korzystajac ze wzoru y = f'(x,) - (x — xo) + f(xo), zapisujemy réwnanie stycznej
2
y=3 (x—2)+3
Rownanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie x, = 2 ma posta¢ y = %x + g

Zadanie 25. (0-4)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. XIII.R6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
3. Tworzenie pomocniczych obiektow Z zastosowaniem pochodne.

matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentacji lub
rozwigzania problemu.
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Zasady oceniania
4 pkt — podanie zbioru wartosci funkcji f: [—1, 35].
3 pkt — obliczenie wartosci funkcji f(0), f (%) oraz f(1).
2 pkt — obliczenie miejsc zerowych pochodnej: x =0, x = % x=1
ALBO
wyznaczenie pochodnej funkgcji: f'(x) = 4x3 — 6x% + 2x oraz obliczenie wartosci
funkgcji na krancach przedziatu: f (—1) = 3, f(3) = 35.
1 pkt —wyznaczenie pochodnej funkcji: f'(x) = 4x3 — 6x% + 2x
ALBO

obliczenie wartosci funkcji na koncach przedziatu: f (—1) = 3, f(3) = 35.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Obliczamy wartosci funkcjidla x = —1 oraz x = 3:
f(-1)=1+2+1-1=3
f(3)=81-544+9—-1=35
Wyznaczamy pochodng funkgji f:
f'(x) = 4x3 — 6x2% + 2x

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej, doprowadzajgc jej wzér do postaci iloczynowe;j:

f'(x) =2x(2x* = 3x+ 1) = 4x(x — 1) (x — 1)
2

Miejscami zerowymi funkcji pochodnej sa:

Obliczamy wartosci funkcji w punktach x = 0, x = % x =1 iporéwnujemy z f(—1)
i f(3):
f(0)=-1
f(l) 15
2 16
f)=-1

Zatem najmniejszg wartoscig funkcji f w przedziale [—1,3] jest (—1), a najwiekszg 35.
Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat [—1, 35].
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Zadanie 26. (0-3)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. VIIl.1) wyznacza promienie i srednice
2. Dobieranie i tworzenie modeli okregéw, diugosci cieciw okregow oraz
matematycznych przy rozwigzywaniu odcinkow stycznych, w tym
problemow praktycznych i teoretycznych. z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.

Zasady oceniania

3 pkt — zapisanie pola tréjkata jako funkcji jednej zmiennej x: P(x) = (R + x)VR? — x?
ORAZ
wyznaczenie dziedziny funkcji P: (0, R).

2 pkt — zapisanie pola tréjkata jako funkcji jednej zmiennej x: P(x) = (R + x)VR? — x?
ALBO
wyznaczenie i zapisanie dlugosci podstawy a = 2VR? — x? oraz wysokosci
h = R + x i wyznaczenie dziedziny funkcji P: (0, R).

1 pkt — wyznaczenie i zapisanie dtugosci podstawy a = 2VR? — x? oraz wysokosci
h=R+x
ALBO
wyznaczenie dziedziny funkcji P: (0, R).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Oznaczmy wierzchotki tréjkgta przez A, B, C w taki sposob, C
ze |AC| = |BC|, punkt D niech zas$ bedzie spodkiem
wysokosci opuszczonej z wierzchotka C. Poniewaz tréjkat
ABC jest rbwnoramienny, wysokos¢ CD przechodzi przez
srodek opisanego na nim okregu i dzieli podstawe AB na
potowy. Stosujgc twierdzenie Pitagorasa, wyznaczamy
dtugosc¢ podstawy AB w zaleznosci od zmiennej x:

|AD|? + x? = R?

|AD| = v R? — x?

a = 2|AD| = 24/ R? — x?

Ponadto

h=|CD|=R+x
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Zatem funkcja P pola tréjkata jest okreslona wzorem

P(x)=%-a-h=%-2\/R2—x2- (R+x)=(R+x)/R?> — x?

Wyznaczamy dziedzine funkcji P:

R?—x>>0ix>0

Stad dziedzing funkcji P jest zbior (0, R).

Zadanie 27. (0-6)

Wymaganie ogodlne

Wymagania szczegoétowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

3. Tworzenie pomocniczych obiektow
matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentacji lub
rozwigzania problemu.

Uczen:

XIII.R4) oblicza pochodng funkcji potegowej
0 wykfadniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodng, korzystajgc z twierdzen

0 pochodnej sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu
i funkcji ztozonej;

XIII.R5) stosuje pochodng do badania
monotonicznosci funkcji;

XIII.R6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
Z zastosowaniem pochodne;.

Zasady oceniania

6 pkt — obliczenie najwiekszej wartosci pola trojkata: P (%R) =

=2

2
9R.

5 pkt — zbadanie przebiegu zmienno$ci funkcji i wyznaczenie argumentu x,, dla ktérego

funkcja pola osigga warto$¢ najwiekszg: x, = %R.

4 pkt — obliczenie miejsca zerowego funkcji pochodnej: x = ER.

3 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji pola: P'(x) = 3x — %xz.

2 pkt — wyznaczenie dziedziny funkcji P: Dp = (% R, %R).

1 pkt — wyznaczenie funkcji pola w zaleznosci od dtugosci jednego boku:

_3.2_3.3
P(x)—zx TR

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykladowe petne rozwigzanie

Oznaczmy przez x diugosc¢ jednego z bokéw trojkgta. Wowczas pozostate boki majg

dlugos¢ 2x oraz 3R — 3x.

Korzystajgc ze wzoru na pole trojkgta P = i—I;C

, otrzymujemy

x-2x-(3R—3x)

P(x) =

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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a po uporzadkowaniu
3 3
)2 — 42 _ ___ 43
() = 3% ~9g*
Wyznaczamy dziedzine funkcji. Z nieréwnosci trojkagta mamy:
x < 2x+ (3R — 3x) 2x < x+ (3R — 3x) 3R —3x <x+ 2x
3 3 1

X<§R X<ZR .X'>ER

Dziedzing funkgji P jest zbior (%R,%R).

Szukamy maksimum funkcji P. W tym celu wyznaczamy pochodna:

P’()—32 > 3x2 =3 0 2
x =3 b R x“ =3x 2Rx
Obliczamy miejsca zerowe funkcji pochodnej:
P'(x)=0
— 2=
3x ZRx 0
—0&(1R3R) lub —2R6(1R3R>
*= 27vgt) P T3 27

Badamy znak funkcji pochodnej:

3 2 2>0
X 2Rx

3
1——
Bx( 2Rx>>0

Pochodna funkcji P jest dodatnia w przedziale (%R%R) czyli funkcja P jest rosngca
w przedziale G R,ER]. Pochodna funkcji P jest ujemna w przedziale G R,%R), czyli
funkcja P jest malejgca w przedziale ER,%R). To oznacza, ze w punkcie x, = %R
funkcja osigga warto$¢ najwieksza.

Obliczamy wartos¢ funkcji P dla x, = %R:
2 3

P(ZR)_S <2R) 3 (2R> —ZRZ 4R2—2R2
37/ 2 \3 2R \3 3 9" 9

Strona 96 z 110



Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych

Zadanie 28. (0-6)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. XIII.R6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
2. Dobieranie i tworzenie modeli Z zastosowaniem pochodne.
matematycznych przy rozwigzywaniu
probleméw praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania

6 pkt — obliczenie najwiekszej wartosci funkcji v: v(2) = 560.

5 pkt — wyznaczenie argumentu, dla ktérego funkcja v osigga wartosé najwiekszg x = 2
wraz z uzasadnieniem, np.: maksymalnym przedziatem, na ktérym funkcja v rosnie,
jest (0, 2]; maksymalny przedziat, na ktérym funkcja maleje, to [2,5).

4 pkt — obliczenie miejsca zerowego funkcji pochodnej v": x = 2.

3 pkt — obliczenie pochodnej funkcji v: v'(x) = 4(3x? — 26x + 40).

2 pkt — zapisanie wzoru funkgji objetosci: v(x) = (10 — 2x) - (16 — 2x) - x
ORAZ
okreslenie dziedziny funkcji objetosci: x € (0, 5).

1 pkt — zapisanie wzoru funkgji objetosci: v(x) = (10 — 2x) - (16 — 2x) - x
ALBO
okreslenie dziedziny funkcji objetosci: x € (0,5).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:

Za ustalenie niewtasciwej dziedziny funkcji lub jej pominiecie uczen moze uzyskac
maksymalnie 3 punkty (za ustalenie wzoru funkcji v, za obliczenie funkcji pochodnej v’
oraz za obliczenie najwiekszej wartosci funkcji v(2) = 560).

Przykladowe petne rozwigzanie
Ztozone pudetko bedzie miato ksztatt prostopadtoscianu o wymiarach
(10 — 2x) X (16 — 2x) X x, zatem jego objetos¢ v mozemy opisac¢ funkcjg

v(x) = (10 — 2x) - (16 — 2x) - x = 4x3 — 52x? + 160x = 4(x> — 13x? + 40x)
Z warunkow zadania wynika, ze dziedzing tej funkgcji jest zbiér (0,5).
Wyznaczamy pochodng funkcji v(x):
v'(x) = 4(3x% — 26x + 40)
Obliczamy miejsca zerowe pochodnej:
v'(x)=0
4(3x%2 —26x+40) =0
4(x—2)(3x—20) =0

x=2€(0,5) lub x =2 ¢ (0,5)
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Badamy znak funkcji pochodnej:
v'(x) >0
4(3x% —26x+40) >0
4(x—2)(3x—20)>0

Funkcja pochodna przyjmuje wartosci dodatnie dla x € (0,2) oraz wartosci ujemne dla
x € (2,5).

Wynika stad, ze maksymalnym przedziatem, na ktérym funkcja v(x) rosnie, jest (0, 2], za$
maksymalny przedziat, na ktérym maleje, to [2,5).

Whnioskujemy zatem, ze funkcja v osigga warto$¢ najwiekszg dla x = 2.
Obliczamy najwiekszg objetos¢ pudetka:
v(2) =4(23—-13-224+40-2) =4(8+52+80) = 4-140 = 560

Najwiekszg objeto$¢ — réwng 560 cm? — otrzymamy, odcinajgc z rogdw prostokata
kwadraty o boku 2 cm.

Zadanie 29. (0-6)

Wymaganie ogéine Wymagania szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. XIII.R4) oblicza pochodng funkcji potegowe;j
2. Dobieranie i tworzenie modeli o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
matematycznych przy rozwigzywaniu pochodng, korzystajgc z twierdzen
problemow praktycznych i teoretycznych. 0 pochodnej sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu
i funkcji ztozonej;
XIl.R6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
Z zastosowaniem pochodne.

Zasady oceniania

6 pkt — obliczenie najkrétszego czasu potrzebnego na dotarcie do domu: 3 godziny
i 44 minuty.

5 pkt — wyznaczenie argumentu, dla ktérego funkcja t osigga warto$¢ najmniejszg wraz
z uzasadnieniem.

4 pkt — obliczenie miejsc zerowych funkcji t'.

3 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji t.

2 pkt — wyznaczenie dziedziny funkcji t.

_ 2475
1 pkt — zapisanie funkcji czasu t(x): t(x) = 125 AL 3+25 (dla sposobu 1) albo

x . 4(12-x)2+25
t(x) = s+ —r

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

(dla sposaobu II).
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Przykladowe petne rozwigzania
Sposob |
Niech P bedzie punktem drogi lezgcym najblizej domu D. Stosujemy twierdzenie

Pitagorasa i obliczamy odlegto$é AP: V132 — 52 = /144 = 12 (km).

Przyjmijmy, ze Janusz pokonuje drogg odcinek 12 — x km, a nastepnie schodzi z drogi
i kieruje sie prosto w strone domu D (zobacz rysunek).

4%

13 km

Stosujac po raz kolejny twierdzenie Pitagorasa, wyznaczamy diugos¢ drogi Janusza poza
droga:

s =+/x%+ 52
Cata trasa Janusza od punktu A do domu D jestréwna 12 — x + Vx? + 25 kilometréw.

Czas potrzebny na przebycie trasy wzdtuz drogi:

12 — x
t1: 5

Czas potrzebny na przebycie trasy poza droga:

Vx2 + 25

t2= 3

Czas t wyrazony w godzinach potrzebny na pokonanie catej trasy mozemy opisac¢ funkcja

12—x +Vx%2+25

t(x) = z + 3

Dziedzing tej funkcji jest przedziat [0, 12].

Wyznaczamy pochodng funkcji t:

¢ () 1+1 1 ) 5x — 3vVx?% + 25
X)=—— — . /x =
5 3 2Vx2+25 15Vx2 + 25
Obliczamy miejsca zerowe funkcji pochodnej:
t'(x)=0
5x — 3Vx?% + 25 _o
15vx2 + 25
56x —3yx2+25=0
5x = 34/x%2 4+ 25
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25x2 = 9(x% + 25)

16x2 — 225 = 0
225
2 _ =
X T 76

-2 (e -

15 15
Rozwigzaniami powyzszego rownania sg liczby (— T) oraz e Do dziedziny funkcji t
nalezy tylko druga z tych liczb.

Badamy znak funkcji pochodnej:

t'(x) >0
5x—3\/x2+25>0
15vVx2% + 25

5x—3vVx2+25>0

5x > 34/x%2 4+ 25
Poniewaz obie strony nieréwnosci sg nieujemne, mozemy podnies¢ je do kwadratu:

25x2 > 9(x?% + 25)

16x2 — 225> 0
,_225
X T 16

15 15
(-3 =+ 5)>0
Biorgc pod uwage dziedzine funkcji t, mozemy stwierdzic, ze funkcja pochodna przyjmuje
wartosci ujemne dla x € [O, 175> za$ wartosci dodatnie dla x € (175 12]. Oznacza to, ze
maksymalnym przedziatem, w ktérym funkcja t maleje jest [O, 175] natomiast maksymailny
przedziat, w ktérym funkcja t rosnie, to [% 12]. Whnioskujemy zatem, ze dla argumentu
X = % funkcja t osigga wartos¢ najmniejsza.

Obliczamy najkrétszy czas dotarcia Janusza z punktu A do domu D.

t(15>_1<12 15)+1 (15)2+25_1 33+1 625_33+25_224
4) 5 4 3.\ 4 5 4 3 |16 20 12 60
224

Najkrotszy czas, jaki Janusz potrzebuje, by dotrze¢ do domu, to =0 godziny, czyli

3 godzinyi 44 minuty.
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Sposob I
Niech P bedzie punktem drogi lezacym najblizej domu D. Przyjmijmy tym razem, ze
Janusz po przejsciu x km droga, zaczyna is¢ w kierunku domu D (zobacz rysunek).

A%
5 km

P A

«—>
x km

13 km

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa (patrz Sposob /), mozemy okresli¢ dlugos¢ odcinka AP
jako 12 km.

Stosujgc po raz kolejny twierdzenie Pitagorasa, wyznaczamy diugos¢ drogi Janusza poza
droga:

s =+/(12 — x)2 + 52

Cata trasa Janusza od punktu A do domu D jestréwna x + \/(12 —x)?+25
kilometrow.

Czas potrzebny na przebycie trasy wzdtuz drogi:

X
tl:g

Czas potrzebny na przebycie trasy poza droga:

_J(12-x)%2+25
B 3

Czas t wyrazony w godzinach potrzebny na pokonanie catej trasy mozemy opisac¢ funkcja

tr

x (12 —x)2+ 25

t(x) = -+
() =2 3
Dziedzing tej funkcji jest przedziat [0, 12].
Wyznaczamy pochodng funkcji t:
) =5+ - -2 (12— )
x —_ — —_— . —_— . —_— x frd
5 3 2/(12-x)%+25
1 12 — x _ 3Vx?—24x + 169+ 5x — 60
5 3/(x? — 24x + 169) 3vVxZ — 24x + 169
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Zbior zadan z matematyki. Zasady oceniania

Obliczamy miejsca zerowe funkcji pochodnej:

t'(x)=0

3Vx2 — 24x + 169 + 5x — 60
3vVx2 — 24 x + 169

3y 144 — 24x 4+ x2 4+ 25 + 5x — 60 = 0

3yJx2 — 24x + 169 = 60 — 5x
9(x? — 24x + 169) = (60 — 5x)?
9x% — 216x + 1521 = 3600 — 600x + 25x2
—16x% +384x — 2079 =0
Wyréznik tego rownania kwadratowego jest rowny 107460, a jego pierwiastkami sg liczby

33 63
o oraz e Do dziedziny funkcji t nalezy tylko pierwsza z nich.

Badamy znak funkcji pochodnej:

t'(x)>0

3Vx2 — 24x + 169 + 5x — 60>0
3vVx2 — 24 x + 169

3144 — 24x + x2 + 25 + 5x — 60 > 0

3vVx2 — 24x + 169 > 60 — 5x
Poniewaz obie strony nieréwnosci sg liczbami nieujemnymi, mozemy zapisac
9(x2 — 24x + 169) > (60 — 5x)?
9x2 — 216x + 1521 > 3600 — 600x + 25x2
—16x? + 384x — 2079 > 0

16( 33)( 63>>O
T )\

Biorgc pod uwage dziedzine funkcji t, mozemy stwierdzi¢, ze funkcja pochodna przyjmuje

wartosci uiemne dla x € [O, %) zas$ wartosci dodatnie dla x € (% 12]. Oznacza to, ze

maksymalnym przedziatem, w ktérym funkcja t maleje jest [O, ?] natomiast maksymailny
przedziat, w ktérym funkcja t rosnie, to [? 12]. Whnioskujemy zatem, ze dla argumentu

33 . . T
X = funkcja osigga warto$¢ najmniejsza.
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Obliczamy najkrotszy czas dotarcia Janusza z punktu A do domu D.

33 33\? / 15 /62
t<33> T \/(12 _T) + 25 3 + 25 16 224

4 5+ 3 ~ 60

224
Najkrotszy czas, jaki Janusz potrzebuje, by dotrze¢ do domu, to 0 godziny, czyli

3 godzinyi 44 minuty.

Zadanie 30. (0-4)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. XIII.R6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
2. Dobieranie i tworzenie modeli z zastosowaniem pochodne;.
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania
4 pkt — obliczenie argumentu, dla ktérego funkcja K osigga minimum: v = 70 km/h wraz
z uzasadnieniem.

3 pkt — obliczenie miejsc zerowych funkcji pochodne;j.
2 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji K: K'(v) = — 9825 +

1 pkt — zapisanie wzoru funkgcji kosztu catego przejazdu:

Kw)=2-[(7+ 400) 8+ 42|,
0 pkt — rozwiqzanle, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

S
Ciezaréwka ma do przejechania trase dtugosci S km w czasie ” godzin.

Zapisujemy funkcje kosztu K przejechania catej trasy:

K()—S 722 Y gran| =5 [og L | 2288 Sv
vI=y 400 v 50|~ % 5o

Z warunkow zadania wynika, ze dziedzing tej funkcji jest zbiér [40, 80].

Wyznaczamy pochodng funkcji K:

K'(v) = 98S + S
V=T T
Obliczamy miejsca zerowe funkcji pochodnej:
K'(v)=0
985 S
50
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Zbior zadan z matematyki. Zasady oceniania

S 98§

50 w2

v? = 4900
v=70 lub v=-70

Do dziedziny funkcji K nalezy tylko pierwsza z tych liczb.

Badamy znak funkcji pochodnej:

K'(v) >0

98S

v2

%> v2

a >
50
98S

0

v? > 4900
(v=70)(v+70)>0

Biorgc pod uwage dziedzine funkcji K, stwierdzamy, ze pochodna przyjmuje wartosci
ujemne dla v € [40,70), za$ wartosci dodatnie dla v € (70, 80]. Zatem funkcja K maleje
w przedziale [40,70] irosnie w przedziale [70,80]. Wynika stad, ze funkcja K osigga

wartos¢ najmniejsza, gdy v = 70.

Koszt przejazdu jest najmniejszy, gdy ciezaréwka bedzie jecha¢ z predkoscig 70 km/h.

Zadanie 31. (0-6)

Wymaganie ogéine

Wymagania szczegoétowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu

problemow praktycznych i teoretycznych.

Uczen:

XIll.R4) oblicza pochodng funkcji potegowe;j
o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodng, korzystajgc z twierdzen

0 pochodnej sumy, roéznicy, iloczynu, ilorazu
i funkcji ztozonej;

XIll.R6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
Z zastosowaniem pochodne.

X.6) oblicza objetosci i pola powierzchni
graniastostupéw, ostrostupow, walca,
stozka i kuli, rbwniez z wykorzystaniem
trygonometrii i poznanych twierdzen.
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Zasady oceniania

6 pkt — obliczenie najwiekszej mozliwej objetosci stozka: (?) = %n.
5 pkt — wyznaczenie argumentu, dla ktérego funkcja V(r) osigga wartos¢ najwiekszg

r= %7 wraz z uzasadnieniem, np.: funkcja V(r) rosnie w przedziale <O,£

i maleje w przedziale [ﬂ 1).

4 pkt — obliczenie miejsca zerowego funkcji pochodnej: r = ¥ .

1724932
3 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji objetosci: V'(r) = %nr . % )
—Tr

2 pkt — zapisanie wzoru na objetos¢ stozka uzalezniong od promienia podstawy:

1
V(r) =§-m‘2 - (1+\/1—r2)
ORAZ
wyznaczenie dziedziny funkcji objetosci: r € (0,1).
1 pkt — zapisanie wzoru na objeto$¢ stozka uzalezniong od promienia podstawy:

V(r) =§-nr2-(1+\/1—r2).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:
Za ustalenie niewtasciwej dziedziny funkcji lub jej pominiecie uczen moze uzyskac
maksymalnie 3 punkty (za ustalenie wzoru funkcji V (r), za obliczenie funkcji pochodne;j

m) 32

I’(r) oraz za obliczenie najwiekszej wartosci funkcji V (T =517 ).

Przyktadowe petne rozwigzanie
Niech r bedzie promieniem podstawy stozka, zas x odlegtoscig
Srodka kuli od spodka wysokosci stozka (zobacz rysunek).

Stosujgc twierdzenie Pitagorasa, wyznaczamy x:

x=+41-1?

Objetos¢ stozka mozemy zapisaé jako

V(r)=%-nr2-(1+m)

Dziedzing tej funkc;ji jest zbior (0, 1).

Wyznaczamy pochodng funkcji objetosci V (r):

1 1
V’(r)=—-7t-[2r 1+y1—72 +r2-—-(—2r)]
3 ( ) 2V1 —r2
V) 1 I2+2 e r2 l 1 2V1 —r2 42 —3r?
r)=—-7r- —ré——|==7r-
3 V1-—1r2 3 Vv1-—r1r2
Obliczamy miejsca zerowe funkcji pochodnej:
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Zbior zadan z matematyki. Zasady oceniania

V'(r)=0
1 2V1 —1r2 4+ 2 — 3r? 0
=TT - =
Vv1—r1r2
201 —1r242-3r2=0

2Yy1—1r2=3r2-2
Obie strony rownania podnosimy do drugiej potegi:
4(1—-71%) = (3r?-2)?
4—4r?2 =9r* —12r> + 4

9r* —8r2 =0
8
or2(r2-2) =0
re|r 5
Roéwnanie to posiada trzy pierwiastki: v, = 0,1, = —%7 oraz r3 = 23—\/7
Tylko ostatni nalezy do dziedziny funkcji V(7).
Sprawdzamy, czy r; jest miejscem zerowym funkcji pochodnej:
2v2\" 2v2\’
2 1= (2) v2-a(2) o
22\ 1 (V2 1 242 3+2—3
V’ _— = =TT . = [ . — O
3 3 3 2 3 3 1
(2\/5) 3
=173
Badamy znak pochodnej:
V'(r) >0
1 2\/1—r2+2—3r2>0
_nr .
vV1-—r?

201 —1r242-3r2>0
241 —1r2>3r2 -2

Rozwazmy dwa przypadki.

. V6 . e . S .
Jesdli r € 0,? , prawa strona nieréwnosci jest ujemna i nierdwnosc jest prawdziwa.

Dla r € [g 1) obie strony nieréwnosci sg nieujemne i mozemy je podnies¢ do drugiej

poteqi:
4(1-1r%)> (3r? -2)?
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4—4r2 >9r* —12r2 + 4
—-9r*+8r2>0

8
-9 2( 2__)
re\r 9>0

—9r2<r—23£><r+¥>>0

Funkcja pochodna przyjmuje wartosci dodatnie dla r € (0?) zas wartosci ujemne dla

re(221)
3
Oznacza to, ze funkcja V(r) rosnie w przedziale (0%] i maleje w przedziale ?1) :

22

Wynika z tego, ze funkcja V(r) przyjmuje warto$¢ najwiekszg dla r = =

2v/2
Obliczamy wartos¢ funkcji V(r) dla argumentu T\/_:

T RN P AT I L g A

i <1+1>_8 4 32
—2777,' 3) = T —=—T

32
Najwieksza mozliwa objetos$¢ stozka to ™

Zadanie 32.1. (0-2)

Wymaganie ogéine Wymagania szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Uczen:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze X.6) oblicza objetosci i pola powierzchni
kilkuetapowych, podawanie argumentéw graniastostupéw, ostrostupow, walca,
uzasadniajgcych poprawno$¢ rozumowania, | stozka i kuli, réwniez z wykorzystaniem
odroéznianie dowodu od przyktadu. trygonometrii i poznanych twierdzen.
VIII.12) przeprowadza dowody
geometryczne.
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Zasady oceniania
hn
3(h—2)"

2 pkt — wyznaczenie wzoru funkgji objetosci: V(h) =

1 pkt — wyznaczenie zaleznosci miedzy promieniem podstawy stozka 7 ijego

ccia b |
wysokoscig h: r = Pk

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Niech r bedzie promieniem podstawy stozka, a h jego
wysokoscig (zobacz rysunek).

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkgta OBS mamy:
12 4+ |SB|? = (h — 1)?
Stad

|SB| =+ h? —2h

Zauwazmy, ze tréjkaty APS oraz OBS sa podobne
(posiadajg kat prosty, a kat przy wierzchotku S jest wspadlny).
Wynika stad proporcja:

|ISB| _ |0B|
|SP|  |PA|
vhz2 =2h 1

Mamy wiec

h r
h—2_1

h r
B h
N -

Wyznaczamy wzér na objetosc stozka:

V= ! 2p = ! h h
3TN R,
Mozemy zatem przyja¢, ze V jest funkcjg zmiennej h:
hm
V(h) = ————
(h) 3(h—2)
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Zadanie 32.2. (0-5)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. XIII.R6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
2. Dobieranie i tworzenie modeli Z zastosowaniem pochodne.
matematycznych przy rozwigzywaniu
probleméw praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania

5 pkt — obliczenie najmniejszej mozliwej objetosci stozka: V = gn.

4 pkt — wyznaczenie argumentu, dla ktérego funkcja V' osigga warto$¢ najmniejszg h = 4
wraz z uzasadnieniem, np.: maksymalnym przedziatem, w ktérym funkcja V' maleje,
jest (2,4]; maksymalny przedziat, w ktérym funkcja rosnie, to [4, +0).

3 pkt — obliczenie miejsca zerowego funkcji pochodnej V': h = 4.

2 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji V:

, hrn(h — 4)
Vi =302
1 pkt — okreslenie dziedziny funkcji V(h): h € (2, +).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Objetosc¢ ostrostupa V' jest funkcjg zmiennej h:

V) = h%m
~3(h-2)
Dziedzing tej funkcji jest zbidr (2, + ).
Wyznaczamy pochodng funkcji V:
2hm-3(h—2)—h*n-3  hn(h—4)
9(h — 2)2 ~ 3(h—2)2
Obliczamy miejsca zerowe funkcji pochodnej:
hrn(h —4) _
3(h—2)2

V'(h) =

Jedynym miejscem zerowym pochodnej funkcji V jest liczba 4.

Badamy znak pochodnej:

h(h — 4)
3th—2)2 "
h(h—4)>0

Funkcja pochodna V' przyjmuje warto$ci ujemne dla h € (2,4) oraz wartosci dodatnie
dla h € (4, +).
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Funkcja V maleje w przedziale (2, 4], za$ ro$nie w przedziale [4, +). Oznacza to, ze
w punkcie h = 4 osigga warto$¢ najmniejszg rowng

427 16r 8
=—7

V(4):3(4—2): 6 3
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