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Zbiér zadan z matematyki

Wprowadzenie

Matematyka jest nauka, ktora stanowi istotne wsparcie dla innych dziedzin, zwtaszcza dla
nauk przyrodniczych i informatycznych. Nauczanie matematyki w szkole opiera sie na
czterech fundamentach: nauce rozumowania matematycznego, analizie i interpretaciji
informaciji, ksztatceniu sprawnosci rachunkowej oraz przekazywaniu wiedzy o wtasnoséciach
obiektow matematycznych.

Sprawnos¢ Sprawnosc¢ rachunkowa jest niezwykle waznym elementem

rachunkowa nauczania matematyki nawet obecnie, kiedy wiele rachunkéw
wykonuje sie za pomocg sprzetu elektronicznego. Waznym
celem ¢wiczenia sprawnosci rachunkowe;j jest ksztattowanie
wyobrazenia o wielkosciach liczb, a w konsekwencji
doskonalenie umiejetnosci precyzyjnego szacowania wynikow.
Takie wyobrazenie utatwia codzienne zycie, na przyktad
planowanie budzetu domowego. Na wyzszym poziomie, przy
dziataniach na wyrazeniach algebraicznych, sprawno$¢
rachunkowa pozwala doskonali¢ umiejetnos¢ operowania
obiektami matematycznymi.

Wykorzystanie Istotnym elementem edukacji matematycznej jest umiejetnosé

i tworzenie informacji  analizy i interpretacji tekstu matematycznego przedstawionego
w réznej formie, np. relacji, wykresow, tabel, diagraméw oraz
interpretacji uzyskanego wyniku, sensownosci otrzymanego

rozwigzania.
Wykorzystanie Wiedza o wtasciwosciach obiektow matematycznych pozwala
i interpretowanie na swobodne operowanie nimi i stosowanie obiektow
reprezentacji matematycznych do opisu bgdz modelowania zjawisk

obserwowanych w rzeczywistosci. Wiasciwosci matematyczne
modeli przektadajg sie czesto na konkretne wtasnosci obiektow

rzeczywistych.
Rozumowanie Rozumowanie matematyczne to umiejetno$¢ poszukiwania
matematyczne rozwigzania danego zagadnienia. Dobrze ksztatcona rozwija

zdolnos$¢ myslenia konstruktywnego, premiuje postepowanie
nieschematyczne i tworcze. Ponadto rozumowanie
matematyczne narzuca pewien rygor Scistosci: dowdd
matematyczny musi by¢ poprawny. Dobre opanowanie
umiejetnosci rozumowania matematycznego utatwia w zyciu
codziennym odréznianie prawdy od fatszu.

Powyzsze umiejetnosci zostaty ujete w podstawie programowej jako cele ksztatcenia
— wymagania ogolne.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Cele ksztalcenia — wymagania ogdlne

I. Sprawnosé rachunkowa.
Wykonywanie obliczeh na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,
stosowanie praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu problemow w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

II. Wykorzystanie i trworzenie informacji.

1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréowno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykreséw, diagramow,
tabel.

2. Uzywanie jezyka matematycznego do tworzenia tekstow matematycznych, w tym do
opisu prowadzonych rozumowan i uzasadniania wnioskéw, a takze do przedstawiania
danych.

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.

1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemoéw
praktycznych i teoretycznych.

3. Tworzenie pomocniczych obiektow matematycznych na podstawie istniejgcych, w celu
przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania problemu.

4. Wskazywanie koniecznosci lub mozliwosci modyfikacji modelu matematycznego
w przypadkach wymagajgcych specjalnych zastrzezen, dodatkowych zatozen,
rozwazenia szczegolnych uwarunkowan.

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania, odréznianie dowodu od przyktadu.

2. Dostrzeganie regularnosci, podobienstw oraz analogii, formutowanie wnioskéw na ich
podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.

3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia poprawnosci rozwigzywania probleméw,
tworzenie ciggu argumentdw, gwarantujgcych poprawno$¢ rozwigzania i skutecznosé
w poszukiwaniu rozwigzan zagadnienia.

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach

nietypowych.

CENTRALNA
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Zadania sprawdzajgce wymagania z podstawy programowej
— poziom podstawowy

I. Liczby rzeczywiste
Wymagania szczegotowe z zakresu obszaru |

Uczen:

1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;

2) przeprowadza proste dowody dotyczgce podzielnosci liczb catkowitych i reszt z dzielenia
nie trudniejsze niz:

a) dowaod podzielnosci przez 24 iloczynu czterech kolejnych liczb naturalnych,
b) dowdd wiasnosci: jesli liczba przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to jej trzecia potega

przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2;

3) stosuje wiasnosci pierwiastkdw dowolnego stopnia, w tym pierwiastkdéw stopnia
nieparzystego z liczb ujemnych;

4) stosuje zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem oraz prawa dziatan na potegach
i pierwiastkach;

5) stosuje wlasnosci monotonicznosci potegowania, w szczegolnosci wiasnosci: jesli
x<yoraza>1toa*<a’, zasgdy x <y i 0<a<1,toa*>a;

6) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedziaty na osi liczbowej;

7) stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczng wartosci bezwzglednej, rozwigzuje
rownania i nieréwnosci typu: |x +4| =5, |[x —2| <3, |x + 3| = 4;

8) wykorzystuje wtasnosci potegowania i pierwiastkowania w sytuacjach praktycznych,
w tym do obliczania procentow sktadanych, zyskéw z lokat i kosztéw kredytow;

9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje sie wzorami na logarytm
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

Komentarz

W tym dziale sprawdzana jest sprawnos¢ wykonywania dziatan na liczbach

z uwzglednieniem ich wiasnosci i zwigzkéw miedzy nimi (potegowanie, pierwiastkowanie,
logarytmowanie). Sprawdzana jest rowniez umiejetno$¢ postugiwania sie przedziatami
liczbowymi. Wybrane zadania weryfikujg sprawnos¢ przeprowadzenia rozumowania
matematycznego, polegajgcego na wykazaniu podzielnosci liczb.

Pojecia

e dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie)

e proste dowody dotyczgce podzielnosci liczb catkowitych i reszt z dzielenia

e wlasnosci pierwiastkéw

o zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem

e wlasnosci monotonicznosci potegowania

e przedziaty liczbowe

e interpretacja geometryczna i algebraiczna wartosci bezwzglednej

CENTRALNA
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Zbiér zadan z matematyki. Liczby rzeczywiste

Zadania sprawdzajgce wymagania z obszaru |

Wykaz, ze suma trzech kolejnych liczb catkowitych jest podzielna przez 3.

Liczbe a = (V2 + \/7)2 mozna zapisaé w postaci a = x + yv/14, gdzie x € Z oraz y € Z.

Uzupetnij ponizsze rownosci. Wpisz wlasciwe liczby w wykropkowanych miejscach.

Brudnopis
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Zadanie 3. (0-3)
Rozwazmy takie liczby rzeczywiste a i b, ktére spetniajg warunki:

a#0 oraz b#0 oraz av2+bV/3 =0

b
Oblicz wartos¢ liczbowa wyrazenia §+ p dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b,

spetniajagcych powyzsze warunki. Wynik podaj w postaci utamka bez niewymiernosci
w mianowniku.

Zapisz obliczenia.

CENTRALNA
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Zbiér zadan z matematyki. Liczby rzeczywiste

Zadanie 4. (0-2)

Dana jest liczba
1 1 1

RN R RN RN S

Wykaz, ze a jest liczbg catkowita. Zapisz obliczenia.

Wskazowka: Usun niewymiernoSci z mianownikow.

Zadanie 5. (0-1)

Ktéra z podanych réwnosci (A-D) jest prawdziwa? Wybierz witasciwa odpowiedz
sposréd podanych.

4
A. (V7 +v5) = VT3 + V53 B. v/VI44 + V16 = 2:
1 3 3 1 3 1
2 3
C. < 21) =22+ (3) D. (V64)® = 8°
Brudnopis

Strona 10 z 161



Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Zadanie 6. (0-2)
Okres T drgan wahadta w pewnym zegarze dany jest wzorem:

l
T =2 |—
g

gdzie | oznacza dlugos¢ wahadta, a g oznacza przy$pieszenie grawitacyjne. Przyjmij do
obliczen, ze przy$pieszenie grawitacyjne na Ziemi wynosi g, = 9,81 m/s?,
a przyspieszenie grawitacyjne na Ksiezycu wynosi gx = 1,62 m/s?.

T
Oblicz T—K — stosunek okresu drgan tego wahadta, gdyby znajdowato sie ono na
z

Ksiezycu, do okresu drgan tego samego wahadta znajdujgcego sie na Ziemi.
Wynik podaj z doktadnosciag do 0, 01.

Zapisz obliczenia.

CENTRALNA
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Zbiér zadan z matematyki. Liczby rzeczywiste

Zadanie 7. (0-1)
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Wartos¢ wyrazenia log k + logﬁk2 — log%k? gdzie k > 0, jestréwna

A. 0 B. 1 C. (-1) D. k

Brudnopis

Zadanie 8. (0-2)
Liczby rzeczywiste x,y, z spetniajg nastepujgce warunki:

x,y,z>0 oraz x,y,z#1 oraz y*=x

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie wlasciwe odpowiedzi sposréd podanych.

Z podanych warunkéw wynika, ze prawdziwe sg réwnosci

A. logyy =2z B. y—logyx:i

C.logyz=y D. yl08xY =y

E. logyx =2z F. Z‘IngZ=§
Brudnopis
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

II. Wyrazenia algebraiczne

Wymagania szczegoétowe z zakresu obszaru Il

Uczen:

1)

stosuje wzory skréconego mnozenia na: (a + b)?, (a — b)?, a? — b?, (a + b)3,
(a—Db)3, a® - b3, a™ - b";

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej i wielu zmiennych;

3) wylgcza poza nawias jednomian z sumy algebraicznej;

4) rozktada wielomiany na czynniki metodg wytgczania wspdlnego czynnika przed nawias
oraz metodg grupowania wyrazow, w przypadkach nie trudniejszych niz rozktad
wielomianu W (x) = 2x3 —V3x? + 4x — 2/3;

5) znajduje pierwiastki catkowite wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych;

6) dzieli wielomian jednej zmiennej W (x) przez dwumian postaci x — a;

7) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;

8) dodaje i odejmuje wyrazenia wymierne, w przypadkach nie trudniejszych niz:

1 1 1 1 1 x+1 x-1
-——, —+t+—=+—=, .
x+1 x° x x? x3" x+2 x+1

Komentarz

W dziale tym sprawdzana jest gtéwnie umiejetnos¢ postugiwania sie wyrazeniami
reprezentujgcymi liczby przy uzyciu zmiennych. Zadania sprawdzajg m. in. sprawnos¢
postugiwania sie wzorami skréconego mnozenia, jak rowniez dziatania na wielomianach oraz
wyrazeniach wymiernych.

Pojecia

wzory skroconego mnozenia

wielomian

suma algebraiczna

rozktad wielomianu na czynniki

pierwiastki catkowite wielomianu

dzielenie wielomianu przez dwumian x — a
wyrazenia wymierne

CENTRALNA
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Zbior zadan z matematyki. Wyrazenia algebraiczne

Zadania sprawdzajgce wymagania z obszaru Il

Zadanie 9. (0-1) m

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Wyrazenie 2x2? — 1 mozna przeksztaicié réwnowaznie do wyrazenia

(1 - xv2) (V2 - 1). " F

Dla kazdej liczby rzeczywistej x wartoS¢ wyrazenia
(2+x)% —x%(x + 6) — 12x jestréwna 8.

Brudnopis

Zadanie 10. (0-1) m

Dany jest wielomian
W(x) = x3 —9x? + 26x — 24

ktéry ma trzy pierwiastki catkowite.
Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Jednym z pierwiastkéw tego wielomianu jest liczba

A. 13 B. 12 C.7 D. 2

Brudnopis

Zadanie 9. sprawdza wymaganie Il.1, zadanie 10. sprawdza wymaganie 1.5 podstawy programowej
m z matematyki. Wymagania te nie bedg obowigzywaty w petnym zakresie na egzaminie maturalnym
w roku 2023 i 2024.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych

Dane jest wyrazenie
a a? ( a—b )
a+b a?—b?%2) \a?—bh?

gdzie a€e R,b € R,a # b, a # —b.

Przeksztal¢ dane wyrazenie do najprostszej postaci i oblicz jego wartos¢

dla a = % oraz b = —% . Zapisz obliczenia.

CENTRALNA
KOMISJA
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Zbior zadan z matematyki. Wyrazenia algebraiczne

. o . . . ax+b
+ 5 mozna przeksztatci¢ rbwnowaznie do wyrazenia xtd’

Wyrazenie wymierne po—

gdzie a, b, ¢, d sg pewnymi wspotczynnikami rzeczywistymi.

Wyznacz wartosci liczbowe wspoétczynnikéw a, b, ¢, d. Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Zadanie 13. (0-1) m

Dany jest wielomian
Wkx)=x3—4x>*+x+6 gdzie x€ER

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej
uzasadnienie sposréd 1., 2. albo 3.

Wskazoéwka: Skorzystaj z definicji podzielnosci wielomianu W (x) przez dwumian (x — a).

Wielomian W (x) jest podzielny przez

1 liczba x = 3 jest pierwiastkiem
A. | dwumian (x — 3), " | wielomianu.
poniewaz 2. | wyraz wolny wielomianu jest rowny 6.
B. | dwumian (x — 6), 3 liczba x = 6 jest pierwiastkiem
" | wielomianu.

Brudnopis

m Zadanie sprawdza wymaganie 1.5 podstawy programowej z matematyki, ktére nie bedzie
obowigzywato na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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Zbior zadan z matematyki. Wyrazenia algebraiczne
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

[1l. Réwnania i nieréwnosci

Wymagania szczegétowe z zakresu obszaru Il

Uczen:

1)
2)
3)
4)
5)

6)

7

przeksztatca réwnania i nierobwnosci w sposéb rownowazny;
interpretuje réwnania i nierdownosci sprzeczne oraz tozsamosciowe;
rozwigzuje nieréwnosci liniowe z jedng niewiadoma;
rozwigzuje réwnania i nierownosci kwadratowe;
rozwigzuje réwnania wielomianowe, ktére dajg sie doprowadzi¢ do réwnania
kwadratowego, w szczegodlnosci rownania dwukwadratowe;
rozwigzuje rownania wielomianowe postaci W (x) = 0 dla wielomianéw
doprowadzonych do postaci iloczynowej lub takich, ktére dajg sie doprowadzi¢ do
postaci iloczynowej metodg wytgczania wspdélnego czynnika przed nawias lub metoda
grupowania,

o, . . . Vo L . .
rozwigzuje rownania wymierne postaci Woo = 0, gdzie wielomiany V(x)i W(x) sg
zapisane w postaci iloczynowe.

Komentarz

Dziat ten skupia zadania weryfikujgce sprawnos¢ przeksztatcania rownan i nieréwnosci

w sposob rownowazny, jak réwniez interpretowania réwnan i nieréwnosci sprzecznych oraz
tozsamosciowych. Sprawdzana jest miedzy innymi umiejetno$¢ rozwigzywania rownan

i nieréwnosci kwadratowych oraz réwnan wielomianowych i wymiernych.

Pojecia

rownania i nieréownosci liniowe
réwnania i nieréwnosci kwadratowe
rownania wielomianowe

réwnania wymierne
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Zbioér zadan z matematyki. Réwnania i nieréwnosci

Zadania sprawdzajace wymagania z obszaru Il

Rozwigz nieré6wnos¢. Podaj najwiekszg liczbe catkowitg spetniajgca te nierownosé.
2x>V5-x+3V5-6

Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych

Rozwiaz réwnanie
—2x3+x*+18x—9=0

Zapisz obliczenia.

CENTRALNA
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Zbioér zadan z matematyki. Réwnania i nieréwnosci

Rozwiaz réwnanie
—x3+13x-12=0

Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Zadanie 17. (0-4)

Szymon przygotowuje sie do egzaminu na prawo jazdy. Opanowat juz 97 sposréd 3697
zadan. Postanowit, ze kazdego kolejnego dnia bedzie rozwigzywat n zadan. Zauwazyt, ze
gdyby dzienng liczbe rozwigzanych zadan zwiekszyt o 5, czas potrzebny na rozwigzanie
wszystkich zadan skrocitby sie o 10 dni.

Oblicz, ile dni zajmie Szymonowi przygotowanie do egzaminu, jesli nie bedzie
zwigkszal dziennej liczby rozwigzanych zadan.

Zapisz obliczenia.
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Zbioér zadan z matematyki. Réwnania i nieréwnosci

Zadanie 18. (0-1)
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwag odpowiedz sposréd podanych.

Roéwnanie
(3x* —6x)(x*—9) 0
(x-2)(x—-32
w zbiorze liczb rzeczywistych
A. nie ma rozwigzan.
B. ma dokfadnie jedno rozwigzanie: x = 0.
C. ma doktadnie dwa rozwigzania: x = 0, x = —3.
D. ma dokfadnie cztery rozwigzania: x =0, x =2, x =3, x = —3.
Brudnopis
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych

Niech % bedzie utamkiem nieskracalnym. Jesli do licznika dodamy 6, a do mianownika

dodamy 15, jego warto$¢ nie zmieni sie.

Oblicz liczby m i n. Zapisz obliczenia.

CENTRALNA

KOMISJA
EGZAMINACYJNA Strona 25 z 161



Zbioér zadan z matematyki. Réwnania i nieréwnosci

Strona 26 z 161



Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

IV. Uktady réwnan
Wymagania szczegoétowe z zakresu obszaru IV

Uczen:

1) rozwigzuje ukfady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, podaje interpretacje
geometryczng uktaddéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych;

2) stosuje uktady rownan do rozwigzywania zadan tekstowych;

3) rozwigzuje metodg podstawiania ukfady réwnan, z ktérych jedno jest liniowe,

ax+by =e L {ax+by=e

a drugie kwadratowe, postaci {xz ty?tex+dy=f y=cx?+dx+f

Komentarz

Podstawowg umiejetnoscig sprawdzang w tym dziale jest rozwigzywanie uktadéw réwnan

z dwiema niewiadomymi z uwzglednieniem interpretacji geometrycznej uktadéw
oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych. Weryfikowana jest umiejetnos¢ samodzielnego
budowania uktadéw réwnan przy rozwigzywaniu zadan tekstowych.

Pojecia

e uktady réwnan z dwiema niewiadomymi
e interpretacja geometryczna

e zadania tekstowe
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Zbior zadan z matematyki. Ukfady rownan

Zadania sprawdzajgce wymagania z obszaru IV

Dana jest liczba dwucyfrowa, w ktdrej suma cyfr jest rowna 14. Jezeli zamienimy miejscami
jej cyfry, otrzymamy liczbe o 18 mniejszg od liczby sprzed tej zamiany cyfr.

Oblicz te liczbe. Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych

Pies goni lisa. Poczatkowa odlegto$¢ miedzy zwierzetami rowna byta 30 m. Diugo$¢
kazdego skoku psa jest rowna 2 m, dtugos¢ kazdego skoku lisa jest rowna 1 m.
W czasie, w ktérym lis wykonuje trzy skoki, pies skacze dwa razy.

Oblicz dystans, po przebiegnieciu ktérego pies dogoni lisa. Zapisz obliczenia.
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Zbior zadan z matematyki. Ukfady rownan

Suma liczb rzeczywistych a i b réwna jest 527. Wiemy, ze 8% liczby a jest réwne
7,5% liczby b.

Oblicz liczby a i b. Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych

xX2+y?—4x+4y—-17=0

Rozwiaz uktad réwnan {Zx —y-1=0

Zapisz obliczenia.

m Zadanie sprawdza wymaganie V.3 podstawy programowej z matematyki, ktére nie bedzie
obowigzywato na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

V. Funkcje
Wymagania szczegétowe z zakresu obszaru V

Uczen:

1) okresla funkcje jako jednoznaczne przyporzadkowanie za pomocg opisu stownego,
tabeli, wykresu, wzoru (takze r6znymi wzorami na réznych przedziatach);

2) oblicza warto$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomoca tabel, wykresow, wzoréw
itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego zrédta informaciji lub kilku
zrédet jednoczesnie;

4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie
mniejsze) lub mniejsze (nie wigksze) od danej liczby, najwigksze i najmniejsze wartosci
funkcji (o ile istniejg) w danym przedziale domknigtym oraz argumenty, dla ktorych
wartosci najwieksze i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane;

5) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji liniowej;

6) wyznacza wzor funkgji liniowej na podstawie informacji o jej wykresie lub o jej
wiasnosciach;

7) szkicuje wykres funkcji kwadratowej zadanej wzorem;

8) interpretuje wspotczynniki wystepujgce we wzorze funkcji kwadratowej w postaci
0golnej, kanonicznej i iloczynowe;j (jesli istnieje);

9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie informacji o tej funkcji lub o jej
wykresie;

10) wyznacza najwiekszg i najmniejszg warto$¢ funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym;

11) wykorzystuje wtasnosci funkgji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych w kontekscie praktycznym;

12) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy funkcji y = f(x — a),
y=f@)+b, y=—f(x), y=f(-x)

13) postuguije sie funkcjg f(x) = %, w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji zagadnien

zwigzanych z wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi, rowniez w zastosowaniach
praktycznych;

14) postuguje sie funkcjami wyktadniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu
i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.

Komentarz

Funkcje to dziat, w ktérym weryfikowana jest sprawno$¢ odczytywania i interpretowania
danych przedstawionych w réznych postaciach: wzoru, wykresu, tabeli, opisu stownego.
Sprawdzana jest umiejetnos¢ wyznaczania wzoru funkcji liniowej i kwadratowej na podstawie
zebranych danych, wskazywania warto$ci najmniejszej i najwiekszej oraz szkicowanie
wykreséw. Wybrane zadania testujg biegtos¢ postugiwania sie funkcjg wyktadniczg

i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu i interpretacji zagadnien zwigzanych

z zastosowaniami praktycznymi.
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Zbior zadan z matematyki. Funkcje

Pojecia

e przyporzagdkowanie

e dziedzina funkciji

e zbiér wartosci funkgji

* miejsca zerowe

e przedziaty monotonicznosci

e wartosci najmniejsze i najwieksze
o funkcja liniowa

e funkcja kwadratowa

o funkcja f(x) =%
o funkcja wyktadnicza

e funkcja logarytmiczna
e przeksztatcenia wykresow funkcji
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Zadania sprawdzajgce wymagania z obszaru V

Zadanie 24. (0-2)
Dana jest funkcja kwadratowa f okreslona wzorem

y=f(x)=x*+5x+6 gdzie x€R

Dokoncz zdania. Zaznacz odpowiedz sposrod A-D oraz odpowiedz sposrod E—H.

1. Posta¢ kanoniczna funkcji f wyraza sie wzorem

= (-2 e
oy =(s+2) -
c.y= (-3 +3
0y (x4 -

2. Posta¢ iloczynowa funkcji f wyraza sie wzorem
E.y=x-2)(x-3)
F.y=0@x—-2)(x+3)
G. y=x+2)(x-3)
H y=((x+2)(x+3)

Brudnopis
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Zbior zadan z matematyki. Funkcje

Zadanie 25.
W kartezjanskim uktadzie w wspotrzednych (x,y) przedstawiono fragmenty wykreséw
czterech funkcji: f, g, h, s.

y
h
It
vl
6
L
- \
J \
\
\
A \
g
\
\ \
O
\ \
\ \
o) ~\
[= =
\
~ \
1 N~
|8 P
\ o N
\ ~
N \
J
-2 -1 0 2 3\ 5 @ / 3 9 10 x
1.4 \ ~

Zadanie 25.1. (0-1)
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Najwiekszg wartos¢ dla argumentu x = 2 przyjmuje funkcja

A. f B. g C. h D. s

Brudnopis
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Zadanie 25.2. (0-1)
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwag odpowiedz sposréd podanych.

Dla argumentu x = 3 te samg warto$¢ przyjmujg funkcje
A . fis B.sih C.fig D.gis

Brudnopis

Zadanie 25.3. (0-1)

Zapisz maksymalny przedziat, w ktéorym prawdziwa jest nieréwnosé¢ g(x) > h(x).

Brudnopis
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Zbior zadan z matematyki. Funkcje

Zadanie 26.

Temperatura powietrza obniza sie wraz ze wzrostem wysokosci n.p.m. Na podstawie danych
empirycznych stwierdzono, ze temperatura maleje o 0,6 °C, gdy wysokos$¢ wzrasta

o0 100 m, a gdy wysokos¢ maleje o 100 m — temperatura rosnie o 0,6 °C.

W Zakopanem, ktére znajduje sie na wysokosci 1000 metrow n.p.m., temperatura
powietrza zmierzona w punkcie pomiarowym byta réwna 13 °C. W tym samym czasie
dokonano pomiaréw temperatury powietrza w Biatce Tatrzanskiej i na Rysach.

Zadanie 26.1. (0-1)

Ocen prawdziwosé ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Na Rysach, na wysokosci 2499 metréw n.p.m., zmierzona temperatura P F
powietrza nie przekraczata 5 °C.

W Biatce Tatrzanskiej (650 metréw n.p.m.) zmierzona temperatura powietrza P F
byta réowna 16,5 °C.

Brudnopis
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych

Niech f(x) = ax + b bedzie funkcjag opisujgca zalezno$¢ temperatury powietrza od
wysokosci x n.p.m. w dowolnym punkcie nad Zakopanem.

Oblicz wartos¢ wspotczynnika a i wartos¢ wspotczynnika b. Zapisz obliczenia.
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Zbior zadan z matematyki. Funkcje

Zadanie 27. (0-1)

Funkcja kwadratowa f jest okreslona wzorem f(x) = —2x2 + bx + ¢ i przyjmuje wartosci
dodatnie tylko dla x € (—4,2).

Ocen prawdziwosé ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Osig symetrii bedacej wykresem tej funkcji jest prosta x = 1. P F

Posta¢ iloczynowa funkcji f wyraza sie wzorem f(x) = —=2(x+4)(x—2). | P | F

Zadanie 28. (0-2)

Dana jest funkcja kwadratowa f. Do wykresu tej funkcji nalezy punkt o wspoétrzednych
(0, 8), a osig symetrii jej wykresu jest prosta o rownaniu x = 4. Jednym z miejsc zerowych
funkcji f jest x; = 2.

Wyznacz i zapisz wzor funkcji y = f(x) w postaci iloczynowej.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Zadanie 29. (0-1) m

Aby zaora¢ pole o powierzchni P w ciggu 8 godzin, potrzeba trzech ciggnikow. Przyjmijmy,
ze kazdy ciggnik w ustalonej jednostce czasu moze zaorac te samg powierzchnie pola.

Ocen prawdziwosé ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Zaoranie pola o powierzchni P przy pomocy dwoch ciggnikéw zajetoby P F
12 godzin.

Cztery ciggniki, ktére pracujg o potowe szybciej, zaoratyby to pole w ciggu P F
4 godzin.

Brudnopis

m Zadanie sprawdza wymaganie V.13 podstawy programowej z matematyki, ktére nie bedzie
obowigzywato na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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VL.

Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Ciagi

Wymagania szczegoétowe z zakresu obszaru VI

Uczen:

1)
2)

a)

3)
4)
5)
6)
7

oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogolinym;
oblicza poczgtkowe wyrazy ciggéw okreslonych rekurencyjnie, jak w przyktadach:

a, = 0,001 a; =1
{ b) ja, =1

An+z2 = Ani1 T Ay

w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosnacy, czy malejacy;
sprawdza, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;
stosuje wzdr na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego;
stosuje wzér na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego;
wykorzystuje wlasnosci ciggdéw, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, réwniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

1
Apy1 = an + Ean(l - an)

Komentarz

Wybrane zadania z tego dziatu testujg umiejetnos¢ sprawdzania, czy dany cigg jest
arytmetyczny lub geometryczny, czy cigg jest rosngcy czy malejgcy. Sprawdzana jest
znajomosé nastepujgcych zagadnien zwigzanych z ciggiem arytmetycznym oraz ciggiem
geometrycznym: n-ty wyraz ciggu, suma n poczgtkowych wyrazéw ciggu. Weryfikowana
jest umiejetnos¢ wykorzystywania wtasnos$ci ciggéw do rozwigzywania zadan osadzonych
w kontekscie praktycznym.

Pojecia

wyraz ogolny

cigg rosngcy, ciag malejgcy

cigg arytmetyczny

cigg geometryczny

n-ty wyraz ciggu

suma n poczgtkowych wyrazéw ciggu

CENTRALNA
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Zbioér zadan z matematyki. Ciggi

Zadania sprawdzajgce wymagania z obszaru VI

Zadanie 30. (0-1)
Dane sa liczby: a = 2v2,b = 4, c = 4/2.

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej
uzasadnienie sposréd 1., 2. albo 3.

Liczby a, b oraz ¢ tworzg w podanej kolejnosci

1 _a+c
A. | cigg arytmetyczny, ' 2
_ N2
poniewaz 2. |p= (c Za)
B. | ci eometryczny,
agg ryczny 3 [ p2=q-c

Brudnopis
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych

Dany jest cigg arytmetyczny (a,) okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1. Jego

réznica jest rowna 4, a suma jego pierwszych pieciu wyrazow jest trzy razy mniejsza od
sumy nastepnych pieciu wyrazéw.

Oblicz pierwszy wyraz tego ciggu. Zapisz obliczenia.
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Zbioér zadan z matematyki. Ciggi

1 1
lloraz skonczonego ciggu geometrycznego jest rowny 3 trzeci wyraz tego ciggu jest réwny >

: , 364
a suma wszystkich wyrazow to 243

Oblicz, z ilu wyrazéw sktada sie ten ciag. Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniéw szkét ponadpodstawowych

Liczby x, y, z, ktérych suma jest rowna 114, tworzg w podanej kolejnosci cigg
geometryczny. Liczby te sg rowniez wyrazami pewnego ciggu arytmetycznego (a,), gdzie
n=1,wktorym x =aq, y=a, i z= ays.

Oblicz liczby x, y, z. Zapisz obliczenia.
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Zbioér zadan z matematyki. Ciggi

Trzy liczby tworzg cigg arytmetyczny o sumie 24. Po dodaniu do nich kolejno liczb 4, 10
i 40 otrzymujemy cigg geometryczny.

Oblicz te trzy liczby. Zapisz obliczenia.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Zadanie 35.

Pani Joanna postanowita systematycznie oszczedzac i co miesigc na swoje subkonto
odktada¢ pewng sume pieniedzy. Pierwszego czerwca 2020 roku wptacita 300 ziotych.

Pierwszego dnia kazdego kolejnego miesigca wptacata o 25 z wiecej niz w miesigcu
poprzednim.

Zadanie 35.1. (0-1)
Oblicz kwote, jaka pani Joanna wptacita na subkonto pierwszego czerwca 2022 roku.

Zapisz obliczenia.

Zadanie 35.2. (0-2)

Oblicz, o ile wieksza kwote niz w miesigcu poprzednim pani Joanna powinna
odktadaé, aby pierwszego czerwca 2025 roku (uwzgledniajgc rowniez wptate w tym
dniu) na subkoncie byta kwota 76 860 ziotych.

Zapisz obliczenia.
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VII. Trygonometria

Wymagania szczegétowe z zakresu obszaru VII

Uczen:

1)

wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180°,
w szczegolnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°, 45°, 60°;

2) znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajac z tablic lub
kalkulatora;

3) znajduje za pomocg tablic lub kalkulatora przyblizong wartos¢ kata, jesli dana jest
wartos¢ funkcji trygonometrycznej;

4) Kkorzysta z wzorow sin®?a + cos?a =1, tga = z(l)r;g(;

5) stosuje twierdzenia sinuséw i cosinuséw oraz wzoér na pole trojkata;

6) oblicza katy tréjkata i dlugosci jego bokdéw przy odpowiednich danych (rozwigzuje
trojkaty).

Komentarz

W zadaniach tego dziatu sprawdzana jest znajomos¢ definicji funkgcji sinus, cosinus oraz
tangens dla katéw o mierze od 0° do 180°. Testowana jest umiejetnos¢ wykorzystania
doktadnych wartosci funkcji trygonometrycznych katéw 30°, 45°, 60° oraz przyblizonych
wartosci innych katéw odczytanych z tablic lub obliczonych na kalkulatorze. Kolejng
umiejetnoscig weryfikowang przez zadania z tego dziatu jest sprawno$¢ postugiwania sie
wzorami trygonometrycznymi oraz umiejetnos¢ wykorzystania twierdzenia sinusow

i twierdzenia cosinuséw. Funkcje trygonometryczne wykorzystywane sg miedzy innymi do
obliczania kgtow trojkata i dtugosci jego bokdw.

Pojecia

sinus, cosinus, tangens dla katéw od 0° do 180°

dokfadne wartosci funkcji trygonometrycznych kagtéow 30°, 45°, 60°
przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych z tablic lub kalkulatora
twierdzenie sinusow

twierdzenie cosinuséw
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Zbiér zadan z matematyki. Trygonometria

Zadania sprawdzajgce wymagania z obszaru VII

Zadanie 36. (0-3) m

Z okna wiezy kontroli lotow wida¢ startujgcy samolot S pod katem 38° do poziomu.
Kontroler K znajduje sie na wysokosci 136 m od ptyty lotniska (zobacz rysunek).

\ 4 W N
X 'S
Oblicz odlegtosé x samolotu S od podstawy W tej wiezy.

Wynik podaj w zaokragleniu do pelnych metréw. Zapisz obliczenia.

m Zadanie sprawdza wymaganie VII.2 podstawy programowej z matematyki, ktre nie bedzie
obowigzywato na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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Zbiér zadan z matematyki. Trygonometria

Zadanie 37.
Dane sg dwa tréjkaty ABC i ADE o wspdélnym E
kacie ostrym przy wierzchotku A. Ponadto
|AB| = 24, |AC| = 10 (zobacz rysunek).
Pole tréjkata ADE jest dwukrotnie wieksze od
pola trojkata ABC.

A B
L D J
Y
24
Zadanie 37.1. (0-2)
Dwusieczna kata BAC przecina odcinek DE w punkcie P, takim ze % = %

Oblicz dtugosci bokéw AD i AE tréjkata ADE. Zapisz obliczenia.
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Zbiér zadan z matematyki. Trygonometria

Pole tréjkata ABC jest rowne 72.

Oblicz dtugosé boku BC tréjkata ABC. Zapisz obliczenia.
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VIIl. Planimetria

Wymagania szczegoétowe z zakresu obszaru VI

Uczen:

1)

2)

3)
4)

5)
6)
7

8)
9)

wyznacza promienie i srednice okregow, dtugosci cieciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokgtne przy danych dtugosciach
bokéw (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w trojkgcie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego
lezy dtuzszy bok;

rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich podstawowych wiasnosci;

korzysta z wtasnosci katéw i przekatnych w prostokagtach, réownolegtobokach, rombach
i trapezach;

stosuje wlasnosci katéw wpisanych i sSrodkowych;

stosuje wzory na pole wycinka kota i dtugo$¢ tuku okregu;

stosuje twierdzenia: Talesa, odwrotne do twierdzenia Talesa, o dwusiecznej kata oraz
0 kacie miedzy styczng a cieciwa;

korzysta z cech podobienstwa tréjkgtow;

wykorzystuje zaleznosci miedzy obwodami oraz miedzy polami figur podobnych;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegdlne w tréjkgcie: srodek okregu wpisanego

w tréjkat, srodek okregu opisanego na tréjkgcie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wlasnoéci;

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkéw w figurach

ptaskich oraz obliczania pdél figur;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Komentarz

Zadania w tym dziale sprawdzajg sprawnos$¢ wyznaczania odcinkow i katéw w okregu,
rozpoznawania rodzajow trojkgtow i wielokgtow oraz korzystania z ich wtasnosci, korzystania
Z twierdzenia Talesa, twierdzenia o dwusiecznej kagta oraz twierdzenia o kacie miedzy
styczng a cieciwg. Sprawdzana jest rowniez umiejetnos¢ przeprowadzania dowodow
geometrycznych.

Pojecia

odcinki i proste w okregu

kat wpisany i kat srodkowy

trojkaty, czworokaty

wielokaty foremne

twierdzenie Talesa

twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa
twierdzenie o dwusiecznej kata

twierdzenie o kgcie miedzy styczng a cieciwg;
cechy podobienstwa tréjkagtow

figury podobne

dowody geometryczne
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Zbioér zadan z matematyki. Planimetria

Zadania sprawdzajgce wymagania z obszaru VIII

Zadanie 38. (0-2)
Dany jest trojkat rownoramienny, ktory nie jest rownoboczny. Punkt O jest Srodkiem okregu
opisanego na tym trojkacie, a punkt H jest jego ortocentrum.

Wybierz dwie wlasciwe odpowiedzi sposrod podanych.

Punkt O jest rowno oddalony tylko od dwéch wierzchotkow tego tréjkata.
Punkt O jest rowno oddalony od trzech wierzchotkéw tego trojkata.
Punkt O jest rowno oddalony od trzech bokow tego tréjkata.

Punkt H jest réwno oddalony tylko od dwoch wierzchotkdw tego trojkata.
Punkt H jest réwno oddalony od trzech wierzchotkdw tego tréjkata.
Punkt H jest rowno oddalony od trzech bokow tego tréjkata.

mmoow>»

Brudnopis

Zadanie 39. (0-1)

Dany jest osmiokat foremny wpisany w okrgg K. Punkty A
oraz B sg sasiednimi wierzchotkami tego osmiokata oraz «
jest katem miedzy styczng do okregu K w punkcie A

i bokiem AB wielokgta (zobacz rysunek).

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod
podanych.

Miara kata a jest rowna

A. 45° B. 30° C. 22,5° D. 15°

Brudnopis
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Zadanie 40. (0-1)

Dane sg tréjkgt rownoramienny ABC, w ktéorym |AC| = |BC| C
i |4#ACB| = 45°, oraz kwadrat DEFG o polu rownym 1.

Wierzchotki E i F kwadratu lezg na ramieniu BC danego

tréjkgta, wierzchotek G lezy na ramieniu AC, a wierzchotek D F
lezy na podstawie AB trojkata (zobacz rysunek). G
E
A D B
Ocen prawdziwos$¢ ponizszych relacji. Wybierz P, jesli relacja jest prawdziwa,
albo F — jesli jest fatszywa.
|AAGD| = 45° p =
|AG| — |BE| =2 —+2 P | F
Brudnopis
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Zbioér zadan z matematyki. Planimetria

Zadanie 41. (0-2)

Dane sa:

e okrag o $rodku S ipromieniu r =1

e prosta k przechodzaca przez S i przecinajgca okrgg w punktach P i Q
e prosta [ styczna do danego okregu w punkcie T.

Prosta k przecina prostg | w punkcie R. Prosta przechodzaca przez punkt Q
i rownolegta do odcinka ST przecina styczng [ w punkcie U (zobacz rysunek).

Oblicz dtugosé¢ odcinka TU wiedzac, ze spetniony jest warunek —=r = %

Zapisz obliczenia.
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Zadanie 42. (0-3)

W wycinek kota wyznaczony przez kat srodkowy KSL
0 mierze 45° wpisano kwadrat ABCD w taki sposob, L
ze wierzchotki A oraz B lezg na promieniu SK,
wierzchotek D lezy na promieniu SL, a wierzchotek

C lezynatuku KL (zobacz rysunek).

45°

Oblicz stosunek pola kwadratu ABCD do pola wycinka kolowego KSL. Zapisz obliczenia.
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Zbioér zadan z matematyki. Planimetria

Dany jest trapez réwnoramienny ABCD

o podstawach AB i CD, gdzie |AB| > |CD].
Kat ostry tego trapezu ma miare 60°, a przekatna
jest prostopadta do ramienia, ktérego dtugosc jest
réwna 6. Oba ramiona tego trapezu przedtuzono,
otrzymujgc trapez DCFG podobny do trapezu
ABCD (zobacz rysunek).

Oblicz pole trapezu DCFG. Zapisz obliczenia.
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Zadanie 44. (0-2) m

W tréjkacie réwnobocznym o boku diugosci a poprowadzono dwa odcinki rownolegte do
jednego z jego bokoéw. Dtugosci tych odcinkéw sgrowne b i ¢, przyczym c < b < a
(zobacz rysunek). Odcinki podzielity trojkat rownoboczny na trzy figury: dwa trapezy i trojkat.

Wykaz, ze stosunek pola trapezu o podstawach b i ¢ do polatrapezu o podstawach
2_2
c

ai b jestrowny — .
a%—b*

m Zadanie sprawdza wymaganie VII1.12 podstawy programowej z matematyki, ktére nie bedzie
obowigzywato na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej

Wymagania szczegoétowe z zakresu obszaru IX

Uczen:

1)

rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich rownan,
w tym znajduje wspdlny punkt dwdch prostych, jesli taki istnieje;

2) postuguje sie réwnaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkowej i ogolnej,
w tym wyznacza réwnanie prostej o zadanych wiasnosciach (takich jak na przykfad
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy, rownolegtosé
lub prostopadtos¢ do innej prostej, stycznosé do okregu);

3) oblicza odlegtos¢ dwdch punktéw w uktadzie wspodtrzednych;

4) postuguje sie rownaniem okregu (x — a)? + (y — b)? = r?;

5) oblicza odlegto$¢ punktu od proste;j;

6) znajduje punkty wspodlne prostej i okregu oraz prostej i paraboli bedgcej wykresem
funkcji kwadratowej;

7) wyznacza obrazy okregow i wielokatow w symetriach osiowych wzgledem osi uktadu
wspotrzednych, symetrii Srodkowej (o srodku w poczagtku uktadu wspoétrzednych).

Komentarz

Podstawowg kompetencjg sprawdzang w tym dziale jest sprawnos$¢ poruszania sie

w kartezjanskim ukfadzie wspotrzednych oraz operowanie obiektami matematycznymi w nim
osadzonymi: punktami, prostymi, okregami. Zadania sprawdzajg m.in. umiejetno$¢ badania
réwnolegtosci oraz prostopadtosci prostych; szukania punktéw wspélnych dwoch prostych,
prostej i okregu, prostej i paraboli; wyznaczania obrazu figur w symetrii osiowej lub
Srodkowe;j.

Pojecia

proste prostopadte

proste réwnolegte

postac¢ ogdlna prostej

postac kierunkowa prostej

dtugosc¢ odcinka

odlegto$¢ punktu od prostej

punkty wspdlne dwdch prostych, prostej i okregu, prostej i paraboli
réwnanie okregu

symetria osiowa

symetria srodkowa

CENTRALNA

KOMISJA Strona 65 z 161
EGZAMINACYJNA




Zbior zadan z matematyki. Geometria analityczna na pfaszczyznie kartezjarskiej

Zadania sprawdzajgce wymagania z obszaru IX

Zadanie 45. (0-1)

Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych (x, y), rozwazamy dwie proste
0 rownaniach

_ , __1_2,5,
y=a+b-x oraz y = 4 3b X,
gdzie a # 0, b # 0.

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej
uzasadnienie sposréd 1., 2. albo 3.

Daa=2ib= —% rozwazane proste sg
1 N 1
A. prostopadie, S <_ E) -
. . 1 2
poniewaz 2. | (a+Db) (—— — —b2> =-1
a 3
B. réwnolegte, 3 | p= —zbz
3
Zadanie 46.

Na ptaszczyznie, w kartezjarnskim uktadzie wspétrzednych (x,y), dany jest tréjkgt ABC.
Wierzchotki tego trojkgta majg wspotrzedne: A = (—15,-8), B = (—6,4), C = (—19,-5).

Zadanie 46.1. (0-2)
Wykaz, ze trojkat ABC jest prostokatny. Zapisz obliczenia.
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Wierzchotki trojkgta ABC sg trzema wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD. Odcinek AC
jest przekatng tego rownolegtoboku.

Oblicz wspotrzedne wierzchotka D. Zapisz obliczenia.
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Zbior zadan z matematyki. Geometria analityczna na pfaszczyznie kartezjarskiej

Zadanie 46.3. (0-1)
Uzupetnij zdanie. Wpisz odpowiednie liczby w wyznaczonych miejscach, aby zdanie
byto prawdziwe.

Punkt S przeciecia srodkowych trojkata ABC ma wspéirzedne: S =(......... Y e ).

Zadanie 47. (0-1)

W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (x,y) dany jest okrgg O o réwnaniu
x% + y? = 2 oraz prosta k o réwnaniu y = m, gdzie m € R.

Uzupetnij zdanie. Wpisz odpowiedni przedziat w wykropkowanym miejscu, aby zdanie
bylo prawdziwe.

Okrag O iprosta k majg dwa punkty wspdlne tylko wtedy, gdy m €...................... :
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Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych (x,y), dany jest tréjkat ABC.

Podstawa AB tego trojkgta zawiera sie w prostej o rownaniu y = —3x + 6. Wierzchotki A
i B lezg — odpowiednio —na osi Oy oraz Ox. Wierzchotlek C ma wspotrzedne (3,7).

Oblicz pole tréjkata ABC. Zapisz obliczenia.
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Zbior zadan z matematyki. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej

W kartezjanskim uktadzie wspdtrzednych (x,y) punkty A = (—8,12) i B = (—2,4) sa
koncami cieciwy okregu 0. Srodek tego okregu lezy na prostej k o réwnaniu y = 4x + 2.

Wyznacz wspoétrzedne srodka okregu O i promien tego okregu. Zapisz obliczenia.
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Zbior zadan z matematyki. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej

Zadanie 50. (0-3) m

Funkcja kwadratowa f okre$lona jest wzorem f(x) = —x? + 2x + 3. Funkcja liniowa g
okreslona jest wzorem g(x) = —x + 5.

Oblicz wspoétrzedne punktow, w ktorych przecinaja sie wykresy funkcji y = f(x)
oraz funkcji y = g(x). Zapisz obliczenia.

m Zadanie sprawdza wymaganie I1X.6 podstawy programowej z matematyki, ktére nie bedzie
obowigzywato na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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X. Stereometria
Wymagania szczegoétowe z zakresu obszaru X

Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegodlnosci proste
prostopadte nieprzecinajgce sie;

2) postuguje sie pojeciem kata miedzy prostg a ptaszczyzng oraz pojeciem kata
dwusciennego miedzy pétptaszczyznami;

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy scianami, oblicza miary tych katow;

4) rozpoznaje w walcach i w stozkach kat miedzy odcinkami oraz kat miedzy odcinkami
i ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat miedzy tworzagcg a podstawg), oblicza
miary tych katéw;

5) okresla, jakg figurg jest dany przekrdj prostopadtoscianu ptaszczyzng;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupdw, ostrostupéw, walca, stozka i kuli,
réwniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

7) wykorzystuje zaleznos¢ miedzy objetosciami bryt podobnych.

Komentarz

Do rozwigzywania zadan z tego dziatu niezbedna jest wyobraznia przestrzenna. Zadania
sprawdzajg m.in. umiejetnos¢ postugiwania sie pojeciem kata miedzy prostg a ptaszczyzna,
kata dwusciennego oraz przekroju i rozpoznawania ich w wybranych brytach. Sprawdzana
jest umiejetnos¢ obliczania pola powierzchni i objetosci wybranych figur przestrzennych oraz
wykorzystania zaleznosci miedzy objetosciami bryt podobnych.

Pojecia

e wzajemne potozenie prostych w przestrzeni
e kat miedzy prostg a ptaszczyzng

e kat dwuscienny miedzy pétptaszczyznami

e graniastostupy

e ostrostupy

e walec
o stozek
e kula
e pole powierzchni
o objetosé
CENTRALNA
KOMISJA Strona 73 z 161

EGZAMINACYJNA




Zbiér zadan z matematyki. Stereometria

Zadania sprawdzajgce wymagania z obszaru X

Zadanie 51. (0-2) m

Krawedz czworos$cianu ABCS ma dtugosc a.
Punkty D i E sg $rodkami bokéw odpowiednio
AC i BC (zobacz rysunek).

Oblicz pole trojkata DES. Zapisz obliczenia.

m Zadanie sprawdza wymaganie X.5 podstawy programowej z matematyki, ktére nie bedzie
obowigzywato na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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Zadanie 52. (0-2) m

Dany jest szescian ABCDEFGH o krawedzi dtugosci a. H
Punkty A, B, D i E sg wierzchotkami ostrostupa.

Oblicz pole powierzchni ostrostupa ABDE.

Zapisz obliczenia.

m Zadanie sprawdza wymaganie X.5 podstawy programowej z matematyki, ktére nie bedzie
obowigzywato na egzaminie maturalnym w roku 2023 i 2024.
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Zbiér zadan z matematyki. Stereometria

Zadanie 53. (0-2)

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny o krawedzi
podstawy 2 iwysokosci 8. Wpisano w niego szescian
w taki sposob, ze dolna podstawa szescianu zawiera sie
w podstawie ostrostupa, a krawedzie jego gornej
podstawy zawierajg sie w scianach bocznych ostrostupa
(zobacz rysunek).

| 4

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

1. | Krawedz szescianu jest dtuzsza niz 1,5. P
2. | Ostrostup jest czterokrotnie wyzszy od szescianu. P
3. | Objetos¢ szescianu jest wieksza od 4. P
Brudnopis
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Zadanie 54. (0-1)

o krawedzi podstawy a oraz wysokosci h. Wpisano

Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny, :
|
N
i
|

W niego ostrostup prawidtowy czworokatny w taki
sposob, ze krawedzie podstawy ostrostupa

i graniastostupa pokrywajg sie, zas gorny wierzchotek
ostrostupa jest srodkiem podstawy gornej graniastostupa

(zobacz rysunek).
Niech F bedzie brytg powstatg po wycieciu ostrostupa

Z graniastostupa.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwag odpowiedz sposréd podanych.

Réznica objetosci bryty F i objetosci ostrostupa jest rowna

1 5 ) 1 .2 2 .9
A. 3@ h B. 3@ h C. 3ah D. 3ah
Brudnopis
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Zbiér zadan z matematyki. Stereometria

Zadanie 55. (0-1)
W ostrostupie prawidtowym tréjkgtnym ABCS S
zaznaczono $rodki krawedzi AB, AC i AS
odpowiednio punktami D, E, F (zobacz
rysunek).

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Pole powierzchni ostrostupa ADEF jest dwukrotnie mniejsze od pola P F
powierzchni ostrostupa ABCS.

Objetos¢ ostrostupa ADEF jest osmiokrotnie mniejsza od objetosci ostrostupa b F
ABCS.

Brudnopis
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XI. Kombinatoryka
Wymagania szczegotowe z zakresu obszaru X

Uczen:
1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych;
2) zlicza obiekty, stosujgc reguly mnozenia i dodawania (takze tgcznie) dla dowolne;j liczby
czynnosci w sytuacjach nie trudniejszych niz:
a) obliczenie, ile jest czterocyfrowych nieparzystych liczb catkowitych dodatnich takich,
ze w ich zapisie dziesietnym wystepuje doktadnie jedna cyfra 1 i doktadnie jedna
cyfra 2,
b) obliczenie, ile jest czterocyfrowych parzystych liczb catkowitych dodatnich takich, ze
w ich zapisie dziesietnym wystepuje doktadnie jedna cyfra 0 i doktadnie jedna cyfra 1.

Komentarz

W zadaniach zgromadzonych w tym dziale weryfikowana bedzie gtéwnie umiejetnosé
zliczania obiektéw w prostych sytuacjach kombinatorycznych, przy zastosowaniu miedzy
innymi reguty mnozenia i dodawania.

Pojecia

e Zliczanie obiektow
e reguta mnozenia
e reguta dodawania
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Zbior zadan z matematyki. Kombinatoryka

Zadania sprawdzajgce wymagania z obszaru XI|

Zadanie 56. (0-1)
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, w zapisie ktérych cyfra 5 wystepuje doktadnie
jeden raz, jest

A. 125 B. 225 C. 280 D. 300

Brudnopis

Zadanie 57. (0-1)
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwag odpowiedz sposréd podanych.

Wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych o sumie cyfr réwnej 3 jest
A. 3 B. 5 C. 6 D. 10

Brudnopis
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Zadanie 58. (0-1)

Na dwéch pétkach ustawiano 9 ksigzek: 4 biograficzne i 5 fantasy. Ustawiono je w taki
sposob, aby na kazdej pétce znalazty sie ksigzki wytgcznie jednego rodzaju.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwag odpowiedz sposréd podanych.
Wszystkich sposobow ustawienia ksigzek przy zadanym warunku jest:
A. 4!-51-2 B. 4!-5! C. 4-5 D. 4-5-2

Brudnopis

Zadanie 59. (0-1)

Firma krawiecka produkuje prostokgtne dwukolorowe obrusy w jednakowym rozmiarze. Kazdy
obrus jest zszyty z trzech pasow materiatu tej samej szerokosci (zobacz rysunek). Zewnetrzne
pasy sg w tym samym kolorze. Caty obrus jest obszyty laméwkg w jednym kolorze.

W firmowym magazynie materiaty sg dostepne w 5 kolorach, a laméwka —w 3 kolorach.
Obrusy uznajemy za rézne, gdy réznig sie kolorem laméwki lub kolorem paséw
zewnetrznych, lub kolorem pasa wewnetrznego.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Liczba wszystkich réznych obruséw, ktére firma moze produkowag, jest rowna

A.5-4-3 B.5-5-3 C.5:5:5-3 D.5:4-3-3
Brudnopis
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Zadanie 60. (0-2)

Do dyspozycji sg dwa puste pojemniki oraz pie¢ kul. Kazdg z kul nalezy umiescic
w pojemniku. Liczba wszystkich roznych rozmieszczen tych kul zalezy od cech kul
i pojemnikow.

W ponizszej tabeli w lewej kolumnie podano cechy obiektow (kul i pojemnikow).

Uzupetnij tabele. Wpisz w kazda pusta komoérke tabeli wlasciwg odpowiedz wybrana
sposrod A—F.

Liczba wszystkich ré6znych rozmieszczen

Cechy kul i pojemnikow kul w pojemnikach

Kule rozréznialne, pojemniki rozréznialne

Kule rozrdznialne, pojemniki nierozréznialne

Kule nierozréznialne, pojemniki rozréznialne

Kule nierozréznialne, pojemniki
nierozroznialne

A. 6 B. 2-5
C. 24 D. 3
E. 2° F. 52
Brudnopis
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XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka
Wymagania szczegétowe z zakresu obszaru XII

Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym;

2) stosuje skale centylows;

3) oblicza srednig arytmetyczng i Srednig wazong, znajduje mediane i dominante;

4) oblicza odchylenie standardowe zestawu danych (takze w przypadku danych
odpowiednio pogrupowanych), interpretuje ten parametr dla danych empirycznych;

5) oblicza warto$¢ oczekiwang, np. przy ustalaniu wysokosci wygranej w prostych grach
losowych i loteriach.

Komentarz

Zadania z tego dziatu sprawdzajg m.in. umiejetnos¢ obliczania prawdopodobienstwa

w modelu klasycznym, wyznaczania $redniej arytmetycznej, sredniej wazonej, mediany

i dominanty. Sprawdzana jest réwniez umiejetnosc¢ obliczania odchylenia standardowego
zestawu danych oraz wartosci oczekiwanej doswiadczenia losowego.

Pojecia

e prawdopodobienstwo w modelu klasycznym
e skala centylowa

e Srednia arytmetyczna

e Srednia wazona

e mediana

e dominanta

e odchylenie standardowe

e wartos¢ oczekiwana

CENTRALNA

KOMISJA Strona 83 z 161
EGZAMINACYJNA
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Zadania sprawdzajace wymagania z obszaru XlI

Zadanie 61. (0-1)

Srednia arytmetyczna wieku czterech kobiet jest rowna 24 lata. Srednia arytmetyczna
wieku szesciu mezczyzn jest rowna 26 lat.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwag odpowiedz sposréd podanych.
Srednia arytmetyczna wieku tych dziesieciu oséb jest réwna
A. 25 B. 25,2 C. 24,9 D. 25,5

Brudnopis

Zadanie 62. (0-1)
Mediana zestawu szesciu liczb 1, 2, 3, 4, 5, 2x jest réwna 3.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Liczba x jestréwna
Al B. 1,5 C. 2 D. 3

Brudnopis
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Zadanie 63. (0-1)

Marek ma 3 koszulki w kolorach czerwonym, niebieskim i biatym. Darek ma 5 koszulek
w kolorach czerwonym, biatym, zielonym, zéttym i szarym. Chtopcy uméwili sie, ze
nastepnego dnia kazdy z nich zatozy wybrang w sposob losowy jedng ze swoich koszulek.

Koszulki Marka Koszulki Darka

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Prawdopodobiehstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze nastepnego dnia chtopcy zatozg
koszulki w tym samym kolorze, jest réwne

2 3
A. 1t B. T C.

[Sa1[1 8]

4
D.1—5

Brudnopis

Zadanie 64. (0-1)

Dany jest pieciokat foremny ABCDE. Losujemy jednoczes$nie dwa rézne wierzchotki tego
pieciokata.

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Prawdopodobiehstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze wylosowane wierzchotki bedg
koncami przekatnej pieciokgta ABCDE, jest rowne

3

3
A. 10 B. T C.

vl N
o
N —

Brudnopis
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Zadanie 65. (0-1)
Ze zbioru pieciu liczb {1, 2,3, 4,5} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Prawdopodobienhstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze suma wylosowanych

liczb bedzie parzysta, jest réwne %

Prawdopodobiehstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze obie liczby beda

to. iost ré 2
parzyste, jest réwne ~.

Brudnopis

Strona 86 z 161



Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

XIIl. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy
Wymagania szczegoétowe z zakresu obszaru Xl

Uczen rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach dajgcych sie opisa¢ funkcjg
kwadratowa.

Komentarz

W dziale tym zadania sprawdzajg umiejetnos¢ rozwigzywania zadan optymalizacyjnych

w sytuacjach dajagcych sie opisaé funkcjg kwadratowa.

Optymalizacja to szukanie najlepszego rozwigzania (wartosci najmniejszej lub najwiekszej)
spetniajgcego warunki zadania.

Pojecia
o optymalizacja
o funkcja kwadratowa
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Zbiér zadan z matematyki. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy

Zadania sprawdzajgce wymagania z obszaru Xll|

Zadanie 66. (0-3)

Firma handlowa ustalita, ze liczba sprzedanych przez nig egzemplarzy gry komputerowej
w ciggu kazdego tygodnia zalezy od jej ceny. Liczbe sprzedanych egzemplarzy opisuje
funkcja f(x) = 2400 — 15x, gdzie x oznacza cene jednostkowg gry.

Jaka powinna by¢ cena jednostkowa, aby tygodniowy przychéd P ze sprzedazy gry
byt najwiekszy? Oblicz ten najwiekszy przychéd.

Zapisz obliczenia.

Wskazowka: przyjmij, ze przychdd jest iloczynem liczby sprzedanych gier oraz ceny
jednostkowej tej gry.
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Zadanie 67. (0-4)

Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Dany jest prostokgt PQRS o bokach dtugosci |PQ| = |SR| = 10 oraz |PS| = |QR| = 6.

Na bokach PQ, QR, RS, SP obrano odpowiednio punkty A, B, C, D takie, ze
|AQ| = |BR| = |CS| = |DP| = x oraz x = 3 (zobacz rysunek).

S

X

C

D

X

P

A

X

R

X

B

Q

Wyznacz dtugos¢ odcinka x, dla ktérego pole czworokata ABCD jest najmniejsze.
Wyznacz to pole. Zapisz obliczenia.

CENTRALNA
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Zadanie 68. (0-4)

Dany jest tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 3 i 4.
Wopisano w niego prostokagt w taki sposéb, ze dwa z jego bokow
zawierajg sie w przyprostokatnych trojkata, a jeden wierzchotek
lezy na przeciwprostokatnej (zobacz rysunek).

Jakie wymiary powinien mie¢ prostokat, aby jego pole byto najwigksze?
Oblicz to najwieksze pole. Zapisz obliczenia.
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Zasady oceniania
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Zasady oceniania. Liczby rzeczywiste

I. Liczby rzeczywiste

Zadanie 1. (0-2)

Wymaganie ogodlne

Wymaganie szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

3. Dobieranie argumentéw do uzasadniania
poprawnosci rozwigzywania probleméw,
tworzenie ciggu argumentow
gwarantujgcych poprawnos¢ rozumowania
I skutecznos¢ w poszukiwaniu rozwigzan
zagadnienia.

Uczen:

1.2) przeprowadza proste dowody dotyczgce
podzielnosci liczb catkowitych i reszt

z dzielenia nie trudniejsze niz:

a) dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu
czterech kolejnych liczb naturalnych.

Zasady oceniania
2 pkt — przeprowadzenie petnego dowodu.

1 pkt — zapisanie sumy trzech kolejnych liczba jako 3n lub 3(n + 1).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykladowe petne rozwigzania
Sposob |

Oznaczmy trzy kolejne liczby jako n — 1, n, n + 1, gdzie n € Z.

Wodwczas ich suma to

m—1)+n+Mn+1)=3n

Poniewaz n jest liczbg catkowita, to liczba 3n jest podzielna przez 3.

Sposob Il

Oznaczmy trzy kolejne liczby jako n,n+ 1, n + 2, gdzie n € Z.

Wodwczas ich suma to

n+(n+1)+n+2)=3n+3=3n+1)

Poniewaz n jest liczbg catkowitg, to liczba 3(n + 1) jest podzielna przez 3.

Zadanie 2. (0-1)

Wymaganie ogéine

Wymagania szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze
kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajgcych poprawno$¢ rozumowania,
odréznianie dowodu od przyktadu.

Uczen:

1.3) stosuje wiasnosci pierwiastkow
dowolnego stopnia, w tym pierwiastkéw
stopnia nieparzystego z liczb ujemnych;
[1.1) stosuje wzory skroconego mnozenia
na: (a+b)? [...]

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.
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Rozwigzanie

x=9
y=2

Zadanie 3. (0-3)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Uczeh:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze 1.4) stosuje zwigzek pierwiastkowania
kilkuetapowych, podawanie argumentéw z potegowaniem oraz prawa dziatan na
uzasadniajgcych poprawnos$¢ rozumowania, | potegach i pierwiastkach.
odréznianie dowodu od przyktadu.

Zasady oceniania
3 pkt — zapisanie wartosci wyrazenia:

a b 5V6
b a 6
2 pkt — zapisanie wartosci wyrazenia z niewymiernoscig w mianowniku:
a N b V2 V3
b a V3 V2
1 pkt — zapisanie zaleznosci miedzy a i b:
b3 ub b a2 ub b V2 b a V3
a=———= lu =——— lub —=—— lub —=—-——
V2 V3 a 3 b 2

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Z warunkow zadania mamy

av2+bV3 =0
Wynika stad, ze
av2 = —bV3
Mamy zatem zaleznosc¢
a V3 b V2
E:—E oraz Ez__g

a b
Podstawiajgc te wartosci do wyrazenia I’ + 2 mamy:

VI V3_ VB V6_ 26 _3VB_ 5%

V3 2 3 2 6 6 6

a+b
b a

CENTRALNA

KOMISJA Strona 93 z 161
EGZAMINACYJNA



Zasady oceniania. Liczby rzeczywiste

Zadanie 4. (0-2)

Wymaganie ogdéine

Wymaganie szczegoétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze
kilkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odroéznianie dowodu od przyktadu.

Uczeh:

1.4) stosuje zwigzek pierwiastkowania
Z potegowaniem oraz prawa dziatan na
potegach i pierwiastkach.

Zasady oceniania

2 pkt — doprowadzenie wyrazenia do postaci 1 istwierdzenie, ze 1 jest liczbg catkowita.

1 pkt — zapisanie wyrazenia w postaci

V2 -1

V32

Vi-3

T ATVVZI-1) (V2B -VD)  (BAHVD(E-V3)

0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Rozszerzajgc kazdy z utamkow przez odpowiednig réznice pierwiastkow, a nastepnie

stosujgc wzor na roznice kwadratow dwéch wyrazen do kazdego z mianownikéw, otrzymamy
utamki, ktérych mianowniki redukujg sie do 1:

1 1 1
a= + + =
1+vV2 V2++V3 3+4

V2 -1

VI-2

VEi-3

Wt 2)(VZ-1)  (VZ+VB)(B-V2)  (BAVD)E-3)

=(V2-1)+(V3-V2)+(V4-V3)=V4d-1=2-1=1

Liczba 1 jest liczbg catkowita.

Zadanie 5. (0-1)

Wymaganie ogoélne

Wymaganie szczegétowe

|. Sprawno$¢ rachunkowa.

Wykonywanie obliczen na liczbach
rzeczywistych, takze przy uzyciu
kalkulatora, stosowanie praw
matematycznych przy przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych oraz
wykorzystywanie tych umiejetnosci przy
rozwigzywaniu probleméw w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Uczen:

I.4) stosuje zwigzek pierwiastkowania
Z potegowaniem oraz prawa dziatan
na potegach i pierwiastkach.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Strona 94 z 161




Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Rozwigzanie
B

Komentarz

Stosujgc zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem oraz prawa dziatan na potegach
i pierwiastkach otrzymujemy:

4
V1dda +V16=V12 +4=V16=4=22 =22

Zadanie 6. (0-2)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegétowe
I. Sprawnos¢ rachunkowa. Uczen:
Wykonywanie obliczeh na liczbach 1.8) wykorzystuje wtasnosci potegowania
rzeczywistych, takze przy uzyciu i pierwiastkowania w sytuacjach
kalkulatora, stosowanie praw praktycznych, w tym do obliczania
matematycznych przy przeksztatcaniu procentow sktadanych, zyskow z lokat
wyrazen algebraicznych oraz i kosztéw kredytow.
wykorzystywanie tych umiejetnosci przy
rozwigzywaniu problemow w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Zasady oceniania
2 pkt — obliczenie stosunku okresow:

T
T—K — /6,056 ~ 2,46
VA

1 pkt — zapisanie stosunku okresu drgan wahadta zegara na Ksiezycu do okresu drgan tego
samego wahadta na Ziemi:

l
T, *"\162
T, l
2T 581
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

: Tg . : . . L . .
Obliczamy stosunek T i stosujemy twierdzenie o dzieleniu pierwiastkow tego samego stopnia

Z
9 J ! [
Tk 1,62 1.62 [ 981 9,81
— = = = . = ~ /6,056 = 2,46
T, l l \/1,62 l 1,62
27 981 N 981
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Zasady oceniania. Liczby rzeczywiste

Zadanie 7. (0-1)

Wymaganie ogdéine

Wymaganie szczegoétowe

I. Sprawnos$¢ rachunkowa.
Wykonywanie obliczeh na liczbach
rzeczywistych, takze przy uzyciu
kalkulatora, stosowanie praw dziatan
matematycznych przy przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych oraz
wykorzystywanie tych umiejetnosci przy
rozwigzywaniu problemow w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Uczen:

1.9) stosuje zwigzek logarytmowania

Z potegowaniem, postuguje sie wzorami
na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu

i logarytm potegi.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
C

Komentarz

Stosujgc wzor na logarytm iloczynu oraz logarytm potegi, otrzymujemy przeksztatcanie:

1 1 1 1
logk +log——k? —log— k3 = logk + log—— + logk? — (log— + log k®) =

100 10

100 10

=logk—2+2logk+1—3logk=-1

Zadanie 8. (0-2)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegétowe

lll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2) Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych.

Uczen

1.9) stosuje zwigzek logarytmowania

z potegowaniem, postuguje sie wzorami na
logarytm iloczynu, logarytm ilorazu

i logarytm potegi.

Zasady oceniania

2 pkt — wybranie dwéch poprawnych odpowiedzi: B i E.
1 pkt — wybranie jednej lub dwdch odpowiedzi, z ktérych jedna jest poprawna: B albo E.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
BE
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II. Wyrazenia algebraiczne

Zadanie 9. (0-1)

Wymaganie ogodlne

Wymaganie szczegétowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

1. Stosowanie obiektow matematycznych
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Uczeh:

I1.1). stosuje wzory skroconego mnozenia
na: (a + b)?,(a — b)?,a%> — b?,(a + b)3,
(a —b)3,a® —b3,a*—b".

Zasady oceniania

1 pkt — poprawne wskazanie dwéch odpowiedzi.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
FP

Zadanie 10. (0-1)

Wymaganie ogdéine

Wymaganie szczegétowe

lll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

1. Stosowanie obiektow matematycznych
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Uczeh:
[1.5) znajduje pierwiastki catkowite
wielomianu o wspofczynnikach catkowitych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiagzanie
D
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Zadanie 11. (0-3)

Wymagania ogéine Wymagania szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. I1.1) stosuje wzory skréconego mnozenia
1. Stosowanie obiektéw matematycznych na: (a + b)?, (a—b)? a* —b? [...];
I operowanie nimi, interpretowanie poje¢ 7) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;
matematycznych. 8) dodaje i odejmuje wyrazenia wymierne,
|. Sprawnos$¢ rachunkowa. w przypadkach nie trudniejszych niz:
Wykonywanie obliczeh na liczbach 1 11 1 1 x+1  x-1
rzeczywistych, takze przy uzyciu x+1  x'x  x% ' x3'x+2 | x+1

kalkulatora, stosowanie praw dziatan
matematycznych przy przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych oraz
wykorzystywanie tych umiejetnosci przy
rozwigzywaniu problemow w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Zasady oceniania

. . - - ab _ 2 _ 1 2J3
3 pkt — obliczenie wartoéci wyrazenia ~a=b dla a = 73 oraz b = 30

. . a a? a—b
2 pkt — poprawne przeksztatcenie wyrazenia (a+b — az—b2> : <a2—b2> do postaci ———%
1 pkt ksztatceni "(a—az )-(a_b)d t
pkt — poprawne przeksztatcenie wyrazenia |- = 2) 2 0 postaci

_ ab _a—b
(a—b)(a+b)’ j2_p2
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Przeksztatcamy wyrazenie do prostszej postaci, stosujgc wzdr skréconego mnozenia na
réznice kwadratéw:

a az . a—>b _ a a2 . a—b ~
<a+b_a2_b2>'(a2_b2>_<a+b_(a+b)(a—b)>'<a2_b2>_
— a(a_b) az . a—>b 3
_<(a+b)(a—b)_(a+b)(a_b)>-(a2_b2>_

B a’> —ab — a? .(a—b)_ —ab az—bz_ ab
“\(a+b)a—-b)) \a2—b2) a2—b2 a-b  a-—b

Obliczamy warto$¢ wyrazenia — aa__bb , podstawiajgc za a oraz b odpowiednie wartosci liczbowe:

2 (_1 2
ab \/§'( \/5) —3 2 V3 243
_a—b__Z_( 1) B 33‘5'?‘7
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Zadanie 12. (0-2)

Wymaganie ogélne Wymagania szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. I1.1) stosuje wzory skréconego mnozenia
1. Stosowanie obiektéw matematycznych na: (a + b)?, (a—b)? a* —b? [...];
| operowanie nimi, interpretowanie pojgc 11.7) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;
matematycznych. 11.8) dodaje i odejmuje wyrazenia wymierne,
w przypadkach nie trudniejszych niz:
1 1 1 1 1 x+1 x-1
x+1  x'x  x2 ' x3'x+2 | x4l

Zasady oceniania
2 pkt — zapisanie wspétczynnikéw: a =5, b =—-13,c=1,d = -3
5x-13
x-3
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

1 pkt — doprowadzenie wyrazenia do postaci

Przyktadowe petne rozwigzanie
Przeksztatcamy podane wyrazenie:

2 2 5(x—3)_2+5x—15_5x—13

x—3+ T x—-3 x—3 x—3 x—3

Doprowadzilismy wyrazenie do postaci

ax+b
cx+d

zatem

a=5b=-13,c=1,d = -3

Zadanie 13. (0-1)

Wymaganie ogélne Wymaganie szczegétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. [1.5) znajduje pierwiastki catkowite
1. Stosowanie obiektéw matematycznych wielomianu o wspofczynnikach catkowitych.
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
Al
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lll. Réwnania i nierownosci

Zadanie 14. (0-2)

Wymagania ogoélne Wymagania szczegétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. [11.1) przeksztatca rownania i nieréwnosci
1. Stosowanie obiektéw matematycznych w sposob réwnowazny;
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ [11.3) rozwigzuje nierownosci liniowe
matematycznych. z jedng niewiadoma.

I. Sprawnosé rachunkowa.

Wykonywanie obliczen na liczbach
rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,
stosowanie praw dziatan matematycznych
przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy
rozwigzywaniu problemow w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Zasady oceniania

2 pkt — zastosowanie poprawnej metody rozwigzania nierownosci, podanie poprawnego
zbioru wszystkich rozwigzanh nierownosci i podanie najwiekszej liczby catkowitej
Xmax KtOra spetnia podang nieréwnos¢: (—o,—3] i Xpax = —3

3V5-6

25

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

1 pkt — poprawne przeksztatcenie nierdwnosci do postaci x <

Przyktadowe petne rozwigzanie

Nierownosé 2x = +/5 - x + 3v/5 — 6 przeksztalcamy rownowaznie:
2x >V5-x+3V5-6
2x —V5-x>3V5-6
(2-v5)-x>3V5-6

Dzielimy obie strony nieréwnosci przez (2 — v/5). Poniewaz liczba ta jest ujemna, wiec
nalezy pamietaC o odpowiedniej zmianie zwrotu nieréwnosci.

3vV5—6
X< ——
2 -5
Upraszczamy utamek 3V5-6.
p y 2—J5
—-3(2 —+5)
X< ——m—
2-+/5
x< -3
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Zbiorem wszystkich rozwigzan nieréwnosci 2x > V5 - x + 3v5 — 6 jest (—oo, —3].
Najwiekszg liczbg catkowita, ktéra spetnia te nierownosé jest (—3).

Uwaga
3V5-6

Utamek =75 mozemy uprosci¢, usuwajgc niewymiernos¢ z mianownika:

3V5-6 3V5-6 2+V5 6V5+15—-12—-6V5 3

25

Zadanie 15. (0-2)

2-v5 2445

22 — (V5)° =

Wymaganie ogodlne

Wymaganie szczegétowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

1. Stosowanie obiektow matematycznych
i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Uczeh:

[11.6) rozwigzuje rownania wielomianowe
postaci W(x) = 0 dla wielomianow
doprowadzonych do postaci iloczynowej
lub takich, ktére dajag sie doprowadzi¢

do postaci iloczynowej metodg wytgczania
wspolnego czynnika przed nawias

lub metodg grupowania.

Zasady oceniania

2 pkt — poprawna metoda rozwigzania réwnania i wyznaczenie wszystkich rozwigzan

, . 1
rownania: x = —3 lub x =3 lub x ==

2

1 pkt — zapisanie wielomianu —2x3 + x2 + 18x — 9 w postaci iloczynowej:

(x—3)(x+3)2x—-1)

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob |

Zapisujemy lewg strone rownania w postaci iloczynowej, stosujgc metode grupowania

wyrazow
—x?(2x—-1)—-9Q2x—1) =0 lub 2x(—x?+9) - 1(—x%2+9) =0
Stad
(=x2+9)2x—-1)=0
B—-x)B3+x)2x—-1)=0

Zatem rozwigzaniami réwnania sg: x = —3 lub x :% lub x = 3.
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Sposob Il

Korzystamy z definicji podzielnosci wielomianu W(x) przez dwumian (x — a). Obliczamy
W (3) = 0 istwierdzamy, ze liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu

W(x) = —2x3 + x2 + 18x — 9. Po podzieleniu wielomianu W przez dwumian (x — 3)
otrzymujemy iloraz (—2x? — 5x + 3).

Zapisujemy dane rownanie w postaci

(x—=3)(-2x2-5x+3)=0
Stad
x—3=0, lub =2x2 =5x+3=0
Rozwigzujgc réwnanie kwadratowe, otrzymamy:

A= (=5)2—4-(=2)-3=25+24 =49

_ 5V _5-7_-2_1 _5HVA9 547 12 _ g
NTE ey T R T T T oy T T T T
Rozwigzujac rownanie x — 3 = 0, otrzymujemy: x = 3.
Rozwigzania réwnania to: x =% lub x = =3 lub x = 3.
Zadanie 16. (0-3)
Wymagania ogéine Wymaganie szczegétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczeh:
reprezentacji. [11.6) rozwigzuje rownania wielomianowe
1. Stosowanie obiektéw matematycznych postaci W (x) = 0 dla wielomianow
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ doprowadzonych do postaci iloczynowej lub
matematycznych. takich, ktore dajg sie doprowadzi¢ do
|. Sprawnos¢ rachunkowa. postaci iloczynowej metodg wytgczania
Wykonywanie obliczen na liczbach wspolnego czynnika przed nawias lub
rzeczywistych, takze przy uzyciu metodg grupowania.
kalkulatora, stosowanie praw dziatan
matematycznych przy przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych oraz
wykorzystywanie tych umiejetnosci przy
rozwigzywaniu probleméw w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Zasady oceniania

3 pkt — obliczenie i zapisanie rozwigzan réwnania: (—4), 1, 3

2 pkt — zapisanie alternatywy réwnan: x —1=0 lub —x2—x+12=0

1 pkt — poprawne przeksztatcenie réwnania do postaci (x — 1)(—x%2 —x +12) =0

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania
Przeksztatcamy lewg strone réwnania —x3 + 13x — 12 = 0 w sposdb réwnowazny tak,
aby otrzymaé postaé iloczynowa wielomianu —x3 + 13x — 12:

—x34+13x—-12=0

—x34x+12x—-12=0
—-x(x?-1)+12(x—-1)=0

—x(x—-—1Dx+1)+12(x—1)=0
x—D[—x(x+1)+12] =0
(x—1D(—x*—x+12)=0

Korzystamy z wiasnosci iloczynu i zapisujemy réwnanie (x — 1)(—x? —x + 12) = 0 jako
alternatywe réwnan:

x—1=0 lub —x?—x+12=0
Rozwigzujgc rownanie x — 1 = 0, otrzymujemy: x =1
Rozwigzujgc réwnanie kwadratowe, otrzymamy:
A=(-1)2—-4-(-1)-12=149

R Lo A
X = — = ub x = — =

Zatem rozwigzaniami rbwnania sg liczby: (—4), 1 oraz 3.

Sposob 1l
Korzystamy z definicji podzielnosci wielomianu W(x) przez dwumian (x — a).
Obliczamy W (1) = 0 i stwierdzamy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu

W(kx)=—-x3+13x—-12=0
Po podzieleniu wielomianu W przez dwumian (x — 1) otrzymujemy iloraz (—x? — x + 12).
Zapisujemy dane rownanie w postaci
(x—1D(—x*—x+12)=0
Stad

x—1=0Ilub —x>—x+12=0
Rozwigzujgc réwnanie kwadratowe, otrzymamy:

A=(-1)2—4-(-1) 12 = 49

1+7 1-7
X=_—2=—4 lub X=_—=3
Rozwigzujgc rownanie x — 1 = 0, otrzymujemy: x =1
Rozwigzania réwnaniato: x = —4 lub x =1 lub x = 3.
CENTRALNA
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Zadanie 17. (0-4)

Wymagania ogélne Wymagania szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. [11.4) rozwigzuje rownania i nierébwnosci
1. Stosowanie obiektéw matematycznych kwadratowe.
| operowanie nimi, interpretowanie pojec V.8) interpretuje wspétczynniki wystepujgce
matematycznych. we wzorze funkcji kwadratowej w postaci
3. Tworzenie pomocniczych obiektow 0golnej, kanonicznej i iloczynowe;j (jesli
matematycznych na podstawie istniejgcych, | istnigje).
w celu przeprowadzenia argumentaciji lub
rozwigzania problemu.

Zasady oceniania

4 pkt — rozwigzanie réwnania i podanie prawidtowego wyniku: m = 90

3 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadoma: %mz —5m—-3600=0
lub 2n? + 10n — 3600 = 0

2 pkt — zapisanie réwnania uwzgledniajgcego warunki zadania: (m — 10) - (n + 5) = 3600
lub mn 4+ 5m — 10n — 50 = 3600 oraz wyznaczenie wielkosci m lub n:

1
n=-m-—5lubm=2n+10

2
1 pkt — zapisanie, ze do rozwigzania pozostato 3600 zadan i zapisanie rownania
m-n = 3600

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Niech m bedzie liczbg dni potrzebnych na rozwigzanie pozostatych zadan.
Szymonowi pozostato do rozwigzania 3697 — 97 = 3600 zadan, zatem

m-n = 3600
Przy zwigkszonej dziennej liczbie rozwigzanych zadan otrzymujemy réwnanie:
(m—10) - (n+5) = 3600
mn + 5m — 10n — 50 = 3600
Podstawiamy mn = 3600 i wyznaczamy wielko$¢ n:
3600 + 5m — 10n — 50 = 3600
1

=—-m-5
n 2m

Podstawiajgc n = %m — 5, do réwnania kwadratowego otrzymujemy:

1
(m—lO)-(Em—5+5)=3600

Opuszczajgc nawiasy i przeksztatcajgc rownanie, otrzymujemy:
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m? —10m — 7200 = 0

Wyroznikiem tego rownania kwadratowego jest A = 28900, za$ jego rozwigzania to

my, = —80 oraz m, = 90. Z warunkdéw zadania wynika, ze jedynym rozwigzaniem zadania
jest liczba 90.
Dla m = 90 mamy n:%:z}o_

Szymon zamierza rozwigzywaé codziennie 40 zadan. Zajmie muto 90 dni.

Zadanie 18. (0-1)

Wymaganie ogélne Wymaganie szczegétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczeh:
reprezentacji. [11.7) rozwigzuje rownania wymierne postaci
_1. Stosowa.nle .ob.le.ktow matemajtyczn.nyh Vi) _ 0, gdzie wielomiany V(x),i W(x)
i operowanie nimi, interpretowanie pojeé W(x)
matematycznych. Sg zapisane w postaci iloczynowej.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C

Komentarz
Stosujgc wzory skréconego mnozenia na: (a + b)?, (a — b)?, a? — b? [...], otrzymujemy:
3x(x—2)(x —3)(x + 3) _
(x —2)(x —3)? B

Stad
3x=0lubx—2=0lubx—3=01Ilub x+3=0
Zatem x =0 lub x =2 lub x =3 lub x = -3.

Poniewaz rownanie ma sens, gdy x # 2 lub x # 3, wiec jego rozwigzaniami sg liczby
x=0,x=-3.
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Zadanie 19. (0-2)

Wymaganie ogdéine Wymagania szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. l11.1) przeksztatca rownania i nieréwnosci
2) Dobieranie i tworzenie modeli W sposob rownowazny.
matematycznych przy rozwigzywaniu [1.7) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne.
probleméw praktycznych.

Zasady oceniania
2 pkt — poprawna metoda rozwigzania zadania i prawidtowe podanie liczb m i n:
m=2,n=>5.

m+6 _ m
n+15 n’
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

1 pkt — zapisanie réwnania wynikajgcego z warunkéw zadania:

Przykladowe pelne rozwigzanie
Zapisujgc warunki zadania, mamy

m+6 m

n+15:n

Przeksztatcajgc to rownanie, otrzymujemy kolejno:

m(n+15) =n(m+ 6)

15m = 6n
m 6 _2
n 15 5

Poniewaz % jest utamkiem nieskracalnym, to szukanymi liczbami sg odpowiednio:

m=2 oraz n = 5.
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IV. Uktady réwnan

Zadanie 20. (0-2)

Wymagania ogoélne Wymagania szczegétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. IV.1) rozwigzuje uktady rownan liniowych
1. Stosowanie obiektow matematycznych z dwiema niewiadomymi, podaje
i operowanie nimi, interpretowanie pojec interpretacje geometryczng uktadow
matematycznych. oznaczonych, nieoznaczonych
I. Sprawnos¢ rachunkowa. i sprzecznych;
Wykonywanie obliczen na liczbach IV.2) stosuje uktady réwnan do
rzeczywistych, takze przy uzyciu rozwigzywania zadan tekstowych.

kalkulatora, stosowanie praw dziatan
matematycznych przy przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych oraz
wykorzystywanie tych umiejetnosci przy
rozwigzywaniu probleméw w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Zasady oceniania

2 pkt — zapisanie dwoch rownan wynikajacych z warunkéw zadania (np. x +y = 14
iy-10+x-1+18=x-10+ y - 1) oraz poprawne rozwigzanie tego ukfadu
réwnan, oraz podanie poprawnej odpowiedzi: 86.

1 pkt — zapisanie, ze szukana liczba ma posta¢ x - 10 + y - 1 oraz zapisanie, ze liczba
0 zamienionych miejscami cyfrach ma posta¢ y - 10 + x - 1, oraz zapisanie jednego
z rownan wynikajgcych z warunkéw zadania, np. x +y = 14 lub
y-10+x-1+18=x-10+y-1.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:
x — cyfra dziesigtek szukanej liczby,
y — cyfra jednosci szukanej liczby,

gdzie x,y €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Jezeli x jest cyfrg dziesigtek, a y cyfrg jednosci pewnej liczby dwucyfrowej, to ta liczba
dwucyfrowa jest rowna x - 10 + y - 1.

Jezeli w tej liczbie przestawimy/zamienimy miejscami cyfry, to liczba

o0 przestawionych/zamienionych miejscami cyfrach jestréowna y - 10 + x - 1.

Liczba o zamienionych miejscami cyfrach jest 0 18 mniejsza od liczby, w ktorej dokonujemy
zamiany, wiec

y-10+x-1+18=x-10+y-1
Suma cyfr w liczbie jest rowna 14, wiec x +y = 14.

CENTRALNA

KOMISJA Strona 107 z 161
EGZAMINACYJNA



Zasady oceniania. Uktady rownan

y-10+x-1+18=x-10+y-1

x+y=14 metodg przeciwnych

Rozwigzujemy uktad réwnan {

wspotczynnikow:

{10y+x+18=10x+y
x+y=14
{10y—y+x—10x=—18
x+y=14
{9y—9x=—18 /:9
x+y=14
y—x=—2
+{x+y=14

y—x+x+y=-2+14
2y =12
y=6
Korzystamy z réwnania x +y = 14 iobliczamy x:
x+6=14
x=28

Liczba, w ktérej dokonano zamiany cyfr to 86.

Zadanie 21. (0-3)

Wymaganie ogodine Wymagania szczegétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. IV.1) rozwigzuje ukfady réwnan liniowych
2) Dobieranie i tworzenie modeli z dwiema niewiadomymi, podaje interpretacje
matematycznych przy rozwigzywaniu geometryczng uktadéw oznaczonych,
problemow praktycznych. nieoznaczonych i sprzecznych;
IV.2) stosuje uktady réownan do rozwigzywania
zadan tekstowych.

Zasady oceniania
3 pkt — obliczenie dystansu, jaki pokona pies: 120 m.
2 pkt — ustalenie, ze musi sie odby¢ 30 cykli,

ALBO
. L, . (x=30)t «xt
zapisanie réwnania 3 =
1 pkt — ustalenie, ze w jednym cyklu roznica odlegtosci miedzy zwierzetami zmniejsza sico 1 m,

ALBO
. . . 4 3
wyznaczenie predkosci obu zwierzat v, = T oraz v, =<
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

W czasie, gdy pies pokonuje dystans 4 m, wykonujgc dwa skoki, lis pokonuje 3 m.
Zatem po kazdym cyklu dystans miedzy zwierzetami zmniejsza sie o0 1 m. Wynika z tego,
ze dystans 30 m zostanie zniwelowany po 30 cyklach. W tym czasie lis przebiegnie

30 -3 =90 metréw, a pies 30 -4 = 120 metrow.

Sposob 1l

Niech t oznacza czas, w ktérym pies skacze dwa razy, wiec przebywa droge dtugosci
4 m. W tym czasie lis przebywa droge dtugosci 3 m. Niech v, oznacza predkosc¢ psa,
a v; — predkosc lisa.

Zachodzg wiec réwnosci

4 3
v, =— 0oraz v, = —
Pt L7t

Jesliprzez T oznaczymy czas, po jakim pies dogoni lisa, zas przez x dystans, ktéry
przebiegnie pies, mamy zaleznosci czasu dla obu zwierzat.

Dla lisa:
x—30 x-—30 (x—30)t
T p—vl p—vl p—vl
1% E 3
t
Dla psa:
_— x x xt
v, 44
t
Przyrownujgc obie wielkosci, otrzymujemy réwnanie:
(x —30)t  xt
3 4

Z warunkow zadania wynika, ze t # 0, zatem mozemy przeksztatci¢ to rownanie do postaci
4(x —30) = 3x

Rozwigzaniem tego réwnania jest x = 120.
Pies przebiegnie dystans 120 metrow.
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Zasady oceniania. Uktady rownan

Zadanie 22. (0-2)

Wymaganie ogdine

Wymagania szczegoétowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2) Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
probleméw praktycznych.

Uczeh:

IV.1) rozwigzuje uktady rownan liniowych

z dwiema niewiadomymi, podaje interpretacje
geometryczng uktadow oznaczonych,
nieoznaczonych i sprzecznych;

IV.2) stosuje uktady rownan do
rozwigzywania zadan tekstowych.

Zasady oceniania

2 pkt — rozwigzanie ukfadu réwnan i podanie prawidtowego wyniku: a = 255, b = 272

1 pkt — zapisanie uktadu réwnan {

a+b =527
0,08a =0,075b

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykladowe pelne rozwigzanie

Zgodnie z warunkami zadania mozemy zapisa¢ dwa rownania:

{a + b =527
0,08a = 0,075 b

Wyznaczmy z pierwszego réwnania b = 527 — a i podstawmy do réwnania drugiego:

0,08 a = 0,075(527 — a)

Rozwigzaniem tego réwnania jest a = 255.

Zatem b = 527 — 255 =272

Zadanie 23. (0-4)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach

nietypowych

Uczen:
IV.3) rozwigzuje metodg podstawiania
ukfady rownan, z ktérych jedno jest liniowe,
a drugie kwadratowe, postaci
ax+by =ce
{x2+y2+cx+dy=f
ax+by=ce
lub { 5
y=cx“+dx+f

Zasady oceniania

4 pkt — obliczenie obu niewiadomych x i y izapisanie obu rozwigzan ukfadu réwnan:

{x =2 ub {x =2
y = 3 u y = -5
3 pkt — rozwigzanie réwnania kwadratowego: x = —2 lub x = 2
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2 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadoma x lub y, np.:
x4+ (2x—1)?>—-4x+4(2x—-1)—-17=0
1 12, 1 1 _
ub (3y+3) +¥2—4(3y+3)+4y—-17=0
1 pkt — wyznaczenie podstawienia za jedng z niewiadomych x lub y,np: y = 2x —1 lub
1 1
X = Ey + >

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykladowe pelne rozwigzanie
{x2+y2—4x+4y—17=0
2x—y—1=0

Z rownania liniowego wyznaczamy podstawienie za jedng z niewiadomych, np. y.

y=2x-1
Podstawiamy y = 2x — 1 do drugiego réwnania stopnia drugiego i otrzymujemy réwnanie
z jedng niewiadomg x.

x2+(2x—1)2—4x+4Q2x—-1)—-17=0

5x2—20=0
x*—4=0
Rozwigzaniami rownania kwadratowego sg: x; = —2, x, = 2

Obliczamy drugg niewiadomg i zapisujemy rozwigzania ukfadu réwnan

{x=—2 Ib{x=2
y=—4-1 " ly=4-1

= =2
Rozwigzaniami uktadu rownan sg dwie pary liczb {; — _g oraz {;C; =3
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Zasady oceniania. Funkcje

V. Funkcje

Zadanie 24. (0-2)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. V.8) interpretuje wspétczynniki wystepujgce
1. Stosowanie obiektow matematycznych we wzorze funkcji kwadratowej w postaci
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ ogodlnej, kanonicznej i iloczynowej (jesli
matematycznych. istnieje).

Zasady oceniania

2 pkt — poprawne dokonczenia dwoch zdan.

1 pkt — poprawne dokonczenie jednego zdania.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
1.B
2.H

Komentarz
Zapisujemy wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej: y = f(x) = (x —p)? + q,
gdzie
_ b A
P=7%2¢ 97 "4a
Obliczamy wyréznik funkcji kwadratowej y = f(x) = x? + 5x + 6:
A=25-24=1

a nastepnie obliczamy wartosci p oraz g:

5 1
p - 2 ’ q -
. . . . . 5\ 1
Zatem postac kanoniczna tej funkcji jest rowna: y = (x + E) — 2

Zapisujemy wzor funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej: y = f(x) = a(x — x1)(x — x5)

Obliczamy miejsca zerowe funkcji kwadratowej y = f(x) = x2 + 5x + 6: A=25-24 =1
-5-1 -5+1
X, = > = —3, X, = > =

Zatem postac iloczynowa tej funkgji jest rowna: y = (x + 3)(x + 2).
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Zadanie 25.1. (0-1)

Wymaganie ogdine

Wymaganie szczegoétowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

1. Stosowanie obiektow matematycznych
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Uczeh:

V.4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine,
zbior wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktorych funkcja
przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze) lub
mniejsze (nie wieksze) od danej liczby,
najwieksze i najmniejsze wartosci funkcji (o ile
istniejg) w danym przedziale domknietym oraz
argumenty, dla ktérych wartosci najwieksze

i najmniejsze sa przez funkcje przyjmowane.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
A

Zadanie 25.2. (0-1)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegétowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

1. Stosowanie obiektow matematycznych
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Uczen:

V.4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine,
zbior wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktérych
funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie
mniejsze) lub mniejsze (nie wieksze) od danej
liczby, najwigksze i najmniejsze warto$ci
funkcji (o ile istniejg) w danym przedziale
domknietym oraz argumenty, dla ktérych
wartosci najwieksze i najmniejsze sg przez
funkcje przyjmowane.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C

CENTRALNA
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Zadanie 25.3. (0-1)

Wymaganie ogdine

Wymaganie szczegoétowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

1. Stosowanie obiektow matematycznych
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Uczeh:

V.4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine,
zbior wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktorych
funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie
mniejsze) lub mniejsze (nie wieksze) od danej
liczby, najwieksze i najmniejsze wartosci
funkgiji (o ile istniejg) w danym przedziale
domknietym oraz argumenty, dla ktérych
wartosci najwieksze i najmniejsze sg przez
funkcje przyjmowane.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Przykladowe pelne rozwigzanie
x € (1,6) lub (1,6)

Zadanie 26.1. (0-1)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegoétowe

II. Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie
informacjami przedstawionymi w tekscie,
zaréwno matematycznym, jak

i popularnonaukowym, a takze w formie
wykresow, diagramow, tabel.

Uczeh:
V.2) oblicza wartos¢ funkcji zadanej wzorem
algebraicznym.

Zasady oceniania

1 pkt — poprawne wskazanie dwéch odpowiedzi.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
PF

Komentarz

Rdéznica wysokosci miedzy Rysami i Zakopanem to 2499 m — 1000 m = 1499 m.
Przy takiej réznicy temperatura spadnie o0 14,99 - 0,6 °C = 8,994 °C.

Réznica wysokosci miedzy Zakopanem i Biatkg Tatrzanskag to 1000 m — 650 m = 350 m
Przy takiej roznicy temperatura wzrosnie o 3,5 - 0,6 °C = 2,1 °C.
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Zadanie 26.2. (0-2)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. V.11) wykorzystuje wiasnosci funkcji
2. Dobieranie i tworzenie modeli liniowej i kwadratowej do interpretacji
matematycznych przy rozwigzywaniu zagadnien geometrycznych, fizycznych itp.,
problemow praktycznych i teoretycznych. takze osadzonych w kontekscie
praktycznym.

Zasady oceniania

2 pkt — rozwigzanie ukfadu réwnan i obliczenie wspétczynnikow: a = —0,006, b = 19
1 pkt — obliczenie temperatury dla wysokosci réznej od 1000 metréw, np.1500 metrow
13 =1000a+b

10 =1500a + b
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

i zapisanie uktadu réwnan: {

Przyktadowe petne rozwigzanie
Do rozwigzania uktadu réwnan z dwiema niewiadomymi potrzebujemy dwoch réwnan.
Pierwsze rownanie uzyskamy, podstawiajgc dane dla Zakopanego: 13 = 1000 a + b.
W celu otrzymania drugiego réwnania obliczamy temperature dla wysokosci réznej od
1000 m, np. dla 1500 m otrzymujemy 10 = 1500 a + b.

Rozwigzujemy uktad réwnan

{13=1000a+b
10 =1500a +b

Jego rozwigzaniem jest para: {a = 0,006
b =19
Zadanie 27. (0-1)
Wymaganie ogéine Wymagania szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. V.8) interpretuje wspétczynniki wystepujgce
1. Stosowanie obiektéw matematycznych we wzorze funkcji kwadratowej w postaci
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ o0gdlnej, kanonicznej i iloczynowej (jesli
matematycznych. istnieje);
[11.4) rozwigzuje rownania i nierdbwnosci
kwadratowe.

Zasady oceniania
1 pkt — poprawne wskazanie dwéch odpowiedzi.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
FP
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Zadanie 28. (0-2)

Wymaganie ogdéine Wymagania szczegoétowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:

reprezentacji. V.8) interpretuje wspétczynniki wystepujgce

1. Stosowanie obiektow matematycznych we wzorze funkcji kwadratowej w postaci

| operowanie nimi, interpretowanie pojec 0golnej, kanonicznej i iloczynowe;j (jesli

matematycznych. istnieje);
V.9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na
podstawie informacji o tej funkcji lub o jej
wykresie.

Zasady oceniania
2 pkt — obliczenie wspotczynnika a i zapisanie funkcji w postaci iloczynowej:

F) =3 (- 2)x ~6)
1 pkt — obliczenie drugiego miejsca zerowego: x, = 6
ALBO
0=a(2—-4)?*+q
8=a(0—4)%+gq
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

zapisanie uktadu réwnan pozwalajgcego obliczy¢ a i q: {

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Punkt przeciecia osi symetrii funkcji kwadratowej z osig Ox jest Srodkiem odcinka
taczacego jej miejsca zerowe, zatem

2+ x,
4 =
2

Stad x, = 6.
Obliczamy wspodtczynnik a funkcji, zapisujgc postac iloczynowg funkcji z podstawionymi
wartosciami x;, x, oraz wspdtrzednymi punktu (0, 8):
8=a(0—-2)(0-6)

2
Stad a= 3
Postac¢ iloczynowa szukanej funkgcji to f(x) = %(x —2)(x —6).
Sposob 1l
Poniewaz osig symetrii szukanej funkcji kwadratowej jest prosta x = 4, mozemy stwierdzi¢,

ze pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli bedacej jej wykresem to p = 4. Postac
kanoniczna tej funkcji to

y=alx—4)*+q
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Do wykresu funkcji nalezg dwa punkty: (0,8) oraz (2,0). Podstawiajgc ich wspotrzedne do
powyzszego wzoru, otrzymujemy uktad réwnan:
{0 =a(2-4)*+¢q
8=a(0—4)%+gq

w]| o

Rozwigzaniem tego uktadu sg liczby a = % oraz q = —

w| o

Mozemy zapisa¢ posta¢ kanoniczng szukanej funkcji: y = %(x —4)% —

—E(x—4)2—§—z[(x—4)2—4]—E(x—4+2)(x—4—2)—z(x—Z)(x—6)
y=3 33 ~3 ~3

Zadanie 29. (0-1)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegétowe
II. Wykorzystanie i tworzenie informaciji. Uczeh:
1. Interpretowanie i operowanie V.13) postuguije sie funkcjg f(x) = %’ w tym

informacjami przedstawionymi w tekscie,
zaréwno matematycznym, jak

i popularnonaukowym, a takze w formie
wykresow, diagramow, tabel.

jej wykresem, do opisu i interpretaciji
zagadnien zwigzanych z wielko$ciami
odwrotnie proporcjonalnymi, réwniez
w zastosowaniach praktycznych.

Zasady oceniania
1 pkt — poprawne wskazanie dwéch odpowiedzi.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
PP

Komentarz
Cata praca zajmie 3-8 = 24 roboczogodziny. Rozdzielajgc jg na dwa ciggniki, uzyskujemy
wynik 12 roboczogodzin dla kazdego z nich.

Przy zwiekszeniu predkosci o potowe (1,5 predkosci poczgtkowej) czas potrzebny na
zaoranie pola bedzie réwny 24:1,5 = 16 roboczogodzin. Rozdzielajac je miedzy cztery
ciggniki, otrzymujemy 4 godziny pracy dla kazdego z nich.
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Zasady oceniania. Ciggi

VL. Ciagi

Zadanie 30. (0-1)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja. Uczen:

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze V1.4) sprawdza, czy dany cigg jest
kilkuetapowych, podawanie argumentow arytmetyczny lub geometryczny.
uzasadniajgcych poprawno$¢ rozumowania,
odréznianie dowodu od przyktadu.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B3

Komentarz

Nie istnieje cigg arytmetyczny, ktérego wyrazami sg liczby a = 2V2,b =4, c =42.
Gdyby taki cigg istniat, miatby on statg réznice r € R oraz istniatyby liczby catkowite k i I,
dla ktorych

c—b=k-rorazb—a=1-r

k , o , .
lloraz n musiatby by¢ wéwczas liczbg wymierna.

c—>b
k 7 c—b r c—b
l

“"b—-a r b—a b—-a
T

Podstawiajgc wartosci liczbowe, mamy

c—b_4\/5—4_(4\/2—4).(4+\/§)_ﬁ_3
b—a 4-vZ (4-v2)-(4+v2) = 3

Widac¢ wiec, ze iloraz % nie nalezy do zbioru liczb wymiernych, zatem nie wystepuje taki

cigg arytmetyczny, dla ktérego zadane liczby mogtyby by¢ jego wyrazami.
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Zadanie 31. (0-2)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. V1.5) stosuje wzér na n —ty wyraz i na
2) Dobieranie i tworzenie modeli sume n poczgtkowych wyrazow ciggu
matematycznych przy rozwigzywaniu arytmetycznego.
probleméw praktycznych.

Zasady oceniania

2 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadomg a; ijego rozwigzanie oraz podanie
prawidtowego wyniku: a; = 2

1 pkt — zapisanie réwnania zawierajgcego tylko dwie zmienne: a4, 7, np.
5a, + 35r = 3 - (5a,; + 10r)

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykladowe pelne rozwigzanie
Zapisujgc warunki zadania, mamy:
ag+a;+ag+ag+ag=3-(a;+a,+as+a,+as)
Korzystajgc ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, otrzymamy zaleznosé:
5a; +35r = 3 - (5a; + 107)
Po podstawieniu wartosci r = 4, mamy rownanie
5a; + 140 = 3 - (5a4 + 40)
5a; + 140 = 15a, + 120
Dzielgc obie strony rownania przez 5, otrzymujemy réwnanie
a, + 28 =3a, +24
Przeksztatcajac je, otrzymujemy kolejno
a, —3a, =24 —28
—2a, = —4
a, =2

Pierwszym wyrazem zadanego ciggu jest liczba 2.
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Zadanie 32. (0-3)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. V1.6) stosuje wzér na n —ty wyraz i na
2) Dobieranie i tworzenie modeli sume n poczatkowych wyrazow ciagu
matematycznych przy rozwigzywaniu geometrycznego.
probleméw praktycznych.

Zasady oceniania
3 pkt — rozwigzanie réwnania i obliczenie liczby wyrazoéw ciggu: n = 6
2 pkt — zapisanie réwnania

364 1- (%)n

=1-
243 1— 1
3
1 pkt — obliczenie wartosci pierwszego wyrazu ciggu: a; = 1

ALBO

zapisanie rownania
1 n

364 _, 1- (g)

243 11
3

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Niech n oznacza liczbe wszystkich wyrazéw skonczonego ciggu geometrycznego.

Korzystajgc ze wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego, mamy

a3=a1-q2
1 1,2
o)

Nastepnie stosujemy wzdér na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego,
otrzymujgc rownanie

Obliczamy stad a; = 1.

364 1—(%)
m_l.—

Rozwigzujac to rownanie, mamy kolejno
364 3"—-1 3
243 30 2
728-3"=729-(3"—-1)
=729

n==~6
Ten cigg geometryczny sktada sie z 6 wyrazow.
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Zadanie 33. (0-4)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. V1.7) wykorzystuje wiasnosci ciggoéw, w tym
2. Dobieranie i tworzenie modeli arytmetycznych i geometrycznych, do
matematycznych przy rozwigzywaniu rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych
probleméw praktycznych. w kontekscie praktycznym.

Zasady oceniania
4 pkt — zapisanie dwoch rozwigzan: x = 38,y =38,z =38 oraz x =2,y = 14,z = 98
3 pkt — obliczenie dwoch ilorazéw ciggu geometrycznego: g = 11lub g =7
ALBO
obliczenie dwoch roznic ciggu arytmetycznego: ¥ =0 lub r =4
2 pkt — zapisanie sumy ciggu geometrycznego a; + (a; + 3r) + (a; + 24r) = 114 oraz
warunku ciggu geometrycznego (a, + 37)? = a, - (a; + 24r)

ALBO
zapisanie rownania pozwalajgcego obliczy¢ iloraz ciggu geometrycznego:
qg>—8q+7=0

1 pkt — zapisanie sumy ciggu geometrycznego a; + (a; + 3r) + (a; + 24r) = 114 albo
warunku ciggu geometrycznego (a; + 37)? = a, - (a; + 24r)
ALBO
zapisanie warunkow na roznice miedzy wyrazami ciggu arytmetycznego:
bq —b = 3r oraz bq? — bq = 21r
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykladowe pelne rozwigzania

Sposob |

Niech r bedzie réznicg ciggu arytmetycznego (a,). Z warunkéw zadania wynika, ze liczby
aq, a4, ay5 tworzg cigg geometryczny. Zapisujgc informacje o sumie ciggu geometrycznego,
otrzymujemy rownanie

a, +ay+a; =114

Stosujemy wzér na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego i podstawiamy do otrzymanego
réwnania:

a; + (aq +3r) + (aq + 24r) = 114
Drugie rownanie otrzymujemy korzystajgc z wkasnosci ciggu geometrycznego:
aj = a; - azs
Stosujemy ponownie wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego:

(a; +37r)2 = ay - (a; + 247)
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Nastepnie nalezy rozwigzac¢ ukfad rownanh:

3a, +27r =114

az + 6a,r + 9712 = a? + 24a,r
3a, =114 - 27r

18a;7 —9r2 =0

a, =38—-09r

18(38 —=9r)r—9r? =0

Przeksztatcajgc drugie rownanie, mamy
684r — 171r2 =0
4r —r2=0
Rozwigzaniamisg r = 0 oraz r = 4.

Jesli r = 0, mamy do czynienia z ciggiem staltym, w ktérym kazdy wyraz ciggu jest réwny
38. Szukanymi liczbami sg wtedy x = 38, y = 38, z = 38.
Dlar=4 mamy x=a; =2, y=a,=2+4+3-4=14,z=a,5 =2+ 24 -4 =098.

Sposob |l
Oznaczmy wyrazy ciggu geometrycznego przez x = b, y = bq oraz z = bq?, gdzie q jest
ilorazem tego ciggu.

Z warunkow zadania wynika, ze sg one pierwszym, czwartym i dwudziestym pigtym
wyrazem ciggu arytmetycznego (a,),zatemx =aq,,y =a4,Z =a,s JeSliza r
przyjmiemy roznice tego ciggu, mozemy zapisa¢ roznice pomiedzy tymi wyrazami jako:

y—x=bq—b=23r oraz z—y = bq? — bq = 21r
Zauwazmy, ze
bgq? —bq=21r=7-3r=7-(bq —b)

Otrzymujemy zatem réwnanie

bq? —bq = 7bq — 7b
Z warunkow zadania wiemy, ze b # 0, wiec mozemy to réwnanie doprowadzi¢ do postaci

qg?—8q+7=0

Pierwiastkami tego rownania sg liczby 1 oraz 7.
Zapisujgc warunek na sume ciggu geometrycznego, mamy

b+ bq + bq* = 114
Dla g =1 mamy

3b =114

Zatem b = 38, czyli x = 38, y = 38, z = 38. Szukany cigg to (38, 38, 38).
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Dla g =7 mamy
b+7b+49b =114
57b = 114

Rozwigzaniem tego réwnania jest b = 2. W tym przypadku x = 2,y = 14, z = 98.
Szukany cigg ma posta¢ (2, 14, 98).

Zadanie 34. (0-4)

Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. V1.7) wykorzystuje wiasnosci ciggoéw, w tym
2. Dobieranie i tworzenie modeli arytmetycznych i geometrycznych, do
matematycznych przy rozwigzywaniu rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych
probleméw praktycznych. w kontekscie praktycznym.

Zasady oceniania
4 pkt — zapisanie dwéch ciggéw: (50,8,—34) oraz (2,8,14)
3 pkt — rozwigzanie uktadu réwnan: {1;11_=_54g oraz {;1_:62
ALBO
zapisanie jednego z dwoch ciggow: (50,8,—34) albo (2,8, 14)
2 pkt — obliczenie srodkowego wyrazu ciggu arytmetycznego: b = 8
ALBO
zapisanie warunkoéw na sume ciagu arytmetycznego i warunku ciggu
geometrycznego: aq + (a; + 1) + (ay + 2r) = 24 oraz
(a; + 7+ 10)? = (a1 + 4) - (a1 + 2r + 40)
1 pkt — zapisanie warunku na sume ciggu arytmetycznego:
b=r)+b+b+r)=241ub ay+ (a;+71)+ (a; +2r) =24
ALBO
zapisanie warunku ciggu geometrycznego:
(a; + 7+ 10)? = (a; + 4) - (ay + 27 + 40)
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposoéb |
Trzy liczby, tworzgce ciag arytmetyczny o roéznicy r, oznaczmy przez b —r, b, b +r.
Zapisujgc warunek na sume tego ciggu, mozemy zauwazyc, ze
(b-7r)+b+(b+r)=24
3b =24
b=28

Zatem cigg arytmetyczny ma posta¢: (8 —r,8,8 + ).
Po dodaniu kolejno do jego wyrazéw liczb 4, 10, 40, otrzymujemy cigg geometryczny:
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(12 —-1,18,48 +1r)
Korzystajgc z wlasnosci ciggu geometrycznego, zapisujemy rownanie:
182 =(12—1)- (48 +71)
Po uproszczeniu otrzymujemy rownanie kwadratowe
r2+36r —252=0
Posiada ono dwa rozwigzania: (—42) oraz 6.
Gdy r = —42, wéwczas szukanym ciggiem arytmetycznym jest (50, 8, —34).

W przypadku, gdy r = 6, mamy cigg arytmetyczny (2,8, 14).

Sposob Il
Niech (a,) bedzie ciggiem arytmetycznym o réznicy r. Wtedy sume tego ciggu mozemy
zapisac jako

a,+(ay+7r)+(ag +2r) =24
Mamy stad zaleznosc¢
a1 == 8 -7

Z warunkow zadania mamy, ze liczby a; + 4, a; + r + 10, a; + 2r + 40 tworzg cigg
geometryczny. Korzystajac z jego wtasnosci, otrzymujemy kolejng zaleznosé:

(a; + 7+ 10)? = (a; + 4) - (a, + 2r + 40)
Po podstawieniu a; = 8 — r otrzymujemy
182 =(12—71)- (48 + 1)
Po uproszczeniu otrzymujemy réwnanie kwadratowe
r2+36r —252=0
Posiada ono dwa rozwigzania: (—42) oraz 6.

Gdy r = —42, wowczas a; = 50, zas$ kolejne liczby tego cigguto 8 i (—34).
W przypadku, gdy r = 6, mamy a,; = 2, a kolejne wyrazy cigguto 8 i 14.

Szukanymi ciggami sa: (50,8,—34) oraz (2,8, 14).
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Zadanie 35.1. (0-1)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. V1.5) stosuje wzér na n —ty wyraz i na
1. Stosowanie obiektow matematycznych sume n poczatkowych wyrazéw ciagu
| operowanie nimi, interpretowanie pojec arytmetycznego.
matematycznych.

Zasady oceniania
1 pkt — poprawne obliczenie wyrazu a,s = 900 zt
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Zauwazmy, ze comiesieczne wptaty sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, w ktérym
a; = 300 i r = 25. Stosujemy wzér na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego i obliczamy wyraz

a25:

as = 300 + 24 - 25 =900 zt

Zadanie 35.2. (0-2)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. VI.5) stosuje wzor na n —ty wyraz i na
1. Stosowanie obiektow matematycznych sume n poczatkowych wyrazéw ciagu
| operowanie nimi, interpretowanie pojec arytmetycznego.
matematycznych.

Zasady oceniania
2 pkt — obliczenie réznicy ciggu: r = 32 zt
1 pkt — zapisanie réwnania:

2-300+ 60r

2
0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

61 =76 860

Przyktadowe petne rozwigzanie

Zauwazmy, ze comiesieczne wptaty sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, w ktérym
a, = 300. Stosujemy wzor na sume kolejnych poczagtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego
i zapisujemy réwnanie prowadzgce do obliczenia roznicy r ciggu

2-300 + 60r

61 =76 860
2

Rozwigzaniem réwnania jest r = 32.
Pani Joanna powinna okfada¢ kazdego miesigca kwote o 32 ztote wiekszg niz w miesigcu
poprzednim.
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VII. Trygonometria

Zadanie 36. (0-3)

Wymaganie ogdéine Wymagania szczegoétowe

lll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczeh:

reprezentacji. VII.2) znajduje przyblizone wartosci funkcji

1. Stosowanie obiektow matematycznych trygonometrycznych, korzystajgc z tablic

i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ lub kalkulatora;

matematycznych. VI1.6) oblicza katy tréjkata i dtugosci jego
bokéw przy odpowiednich danych
(rozwigzuje trojkaty).

Zasady oceniania
3 pkt — rozwigzanie réwnania z niewiadomg x: x = 174,06 (po zaokragleniu do petnych
metréw: x = 174 m)
2 pkt — zauwazenie, ze kat WSK jest rowny katowi depresiji jako katy naprzemianlegte
i zapisanie miary kata WSK: |sWSK| = 38°
ORAZ
. . 136
zapisanie rownania == = tg 38°
ORAZ
odczytanie z tablic i zapisanie: tg 38° = 0,7813
1 pkt — zauwazenie, ze kat WSK jest rowny katowi depresji jako katy naprzemianlegte
i zapisanie miary kata WSK: |sWSK| = 38°
ALBO
odczytanie z tablic i zapisanie: tg38° = 0,7813
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Zauwazmy, ze kat WSK jest rowny katowi depresji jako katy naprzemianlegte.

|zWSK| = 38°
Zatem

136 o

~ tg 38

Z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych odczytujemy warto$¢ tangensa kata 38°
i zapisujemy réwnanie

tg38° = 0,7813

136
—=10,7813
x

Rozwigzaniem réwnania jest: x = 174,06
Po zaokragleniu do petnych metréw: x = 174 m
Samolot znajduje sie w odlegtosci 174 metrow od wiezy.
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Zadanie 37.1. (0-2)

Wymagania ogéine Wymagania szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. VIl.4) korzysta ze wzordow
1) Stosowanie obiektéw matematycznych sina+cosa=1 [...];
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ VII. 5) stosuje [...] wzér na pole trojkata
matematycznych. p= % ‘a-b -siny;

2) Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
probleméw praktycznych i teoretycznych.

VIIL.2) [...] stosuje [...] twierdzenie
cosinusow;

VIIL.7) stosuje twierdzenia: [...]

o dwusiecznej kata.

Zasady oceniania

2 pkt — zastosowanie poprawnej metody obliczenia dlugosci bokow AD, AE oraz podanie
wynikéw: |AE| = 8v10, |AD| = 6v/10

1 pkt — wyznaczenie i zapisanie zalezno$ci pomiedzy dtugosciami dwdch bokdw trojkata
ADE : |AD| - |AE| = 480

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode lub brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Niech a = |ABAC|. Poniewaz Paspg = 2 Papge 0Oraz Ppapc = % |AB| - |AC| - sina

| Paapr =5 |AD| - |AE| - sin a, zatem mamy

%IADI - |AE| - sina = 2 -%IABI - |AC| - sina
Stad
|AD| - |AE| = 2 - |AB| - |AC]|
Po wstawieniu dtugosci bokow |AB| = 24, |AC| = 10 mamy
|AD| - |AE| =2-24-10
|AD| - |AE| = 480

Stosujac twierdzenie o dwusiecznej dla trojkgta ADE, otrzymujemy:

|AD| _|DP| 3
|AE|  |PE| 4
1AD] = > |4E|
4

Uwzgledniajgc obie te zaleznosci, otrzymujemy:
3
ZlAEl -|AE| = 480
|AE|? = 640
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Zatem

|AE| = 8V10

oraz

3 3
|AD| = 7 |AE| =Z-8\/1_=6\/1_0

Zadanie 37.2. (0-3)

Wymagania ogdéine Wymagania szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. VIl.4) korzysta ze wzorow
1) Stosowanie obiektow matematycznych sina+cosa=1 [..]
i operowanie nimi, interpretowanie pojec VII.5) stosuje [...] wzdr na pole trojkata
matemgtyc;nych. . ' p= % -a-b -siny.
2) Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody obliczenia dlugosci boku BC i podanie
prawidtowego wyniku: |BC| = 2v73

2 pkt — obliczenie wartosci cosinusa kata przy wierzchotku A: cosa = % i zastosowanie jej

w twierdzeniu cosinuséw do obliczenia dtugosci boku BC

|BC|?> = |AB|? + |AC|? — 2|AB| - |AC| - cos a

ALBO

obliczenie diugosci odcinka FB i zapisanie twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AFC.
1 pkt — obliczenie wartosci sinusa kata przy wierzchotku A: sina = %

ALBO

obliczenie wysokosci tréjkata ABC: h =6
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode lub brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposoéb |

Niech a = |4BAC|. Wiemy, ze Pyapc = % |AB| - |AC| - sina = 72
Stad

72-2 144
|AB|-|AC|  10-24 5

sina =

Poniewaz cosinus kata ostrego jest dodatni, korzystajgc z jedynki trygonometrycznej,
obliczamy
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Z twierdzenia cosinusow mamy

4
|BC|* = |AB|* + |AC|* — 2|AB| - |AC| - cosa = 10* + 24* — 2-10 - 24 £ =292

Zatem dtugos$¢ odcinka BC jest rowna 2v73.

Sposob 1l
Niech h bedzie wysokoscig tréjkgta ABC opuszczong z wierzchotka C,
punkt F —jej spodkiem, a x — dtugoscig odcinka AF (zobacz rysunek).

Ze wzoru na pole trojkgta ABC otrzymujemy réwnanie:

1
PAABc:§|AB|'|CF| =72

1 24 -h =72
2
Stad h = 6.
Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AFC, mamy:
|AF|? + |FC|? = |AC|?
x% + 62 = 1072
x? = 64

Zatem dtugo$¢ odcinka AF jestréwna 8.
Obliczamy dtugo$¢ odcinka FB:

|FB| =24 —-8=16
Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AFC, mamy:
|BF|? + |FC|? = |BC|?
162 + 62 = |BC|?
|BC|? = 292

Zatem dtugo$¢ odcinka BC jestréwna 2v73.
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VIIl. Planimetria

Zadanie 38. (0-2)

Wymagania ogoélne Wymaganie szczegétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. VI11.10) wskazuje podstawowe punkty
1) Stosowanie obiektéw matematycznych szczegolne w trojkgcie: srodek okregu
i operowanie nimi, interpretowanie pojec wpisanego w tréjkat, srodek okregu
matematycznych. opisanego na tréjkgcie, ortocentrum, srodek
3) Tworzenie pomocniczych obiektéw ciezkos$ci oraz korzysta z ich wlasnosci.
matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentacji lub
rozwigzania problemu.

Zasady oceniania

2 pkt — zaznaczenie dwéch poprawnych odpowiedzi.

1 pkt — zaznaczenie jednej lub dwoch odpowiedzi, z ktorych jedna jest poprawna: B albo D.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
BD

Komentarz

Okrag opisany na tréjkacie to okrag, na ktérym lezg wszystkie wierzchotki tego trojkata.
Zatem odlegtos¢ srodka O okregu od kazdego z wierzchotkéw trojkata jest rowna
promieniowi R tego okregu. Tym samym punkt O jest rowno oddalony od wszystkich
wierzchotkéw trojkata (zobacz rysunek 1. ponizej).

Ortocentrum, czyli punkt przeciecia wszystkich wysokosci trojkata, jest réwno oddalony od
wszystkich wierzchotkéw tego trojkata tylko wtedy, gdy trojkat jest rownoboczny.
Podobnie, ortocentrum jest rowno oddalone od wszystkich bokéw tego tréjkata tylko wtedy,
gdy tréjkat jest rownoboczny.

Poniewaz trojkat rwnoramienny ma jedng o$ symetrii, jego ortocentrum jest tak rowno
odlegte od ramion tréjkgta(zobacz rysunek 2. ponizej).

Rysunek 1. Rysunek 2.

Strona 130 z 161



Materiat dodatkowy dla nauczycieli i uczniow szkét ponadpodstawowych

Zadanie 39. (0-1)

Wymaganie ogélne

Wymagania szczegoétowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

1. Stosowanie obiektéw matematycznych
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Uczen:

VIII.3) rozpoznaje wielokaty foremne

i korzysta z ich podstawowych wiasnosci;
VIII.5) stosuje wiasnosci kgtow wpisanych
i sSrodkowych;

VIII.7) stosuje twierdzenia: [...] o kacie
miedzy styczng a cieciwa.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna, albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
C

Komentarz

Bok osmiokata foremnego jest jedng z cieciw okregu opisanego na tym osmiokacie. Kat a jest
katem miedzy styczng do okregu w punkcie A, a cieciwg AB wychodzaca z punktu stycznosci.
Z twierdzenia o mierze kata miedzy styczng a cieciwg wynika, ze miara kata « jest rowna
mierze kata wpisanego opartego na boku AB rozwazanego o$miokata foremnego. Poniewaz

ten kat wpisany ma miare réwng potowie miary kata srodkowego opartego na boku AB

- . . . . 1
o$miokata foremnego, wiec miara kata a jest réowna 578

Zadanie 40. (0-1)

360°

= 22,5°.

Wymagania ogéine

Wymagania szczegétowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

1) Stosowanie obiektéw matematycznych

i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

IV. Rozumowanie i argumentacja.

3) Dobieranie argumentéw do uzasadnienia
poprawnosci rozwigzywania probleméw,
tworzenie ciggu argumentéw, gwarantujgcych
poprawnosé rozwigzania i skuteczno$¢

w poszukiwaniu rozwigzan zagadnienia.

Uczen:

VIII.2) rozpoznaje tréjkaty ostrokatne,
prostokatne i rozwartokgtne przy danych
dtugosciach [...].

VII1.3) rozpoznaje wielokaty foremne

i korzysta z ich podstawowych wiasnosci.
VI1.6) oblicza katy tréjkata i dtugosci jego
bokow przy odpowiednich danych
(rozwigzuje trojkaty).

Zasady oceniania

1 pkt — poprawne wskazanie dwéch odpowiedzi.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
PP

CENTRALNA
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Zasady oceniania. Planimetria

Komentarz
Poniewaz BC || DG, to katy odpowiadajgce AGD i ACB majg rédwne miary. Zatem
|£AGD| = |4ACB| = 45°.

Poniewaz kwadrat DEFG ma pole rowne 1, wiec kazdy z jego bokéw ma dtugosé 1.
Poniewaz trojkat GFC jest prostokatny, rwnoramienny, o przyprostokgtnych dtugosci 1, to

|GC| = /2.
Niech |EB| = x. Wéwczas |BC| = 2 + x. Poniewaz |AC| = |BC]|, to
|AG| = |AC| — |GC| = 2 + x — V2. Stad |AG| — |EB| = 2 — /2.

Zadanie 41. (0-2)

Wymagania ogolne Wymagania szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. VIII.1) wyznacza promienie i srednice
1. Stosowanie obiektéw matematycznych okregow, diugosci cieciw okregow oraz
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ odcinkéw stycznych, w tym
matematycznych. z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa,;
2. Dobieranie i tworzenie modeli VII1.2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne,
matematycznych przy rozwigzywaniu prostokatne i rozwartokatne [...];
problemdw praktycznych i teoretycznych. VII1.7) stosuje twierdzenia: Talesa [...].

Zasady oceniania
Dla rozwigzania sposobem I:
2 pkt — zastosowanie poprawnej metody obliczenia dlugosci odcinka TU oraz podanie

poprawnego wyniku: |TU| = g :
1 pkt — zastosowanie twierdzenia Pitagorasa do tréjkgta STR, np. 12 + |TR|? = 4?2
ALBO
ruj _ 1
TR| — 4
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode lub brak rozwigzania.

zastosowanie twierdzenia Talesa do odcinkéw TU, TR, SQ, SR, np.

Dla rozwigzania sposobem II:
2 pkt — zastosowanie poprawnej metody obliczenia dtugosci odcinka TU oraz podanie

poprawnego wyniku: |TU| = g .

1 pkt — zastosowanie twierdzenia o stycznej i siecznej, np. 53 = |TR|?

ALBO
zapisanie rownania wynikajgcego z proporcjonalnosci dtugosci bokéw TR, SR, UR,
QR trojkatow podobnych TSR i UQR, np. % = %

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode lub brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob |

1PQl_ 2
QR 3
Stosujac teraz twierdzenie Pitagorasa do trojkgta STR, otrzymujemy kolejno

Z warunku wynika, ze |QR| = 3, wiec |SR| =1|SQ|+ |QR| =1+ 3 =4.

|ST|? + |TR|? = |SR|?
12 + |TR|? = 42

ITR|?> = 15
|ITR| = V15
Poniewaz ST || QU, wiec stosujemy twierdzenie Talesa i obliczamy |TU|:
U] 1s0|
ITR|  ISR|
ITU|l 1
V15 4
TU| = V15
4
Sposob 1l
Poniewaz llg—gi =% i promien okregu jest rowny 1, wiec: |PQ| = 2, |QR| = 3, |PR| = 5,

|SR| = 4. Stosujemy twierdzenie o stycznej i siecznej i obliczamy |TR|:

|PRI - |QR| = |TR|?

5-3 = |TR|?
ITR| = V15

Tréjkat TSR jest podobny do trojkata UQR, poniewaz odcinki TS i UQ sa réwnolegte,
a kat przy wierzchotku R jest wspdlny. Z podobienstwa tych tréjkgtow wynika
proporcjonalnos¢ dtugosci odpowiednich bokow tych trojkatow:

ITR] _ |UR]
ISR|  |QR]
Vi5 _|UR|
4 3
|UR|—3V15
4
Zatem
3v15 /15
|TU| = |TR| — |[UR| = V15 ——— = ——
4 4
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Zasady oceniania. Planimetria

Zadanie 42. (0-3)

Wymaganie ogélne Wymagania szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. VIII.1) wyznacza promienie i srednice
1. Stosowanie obiektow matematycznych okregéw, dlugosci cieciw okregow oraz
| operowanie nimi, interpretowanie pojec odcinkow stycznych, w tym
matematycznych. z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

VIII.2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne,
prostokatne i rozwartokatne [...];

VII11.6) stosuje wzory na pole wycinka kofa
i dtugosc tuku okregu.

Zasady oceniania

3 pkt — obliczenie stosunku pola kwadratu do pola wycinka kotowego: %

2 pkt — wyznaczenie zaleznosci miedzy promieniem okregu 7 i dtugoscig boku kwadratu
ABCD, np. r = xV5

1 pkt — wyznaczenie dtugosci odcinka AS lub dtugosci odcinka BS w zaleznosci od

dtugosci x boku kwadratu ABCD: |AS| = x (lub |BS| = 2x)
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode lub brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Niech r oznacza promien kota i oznaczmy przez x

dtugosé boku kwadratu. L
Poniewaz trojkgt SAD jest prostokatny D c
i rownoramienny, wiec |AS| = |AD| = x. Stad 7
S
|BS| = |AB| + |AS| = 2x 4o X
Prowadzimy promieA SC iotrzymujemy tréjkat S A B

prostokatny SBC, do ktérego stosujemy
twierdzenie Pitagorasa i otrzymujemy:

|BC|? + |BS|*> = |CS|?

x2+ (2x)2 =1r?

5x% =r?

r=xV5
Wyznaczamy pole Pgg; wycinka kolowego KSL w zaleznosci od x:

45° 1 1 2 5
Pyst, = @'Trrz = gT[T'Z = gﬂ(x\/g) = §T[x2

Obliczamy stosunek pola kwadratu do pola wycinka kotowego KSL:
x? 8

%nxz - 5m
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Zadanie 43. (0-4)

Wymagania ogélne Wymagania szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. VI1.6) oblicza katy tréjkata i dtugosci jego
1. Stosowanie obiektéw matematycznych bokéw przy odpowiednich danych [...].
| operowanie nimi, interpretowanie pojec VIII.4) korzysta z wiasnosci kgtow
matematycznych. i przekatnych w prostokatach,
IV. Rozumowanie i argumentacja. rownolegtobokach, rombach i trapezach.
2. Dostrzeganie regularnosci, podobienstw | VIII.9) wykorzystuje zaleznosci miedzy
oraz analogii, formutowanie wnioskéw na obwodami oraz miedzy polami figur
ich podstawie i uzasadnianie ich podobnych.
poprawnosci.
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy
rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach
nietypowych.

Zasady oceniania
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody obliczenia pola trapezu DCFG i zapisanie
poprawnego wyniku: P = 24—7\/§

3 pkt — obliczenie dtugosci podstawy FG trapezu DCFG: |FG| = 3 oraz jego wysokos$ci

_ 33
h==-

ALBO

obliczenie skali podobienstwa trapezéw: k =

N~ N =

2 pkt — obliczenie skali podobienstwa trapezéw: k =
ALBO
obliczenie pola trapezu ABCD: 27+/3

1 pkt — obliczenie dtugosci podstaw trapezu ABCD: |AB| =12, |CD| = 6 oraz jego
wysokoséci H = 33

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode lub brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Sposoéb |

Opuszczamy z wierzchotka D wysokos¢ DE
trapezu ABCD. Korzystamy z wtasnosci tréjkata

o katach 30°, 60°, 90° i otrzymujemy: |AB| = 12,
|BD| = 6v/3.

Korzystamy z wtasnosci trojkata o kgtach 30°, 60°,
90° iotrzymujemy: |AE| =3, |DE| = 3+/3.

Obliczamy dtugos¢ gornej podstawy trapezu
ABCD:

ICD| = |AB|—2-|AE| =12-2-3=6
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Zasady oceniania. Planimetria

Trapezy CDFG i ABCD sa podobne, wiec skala k podobienstwa jest rowna stosunkowi
dtugosci dolnych podstaw tych trapezow:
I = |DC| 6 1
"~ |AB] 12 2
Korzystajgc z podobiehAstwa obu trapezéw, obliczamy dtugos¢ gérnej podstawy trapezu
DCFG oraz wysoko$¢ h tego trapezu:

1
|GF| ==-|DC| = 3 6=3

Obliczamy pole Ppcrq trapezu DCFG:

ISP B

Sposob Il

Opuszczamy z wierzchotka D wysoko$¢ DE
trapezu ABCD. Korzystamy z wtasnosci trojkata

o katach 30°, 60°, 90° i otrzymujemy |AB| = 12.

Korzystamy z wtasnosci trojkata o katach 30°, 60°,
90° iotrzymujemy: |AE| = 3, |DE| = 3+/3.

Obliczamy dtugo$¢ gérnej podstawy trapezu
ABCD:

ICD| = |AB| —2-|AE| =12-2-3=6

Trapezy CDFG i ABCD sa podobne, wiec skala k podobienstwa jest rowna stosunkowi
dtugosci dolnych podstaw tych trapezow:

k_IDCI_ 6 1
" |AB] 12 2

Obliczamy pole Pupcp trapezu ABCD:
1 1
Papcp =E(|AB| + |DC|) - |DE| =5 (12 +6) - 3W3 = 27V3

Korzystamy z twierdzenia o polach figur podobnych i obliczamy pole Ppcr; trapezu DCFG:

Ppcre — 2

Papcp
Ppcre _ (l)z
273 \2

27
Ppcre = T‘/E
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Zadanie 44. (0-2)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Uczen:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze VIII.12) przeprowadza dowody
kilkuetapowych, podawanie argumentéw geometryczne.
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odroéznianie dowodu od przyktadu.

Zasady oceniania
2 pkt — spemienie kryterium za 1 pkt zasad oceniania oraz wyznaczenie poprawnego

2
< . Pz _ b —C2
stosunku pol trapezow: P m
1 pkt — wyznaczenie pola P; trapezuopodstawach aib (lub pola P, trapezu
V3(a? 3(h%—c2
o podstawach b i ¢): P, = ————- (a l) (ub P, (b V3 =)y

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode lub brak rozwigzania.

Przykladowe pelne rozwigzania

Sposob |

Oznaczmy pole trapezu o podstawach a i b
jako P; oraz pole trapezu o podstawach b

i ¢ jako P, (zobacz rysunki obok).

Pole P, mozemy zinterpretowac jako roznice
pdl trojkatéw réwnobocznych o bokach a i b:

p V3 b3 _ (a®—bHV3
17 4 4 4

Analogicznie pole P, mozemy zinterpretowac

jako réznice pol trojkatéw réwnobocznych AN
o bokach b i c: // \
\
/
_ bz\/§ CZ\/§ B (bz _ CZ)\/§ // \\\
27 4 4 = 4 / \
/
Zatem stosunek pol bedzie rowny /
/ b
b* — c?)V/3 /
2 _ 4 _ / c
P, (a?-p)V3 a2-p»*  TTTTTTTT
4
To nalezato pokazac.
CENTRALNA
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Zasady oceniania. Planimetria

Sposob Il

Dwie proste rownolegte do jednego z bokow
trojkata wyznaczajg trojkat réwnoboczny

o boku dtugosci b oraz trojkgt rownoboczny
0 boku dtugoéci c.

Mozemy zatem stwierdzi¢, ze ramiona
otrzymanych trapezéw majg dtugosci
odpowiednio (a — b) oraz (b — ¢).
Prowadzimy wysoko$¢ h; w trapezie

0 podstawach a i b oraz wysokos¢ h,

w trapezie o podstawach b i c.

Korzystajgc z wtasnosci trojkata o katach

30°, 60°, 90°, wyznaczamy wysokosci obu
trapezow:

(a—b)V3
h=—5—
(b —c)V3
he=—5—

Niech P; oznacza pole trapezu o podstawach a i b, natomiast P, — pole trapezu
o podstawach b i c. Woéwczas

1 —b)V3 (a®>—bH)V3
P1=§(a+b)'(a 2) _(a 4)
1 (b—c)W3 (b?—c*)V3

Wyznaczamy stosunek pdl trapezow:

P, 7 b* — c?
Pl (az -_ bz)\/§ B a2 - bz
4

To nalezato pokazac.
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IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej

Zadanie 45. (0-1)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Uczen:
3. Dobieranie argumentoéw do uzasadnienia | IX.1) rozpoznaje wzajemne potozenie
poprawnosci rozwigzywania probleméw, prostych na ptaszczyznie [...].

tworzenie ciggu argumentow,
gwarantujgcych poprawnosc¢ rozwigzania
I skutecznos¢ w poszukiwaniu rozwigzan
zagadnienia.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B3

Zadanie 46.1. (0-2)

Wymaganie ogdéine Wymagania szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Uczeh:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze IX.3) oblicza odlegtos¢ dwdch punktow
kilkuetapowych, podawanie argumentéw w ukfadzie wspotrzednych.
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania, | VIII.2) [...] stosuje twierdzenie odwrotne do
odréznianie dowodu od przyktadu. twierdzenia Pitagorasa.

Zasady oceniania

2 pkt — obliczenie dtugosci bokéw tréjkata ABC i sprawdzenie prawdziwosci rownosci
|AB|? + |AC|? = |BC|?

1 pkt — obliczenie diugosci bokéw tréjkata ABC: |AB| = /225, |BC| = /250, |AC| = V25

0 pkt —rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Obliczamy dtugosci bokéw trojkata ABC:

B = \/(—6 ~ (-15))" + (4 - (-8))" = /92 + 122 = VBT + 144 = V225

1BC| = \/(—19 —(=6))" + (=5 - 4)% = \/(-13)% + (-9)? = V169 + 81 = V250

|AC| = J(—19 ~(-15))" + (-5 - (-8)) = /(42 +32 = V16 + 9 = V25
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Zasady oceniania. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej

Zauwazamy, ze

AB|2 + |AC|2 = (V225) + (V25)" = 225 + 25 = 250 = |BC|?

Zatem, na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa, trojkat ABC jest
prostokatny. To nalezato pokazaé.

Zadanie 46.2. (0-3)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. IX.2) postuguje sie rownaniami prostych na
1. Stosowanie obiektow matematycznych ptaszczyznie, [...], w tym wyznacza
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ réwnanie prostej o zadanych wlasnosciach
matematycznych. [...]

Zasady oceniania
3 pkt — obliczenie wspotrzednych wierzchotka D: D = (—28,—17)

2 pkt — wyznaczenie rownania prostej AD (lub DC),np. y = %x + %
( 4 4 61)
y=3%73
ALBO

zapisanie wspotrzednych srodka S za pomocg wspotrzednych wierzchotkow B i D:
Xp — 6 +4
5= ( D ,yD )
2 2
1 pkt — obliczenie wspotczynnika kierunkowego prostej AB (lub BC): ayp = % (agc = %)
ALBO

obliczenie wspotrzednych srodka S przekatnej AC: S = (—17,—%)

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposoéb |
Wierzchotek D réwnolegtoboku ABCD jest punktem przeciecia prostych AD i CD.
Obliczamy wspoétczynniki kierunkowe prostych AB i BC:
yp—ya_ 4-(=8) 12 4

B = % —6-(-15) 9 3

YC_YB_ _5_4‘ _9_9

B = S — x5 —19-(—=6) —13 13
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Poniewaz AD || BC, wiec proste AD i BC majg réowne wartosci wspoétczynnikow

kierunkowych, tj. ayp = agc = % . Wyznaczamy réwnanie prostej AD:

=2 tb
Y =13”%

9
—8=r3(~15) +b

31 )
13
. . 9 31
Zatem prosta AD ma réwnanie y = 13Xt 13-

Poniewaz DC || AB, wiec proste DC i AB majg réwne wartosci wspoétczynnikow

kierunkowych, tj. apc = a4 = % . Wyznaczamy réwnanie prostej DC:

y—§x+

4
~5=5(-19+b

Zatem prosta DC ma réwnanie y = %x + % :

Obliczamy wspoétrzedne punktu przeciecia prostych AD i DC:

_9 .3
< Y =134 T 13
_4 6l
y=3XT3
(4, 61_9 31
13T T3N3 /
4 6l
V=3 3
52x + 793 = 27x + 93
{ 4 6l
y=3%T3
25x = —700
T4 6l
y=3*7T73

Wierzchotek D ma wspotrzedne: D = (—28,—17).
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Sposdb |l
W réwnolegtoboku ABCD przekatne dzielg sie na potowy, a punkt S przeciecia sie
przekatnych jest srodkiem symetrii tego rownolegtoboku. Obliczamy wspétrzedne srodka S

przekatnej AC:
G (—15 —19 -8-— 5) _ (—34 —13) _ ( 17 —13)
B 2 2 “\27"2 ) )

Poniewaz punkt S jest srodkiem symetrii réwnolegtoboku, jest wiec srodkiem przekatnej
BD tego rownolegtoboku. Obliczymy stgd wspétrzedne punktu D:
Oznaczmy wspétrzedne punktu D = (xp,yp), wtedy

Xp — 6 yD+4)_( —13)
( 2 2 )=\
ypt+4 _ -13

= —17 oraz = —.
2 2 2

Xp—6

Stad mamy:

Obliczamy xp, oraz yp:
Xp —6 = —34, czyli xp = —28
yp +4 =—13, czyliyp, = —17
Zatem punkt D ma wspétrzedne: D = (—28,—17).

Zadanie 46.3. (0-1)

Wymaganie ogoéine Wymaganie szczegoétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczeh:
reprezentacji. VII1.10) wskazuje podstawowe punkty
1. Stosowanie obiektow matematycznych szczegolne w trojkacie [...] oraz korzysta
i operowanie nimi, interpretowanie pojec Z ich wiasnosci.
matematycznych.

Zasady oceniania
1 pkt — rozwigzanie poprawne.
0 pkt — rozwigzanie niepoprawne albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Punkt S przeciecia srodkowych tréjkata ABC ma wspétrzedne: S = (—43—0 ,—3).

Punkt przeciecia srodkowych tréjkata to srodek ciezkosci trojkata. Korzystamy z Wybranych
wzoréw matematycznych i obliczamy wspoétrzedne srodka ciezkosci S tréjkata ABC:

S_(xA+xB+xC yA+yB+yC)_<—15—6—19 —8+4—5>_< 40 3)
B 3 ’ 3 B 3 ’ 3 -\ 3’
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Zadanie 47. (0-1)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. IX.4) postuguje sie rownaniem okregu [...].

1. Stosowanie obiektow matematycznych
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Zasady oceniania
1 pkt — rozwigzanie poprawne.
0 pkt — rozwigzanie niepoprawne albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Okrag O iprosta k majg dwa punkty wspélne tylko wtedy, gdy m € (—v/2,v/2).

Z réwnania okregu odczytujemy wspétrzedne srodka S okregu i promien r okregu:
S=(0,0),r=v2.

Prosta o réwnaniu y = m jest rownolegta do osi Ox uktadu wspotrzednych i przecina 0$
Oy w punkcie (0,m). Prosta k ma dwa punkty wspolne z okregiem tylko wowczas, gdy

m € (—V2,v2).

Zadanie 48. (0-4)

Wymaganie ogéine Wymagania szczegoétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczeh:
reprezentacji. IX.3) oblicza odlegto$¢ dwdch punktow
2. Dobieranie i tworzenie modeli w uktadzie wspoétrzednych;
matematycznych przy rozwigzywaniu IX.5) oblicza odlegto$¢ punktu od proste;.
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania

4 pkt — obliczenie pola P trojkgta: P = 10

3 pkt — obliczenie dtugosci odcinka AB: |AB| = 210 oraz obliczenie odlegtosci
wierzchotka C od prostej AB: d =+/10
ALBO
zapisanie pola trojkata z wykorzystaniem wzoru z Wybranych wzoréw

matematycznych: Passc =51(2 = 0)(7 — 6) — (0 — 6)(3 — 0)
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Zasady oceniania. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej

2 pkt — obliczenie dtugosci odcinka AB: |AB| = 2v10
ALBO
obliczenie odlegtosci d wierzchotka C od prostej ABi obliczenie wspétrzednych

wierzchotkow A i B: d =+v10,4=(0,6), B =(2,0)
ALBO
obliczenie wspotrzednych wierzchotkow A i B: A = (0,6), B = (2,0) oraz
zapisanie wzoru na pole trojkata z Wybranych wzoréw matematycznych:
1
Pprapc = P |(xB —x) e —ya) — (v — J/A)((xc - xA))l

1 pkt — obliczenie wspétrzednych punktow A i B: A= (06), B = (2,0)
ALBO

obliczenie odlegtosci d punktu C od prostej AB: d = v10.
0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykladowe pelne rozwigzania

Sposoéb |

Wierzchotek A lezy na osi Oy, wiec jego pierwsza wspotrzedna jest rowna 0.
Obliczamy drugg wspotrzedng wierzchotka A:

y==-3x+6i x=0
y=-3-0+6

czyli A =(0,6).
Wierzchotek B lezy na osi Ox, wiec jego druga wspétrzedna jest rowna 0.
Obliczamy pierwszg wspotrzedng wierzchotka B:

y==-3x+6iy=0
0=-3x+6
x =2
Zatem B = (2,0).
Obliczamy dtugos$¢ odcinka AB:
|AB] = /(2= 0)2 + (0 — 6)2 = V4 + 36 = V40 = 210

Przeksztatcamy réwnanie prostej AB do postaci ogélnej: 3x +y — 6 = 0.
Obliczamy odlegto$¢ wierzchotka C = (3,7) od prostej AB:

_13:3+1-7-6| 10|
NS TN

Obliczona odlegtos¢ d jest wysokoscig trojkgta ABC opuszczong z wierzchotka C na
podstawe AB.

d V10

Obliczamy pole trojkgta ABC:
P ==-2V10-V10 = 10
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Sposob i
Wierzchotek A lezy na osi Oy, wiec jego pierwsza wspotrzedna jest rowna 0.
Obliczamy drugg wspotrzedng wierzchotka A:

y=-3x+6i x=0
y=-3-0+6

czyli A =(0,6).
Wierzchotek B lezy na osi Ox, wiec jego druga wspétrzedna jest rowna 0.
Obliczamy pierwszg wspotrzedng wierzchotka B:

y=-3x+6i y=0
0=-3x+6
x =2
Zatem B = (2,0).
Pole tréjkata ABC obliczymy korzystajac z wzoru z Wybranych wzoréw matematycznych:
Prape = %|(x3 — X)) Ve —Ya) — U — }’A)((xc - xA))|
Obliczamy pole trojkgta ABC:
Pyapc = %I(Z —0(7—-6)-(0-6)(3-0)]= % 12 = (=18)| = 10.

Rysunek ilustracyjny do zadania.

A
\y
6.
5]
4 |
3]
2]
1
| | 1 1 | >
| | | | | | | v
~7-6-5-4-3-2-10 X
-1
21
—31
—4
—51
6|
—71
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Zadanie 49. (0-4)

Wymaganie ogdéine Wymagania szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Uczen:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy IX.3) oblicza odlegtos¢ dwdch punktow
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | w uktadzie wspotrzednych;
nietypowych. IX.4) postuguje sie rownaniem okregu [...].

Zasady oceniania

4 pkt — obliczenie promienia r okregu: r = 5+/5.

3 pkt — obliczenie wspotrzednych $rodka S okregu: S = (3, 14).

2 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadomg wynikajgcego z rownosci dlugosci odcinkéw
AS oraz BS, np.

J(xs ~(-8))" + (xs +2-12)2 = J(xs —(=2))" + (4x5 + 2 — 4)?
ALBO
obliczenie wspétrzednych srodka D cieciwy AB oraz obliczenie wspoétczynnika

kierunkowego a, prostej prostopadtej do AB: D = (-5,8), a, =%

1 pkt — zapisanie wspoirzednych srodka S okregu w zaleznosci od jednej zmiennej, np.
S = (XS,4‘XS + 2)

ALBO

obliczenie wspotrzednych srodka D cieciwy AB: D = (-5, 8),

ALBO

obliczenie wspétczynnika kierunkowego a, prostej przechodzacej przez punkty A i B:
4

a1 = — §

0 pkt —rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Niech xg bedzie pierwszg wspotrzedng srodka S okregu 0.
Poniewaz S lezy na prostej k, wiec S = (x5, 4xs + 2).

Punkty A oraz B lezg na okregu, wiec |AS| = |BS|. Stad otrzymujemy kolejno:

J(xs —(-8))" + (4xg + 2 —12)% = J(xs — (=) + (4x + 2 — 4)?

V(s +8)2 + (4xg — 10)2 = /(x5 + 2)2 + (4xg — 2)2 /()2
(xg +8)? + (4xg — 10)% = (x5 + 2)? + (4x5 — 2)?
x% + 16x5 + 64 + 16x2 — 80xg + 100 = x2 + 4x5 + 4 + 16x2 — 16xg + 4
—52x5 = —156
xXs =3

Zatem 4xs+2=4-34+2=14 i S = (3,14).
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Promien r okregu O jest réwny odlegtosci punktu A od srodka S okregu, wiec

r=|A4S| = J(s — (—8))2 + (14 — 12)2 = /112 + 22 = V125 = 5V5

Sposob Il

Srodek S okregu O jest punktem przeciecia prostej k z symetralng cieciwy AB.
W celu wyznaczenia réwnania symetralnej cieciwy AB nalezy:

e obliczy¢ wspotrzedne srodka D cieciwy AB

e obliczy¢ wspotczynnik kierunkowy prostej zawierajgcej AB

e obliczy¢ wspotczynnik kierunkowy prostej, ktéra jest prostopadta do AB

e wyznaczy¢ rownanie prostej prostopadtej do AB i przechodzacej przez punkt D.

Obliczamy wspotrzedne srodka D cieciwy AB:

- 2 2 - 2 2

)= (58

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy a; prostej zawierajgcej cieciwe AB:

Yp—Ya _ 4—12 8 4

M —x, —2-(-8) 6 3
Obliczamy wspotczynnik kierunkowy a, prostej prostopadtej do AB:

al‘a2=—1

EIE

a2=Z

Wyznaczamy réwnanie symetralnej cieciwy AB (1. prostej, ktdra przechodzi przez srodek
cieciwy AB ijest prostopadta do AB):

y=a,x+b
8—3 5+b
=7 (=5

47
=

b

Zatem symetralna cieciwy AB ma réwnanie y = %x + % .
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Obliczamy wspotrzedne punktu przeciecia prostych o rownaniach y = %x + %
iy =4x+2:

3 +47
Y=ty
y=4x+ 2
4 +2—3 +47 4
X —4x 2 /
y=4x + 2
16x + 8 = 3x + 47
y=4x + 2
(x =3
y=4-3+2

Srodek S okregu O ma wspétrzedne S = (3,14).

Promien r okregu O jest réwny odlegtosci punktu A od srodka S okregu, wiec

r=|AS| = \/(3 —(-8))" + (14 -12)? = /112 + 22 = V125 = 55

Zadanie 50. (0-3)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. IX.6) znajduje punkty wspdlne [...] prostej
1. Stosowanie obiektow matematycznych i paraboli bedgcej wykresem funkgji
i operowanie nimi, interpretowanie pojec kwadratowe;j.
matematycznych.

Zasady oceniania

3 pkt — obliczenie wspotrzednych punktéw przeciecia wykresow funkcji f oraz g: (1,4)
oraz (2,3)
ALBO
narysowanie wykreséw funkcji f oraz g, odczytanie i zapisanie wspoétrzednych
punktow przecigcia wykresow tych funkcji oraz sprawdzenie rachunkiem, ze punkty
0 odczytanych wspétrzednych nalezg jednoczesnie do wykresow kazdej z funkciji.

2 pkt — rozwigzanie réwnania kwadratowego —x + 5 = —x% + 2x + 3: x; = 1 oraz

narysowanie wykreséw funkcji f oraz g oraz odczytanie i zapisanie wspotrzednych
punktéw przeciecia wykreséw tych funkciji.
1 pkt — zapisanie rownania kwadratowego —x + 5 = —x% + 2x + 3
ALBO
narysowanie wykresu funkcji kwadratowej f lub wykresu funkcji liniowej g.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania
Rysunek ilustracyjny od zadania.

Sposob |
Rozwigzujemy uktad réwnan:

{y=—x2+2x+3
y=—-x+5

Po podstawieniu do pierwszego z powyzszych réwnan w miejsce y wyrazenia —x + 5
otrzymujemy réwnanie z jedng niewiadoma:

—x+5=—x%+2x+3
Przeksztatcamy to réwnanie réwnowaznie do postaci ax? + bx + ¢ = 0 i rozwigzujemy:
x2—3x+2=0
A=(-3)>-4-1-2=9-8=1
x1=1 lub x, =2

Obliczamy wartos$ci drugich wspétrzednych punktow wspdlnych paraboli i proste;.
Dla x; = 1 otrzymujemy y; = =1+ 5 = 4.
Dla x, = 2 otrzymujemy y, = —2+5 = 3.

Wykresy funkgji przecinajg sie w punktach (1,4) oraz (2, 3).
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Sposob Il
Przeksztatcamy wzor funkcji kwadratowej f(x) = —x? + 2x + 3 do postaci kanonicznej:

fx)=—x*4+2x+3=—x*+2x—1+4=—-(x*-2x+1D+4=—-(x—-1)*+4
Odczytujemy wspotrzedne wierzchotka W paraboli, ktéra jest wykresem funkcji f:
W = (1, 4). Rysujemy wykres funkcji f.
Poniewaz wspdtczynnik przy x? we wzorze funkcji f jest ujemny (a < 0), wiec parabola

ma ramiona skierowane ku dotowi.

Rysujemy prosta, ktdra jest wykresem funkcji g oraz parabole, ktéra jest wykresem funkcji f.

Na podstawie sporzgdzonych wykreséw funkcji odczytujemy wspétrzedne punktéw
przecigcia: (1,4) oraz (2, 3).

Sprawdzamy rachunkowo, czy punkty o odczytanych wspotrzednych nalezg do wykreséw
obu funkcji:

f)=-1-1)2+4=4
g)=—-1+5=4
Punkt (1,4) nalezy do wykresow funkcji f i g.
fQ=-2-1)?%+4=3
g1)=-2+5=3
Punkt (2,3) nalezy do wykreséw funkcji f i g.
Wykresy funkgji przecinajg sie w punktach (1,4) oraz (2, 3).
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X. Stereometria

Zadanie 51. (0-2)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. X.5) okresla, jaka figurg jest dany przekroj
1. Stosowanie obiektow matematycznych prostopadtoscianu ptaszczyzna.
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Zasady oceniania

2
2 pkt — obliczenie pola trojkata DES: Py = 2 £/61_1
3 3
1 pkt — wyznaczenie bokow tréjkgta DES: %, %, %

0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna, albo brak odpowiedzi.

Przykladowe pelne rozwigzanie
Trojkat ECD jest rownoboczny, poniewaz jest rownoramienny i kgt przy wierzchotku € ma

miare 60°. Zatem |DE| = %a.

Odcinki SE i SD sg wysokosciami $cian bocznych, zatem |SE| = |SD| = a—\/?.

2
3 3
Trojkat DES ma wowczas boki diugosci: % a‘TF a‘TF

Do obliczenia jego pola potrzebujemy wielko$ci p — potowy jego obwodu:

1 (a a\/§+a\/§> _a(1+2V3)

2+2 2

P=3 4

2

Py = ja(l +42\/§) (a(l +42\/§) ~ g) <a(1 +42\/§) B a;/§>

a(l1+2v3) a(2v3-1) ,ay2
Pfj(l ) a2G-1) (@

a?V11
Pa=—T¢
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Zadanie 52. (0-2)

Wymaganie ogdéine Wymagania szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. X.5) okresla, jaka figurg jest dany przekroj
1. Stosowanie obiektow matematycznych prostopadioscianu ptaszczyzng;
| operowanie nimi, interpretowanie pojec VIII.4) korzysta z wiasnosci kgtow
matematycznych. i przekatnych w prostokatach,
rownolegtobokach, rombach i trapezach.

Zasady oceniania
a?(3+V3)
2
1 pkt — zapisanie, ze pole powierzchni ostrostupa ABDE jest rowne sumie pdl trzech
tréjkatdéw prostokatnych oraz pola trojkgta rownobocznego.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

2 pkt — obliczenie pola powierzchni ostrostupa ABDE: P =

Przyktadowe petne rozwigzanie

Pole ostrostupa ABDE jest rowne sumie pdl trzech przystajgcych trojkatow
réwnoramiennych prostokgtnych (ABD, ABE i ADE) oraz tréjkgta rownobocznego BDE

Trojkat prostokatny stanowi potowe Sciany szescianu , zatem jego pole to %az. Bok tréjkata

réwnobocznego jest przekatng sciany bocznej szescianu, zatem ma dtugosc¢ av?2. Jego pole

a’yV3
to .
2
Obliczamy pole powierzchni ostrostupa ABDE, dodajgc pola trzech tréjkatéw prostokatnych

i pole tréjkata rownobocznego:

1 +a2\/§: a?(3 +3)

P=3.--qa?
24 T 2
Zadanie 53. (0-2)
Wymaganie ogoélne Wymagania szczegoétowe

Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. X.6) oblicza objetosci i pola powierzchni
1. Stosowanie obiektow matematycznych graniastostupéw, ostrostupow [...] rowniez
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych
matematycznych. twierdzen;

VIII.4) korzysta z wiasno$ci katow

i przekatnych w prostokatach,

réwnolegtobokach, rombach i trapezach.
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Zasady oceniania

2 pkt — poprawne wskazanie trzech odpowiedzi.
1 pkt — poprawne wskazanie dwéch odpowiedzi.
0 pkt — poprawne wskazanie jednej odpowiedzi lub odpowiedz niepoprawna, albo brak

odpowiedzi.

Rozwigzanie
1.P
2.F
3.P

Zadanie 54. (0-1)

Wymaganie ogdéine

Wymagania szczegétowe

lll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Uczen

X.6) oblicza objetosci i pola powierzchni
graniastostupow, ostrostupéw [...] réwniez
z wykorzystaniem trygonometrii

i poznanych twierdzen;

X.7) wykorzystuje zaleznos¢ miedzy
objetosciami bryt podobnych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
A

Zadanie 55. (0-1)

Wymaganie ogéine

Wymagania szczegétowe

lll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Uczen

X.6) oblicza objetosci i pola powierzchni
graniastostupdw, ostrostupéw [...] rowniez
z wykorzystaniem trygonometrii

i poznanych twierdzen;

X.7) wykorzystuje zaleznos¢ miedzy
objetosciami bryt podobnych.

Zasady oceniania

1 pkt — poprawne wskazanie dwéch odpowiedzi.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna, albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
FP

CENTRALNA
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XI. Kombinatoryka

Zadanie 56. (0-1)

Wymaganie ogodlne

Wymaganie szczegétowe

IIl. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2. Dobieranie i tworzenie model
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Uczen:
X1.2) zlicza obiekty, stosujgc reguty
mnozenia i dodawania [...].

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
B

Zadanie 57. (0-1)

Wymaganie ogdéine

Wymaganie szczegétowe

I1l. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentaciji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Uczenh:
XI.1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach
kombinatorycznych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiagzanie
C

Zadanie 58. (0-1)

Wymaganie ogdéine

Wymaganie szczegétowe

lll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Uczen:
X1.2) zlicza obiekty, stosujgc reguty
mnozenia i dodawania [...].

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
A
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Zadanie 59. (0-1)

Wymaganie ogdéine

Wymaganie szczegoétowe

IIl. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentaciji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Uczeh:
XI.2) zlicza obiekty, stosujgc reguty
mnozenia i dodawania [...].

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
A

Zadanie 60. (0-2)

Wymagania ogéine

Wymagania szczegétowe

II. Wykorzystanie i tworzenie informacji.
1. Interpretowanie i operowanie
informacjami przedstawionymi w tekscie,
zarowno matematycznym, jak i
popularnonaukowym, a takze w formie
wykresow, diagramoéw, tabel.

Ill. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentaciji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Uczeh:

XI.1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach
kombinatorycznych;

Xl.2) zlicza obiekty, stosujgc reguty
mnozenia i dodawania [...].

Zasady oceniania

2 pkt — poprawne uzupetnienie wszystkich komérek tabeli.
1 pkt — poprawne uzupetnienie dwéch komérek tabeli.
0 pkt — poprawne uzupetnienie jednej komérki tabeli lub odpowiedz niepoprawna, albo brak

odpowiedzi.

Petne rozwigzanie

Cechy kul i pojemnikéw

Liczba wszystkich ré6znych rozmieszczen
kul w pojemnikach

nierozréznialne

Kule rozréznialne, pojemniki rozréznialne E
Kule rozréznialne, pojemniki nierozréznialne C
Kule nierozréznialne, pojemniki rozréznialne A
Kule nierozréznialne, pojemniki D

CENTRALNA
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XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

Zadanie 61. (0-1)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczeh:
reprezentacji. XII.3) oblicza srednig arytmetyczng i Srednig
1. Stosowanie obiektow matematycznych wazong, znajduje mediane i dominante.
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna, albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
B

Zadanie 62. (0-1)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczeh:
reprezentacji. XII.3) oblicza srednig arytmetyczng i Srednig
2. Dobieranie i tworzenie modeli wazong, znajduje mediane i dominante.
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B

Zadanie 63. (0-1)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. XIlI.1) oblicza prawdopodobienstwo
2. Dobieranie i tworzenie modeli w modelu klasycznym.
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna, albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
A
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Zadanie 64. (0-1)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczen:
reprezentacji. XI1.1) oblicza prawdopodobiehAstwo
2. Dobieranie i tworzenie modeli w modelu klasycznym.
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna, albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
D

Zadanie 65. (0-1)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Uczeh:
reprezentacji. XII.1) oblicza prawdopodobienstwo
2. Dobieranie i tworzenie modeli w modelu klasycznym.
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania
1 pkt — poprawne wskazanie dwéch odpowiedzi.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiagzanie
FF
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XIIl. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy

Zadanie 66. (0-3)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie XIll. Optymalizacja. Uczen:
reprezentacji. rozwigzuje zadania optymalizacyjne
2. Dobieranie i tworzenie modeli w sytuacjach dajgcych sie opisa¢ funkcjg
matematycznych przy rozwigzywaniu kwadratowg.
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania

3 pkt — poprawna metoda obliczenia ceny gry x, przy ktérej przychdd ze sprzedazy gry jest
najwiekszy oraz podanie prawidtowych wynikéw: x = 80 oraz P(80) = 96 000 zt.

2 pkt — poprawne zapisanie wzoru funkcji P przychodu w zaleznosci od ceny x, oraz
prawidtowe obliczenie argumentu x, dla ktérego funkcja przychodu P osigga
warto$é najwieksza: P(x) = —15x2 + 2 400x, x = 80.

1 pkt — zapisanie poprawnego wzoru funkcji P przychodu w zaleznosci od ceny x:
P(x) = —15x2% + 2 400x.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Tygodniowy przychdd ze sprzedazy jest iloczynem ceny x gry oraz popytu f(x) nate gre
przy danej cenie:

P(x) = x - f(x)
Zatem funkcja przychodu P ma wzoér
P(x) = x- (2400 — 15x) = —15x2 + 2 400x

Warto zauwazy¢, ze wykresem funkcji P(x) jest fragment paraboli skierowanej ramionami
do dotu dla x € (0, +). Z wtasnosci funkcji kwadratowej wynika, ze funkcja P osigga
wartos¢ najwiekszg w punkcie odpowiadajgcym wierzchotkowi paraboli.

Obliczamy pierwszg wspétrzedng x wierzchotka paraboli:

Funkcja przychodu P(x) osigga warto$¢ najwiekszg dla argumentu x = 80.
Obliczamy najwigkszy tygodniowy przychdd:

P(80) = —15-80% + 2400 - 80 = 96000 zt
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Zadanie 67. (0-4)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie XIll. Optymalizacja. Uczen:
reprezentacji. rozwigzuje zadania optymalizacyjne
2. Dobieranie i tworzenie modeli w sytuacjach dajgcych sie opisa¢ funkcjg
matematycznych przy rozwigzywaniu kwadratowa.
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania

4 pkt — poprawna metoda obliczenia dtugosci odcinka x, dla ktérego pole czworokata jest
najwigksze oraz podanie prawidtowych wynikéw: x = 4 oraz P(4) = 28

3 pkt — poprawne zapisanie wzoru na pole P czworokata w zaleznos$ci od jednej zmiennej,
wyznaczenie dziedziny D tej funkcji oraz prawidtowe obliczenie argumentu x,
dla ktérego funkcja pola osigga warto$é najwieksza: P(x) = 2x? — 16x + 60,
D =13,6), x =4

2 pkt — zapisanie poprawnego wzoru funkcji P pola w zalezno$ci od zmiennej x:
P(x) = 2x? — 16x + 60

1 pkt — wyznaczenie funkcji P pola czworokata ABCD jako réznicy pola prostokgta PQRS
i sumy pal trojkatow prostokatnych APD, AQB, BRC, CSD

1 1 1 1
P(x) =106 — [Ex(6 = %) +5x(10 = ) + 5 x(6 = x) + 5x(10 - x)]
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
Przyktadowe petne rozwigzanie
Z tresci zadania wynika, ze |AQ| = |BR| = |CS| = |DP| = x oraz |PQ| = |SR| =10

i |PS| = |QR| = 6.
Wiedy |AP| = |CR| =10 —x oraz |BQ| = |DS| = 6 — x.

Wyznaczymy pole czworokgta ABCD jako funkcje zmiennej x.
Pole czworokata ABCD jest réwne roznicy pola prostokata PQRS i sumy pél trojkatow
prostokatnych AQB, BRC, CSD i DPA.

1 1 1 1
P(x) =10-6— Ex(6 —-X) +Ex(10 —X) +§x(6 —X) +§x(10 —X)

Przeksztatcajac dalej wzor funkciji, otrzymujemy
P(x) = 2x? —16x + 60
Wyznaczamy dziedzine D funkcji P, zapisujgc warunki
x=3 i x<6ix<10
Zatem D = [3,6).

Wykresem funkcji P(x) jest fragment paraboli skierowanej ramionami ku gérze. Z wtasnosci
funkcji kwadratowej wynika, ze funkcja P moze osiggng¢ wartos¢ najmniejszg w punkcie
odpowiadajgcym wierzchotkowi paraboli. Obliczamy pierwszg wspoétrzedng wierzchotka
paraboli.

CENTRALNA

KOMISJA Strona 159 z 161
EGZAMINACYJNA



Zasady oceniania. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy

Poniewaz x = (— %) = 4 nalezy do dziedziny funkcji, funkcja P osigga warto$c
najmniejszg dla argumentu x = 4.
Obliczamy najmniejsze pole

P(4)=2-4>-16-4+60 = 28

Zadanie 68. (0-4)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie XIIl. Optymalizacja. Uczen:
reprezentacji. rozwigzuje zadania optymalizacyjne
2.Dobieranie i tworzenie modeli w sytuacjach dajgcych sie opisa¢ funkcjg
matematycznych przy rozwigzywaniu kwadratowa.
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania

4 pkt — obliczenie wymiaréw prostokagta oraz najwiekszego mozliwego pola prostokata:
3
=—,y=2,P=3
X 5 y
3 pkt — wyznaczenie argumentu, dla ktérego funkcji P(x) osigga warto$¢ najwieksza:
3
*=3
2 pkt — zapisanie poprawnego wzoru funkcji P pola w zaleznosci od zmiennej x:

4
P(x) = —§x2 + 4x
1 pkt — wyznaczenie zaleznosci miedzy bokami prostokata, np.

3—x_3

y 4
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie A
Przyjmijmy za x dlugos¢ boku prostokata zawartego
w krotszej przyprostokatnej tréjkata, a za y dtugosé
boku prostokgta zawartego w dtuzszej przyprostokatne;j
tréjkata (zobacz rysunek). x
Boki prostokgta wyznaczajg dwa dodatkowe trojkaty \

3—x

<«

prostokgtne o przyprostokgtnych 3 —x i y oraz x < y 4-y >
i 4-—y.

Wszystkie trzy trojkaty sg podobne, poniewaz ich odpowiednie katy sg rowne.
Korzystajgc z ich podobienstwa, mozemy zapisa¢ proporcje:

3—x 3
y 4
Wynika stad, ze
4
y= 4—§x
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Pole prostokgta mozemy zapisac¢ jako P = x -y, a wykorzystujgc powyzsze podstawienie,
otrzymujemy:

— Y N__%,
P(x) = x-(4—§x> =3 + 4x
Dziedzing funkcji P(x) jest przedziat (0, 3).
Wykresem funkcji P(x) jest fragment paraboli skierowanej ramionami do dotu. Z wtasnosci
funkcji kwadratowej wynika, ze funkcja P moze osiggng¢ wartosé najwiekszg w punkcie
odpowiadajgcym wierzchotkowi paraboli. Obliczamy pierwszg wspotrzedng wierzchotka
paraboli

4
P=""""" &2
2
2+(-3)
Argument ten nalezy do dziedziny funkgcji P(x).
DI _3 =4 13, 2
ax—z mamy y = §E—
Zatem najwieksze pole ma prostokat o wymiarach % i 2 jestonoréwne
p()=22-3
2) 2 77
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