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Stowo wstepne

Rok 2015 staje si¢ rokiem przelomowym dla maturzystow i ich nauczycieli, poniewaz egza-
min maturalny istotnie sie zmienia. Modyfikacja stala sie konieczna, gdyz nastgpily zmia-
ny w podstawie programowej nauczania matematyki. Wtasnie w 2015 roku do egzaminu
maturalnego przystapig po raz pierwszy ci absolwenci szkél ponadgimnazjalnych, ktorzy
przygotowywali sie do tego egzaminu w oparciu o nowag podstawe programowg. Wybor
przedmiotéw realizowanych na poziomie rozszerzonym na poczatku drugiej klasy w istotny
sposéb wplywa na wybory egzaminacyjne. Na te wybory wplywa réwniez zmiana w for-
mule egzaminu maturalnego — zdajacy obowiazkowo przystepuje do jednego egzaminu na
poziomie rozszerzonym. Bardzo dobre recenzje ewolucji, ktéra dokonala sie w strukturze
arkusza egzaminacyjnego na poziomie podstawowym, wskazaty kierunek, ktéry powinno sie
uwzgledni¢ w konstrukcji arkusza na poziomie rozszerzonym.

W Komentarzu do podstawy programowej przedmiotu matematyka autorzy — Zbigniew
Semadeni, Marcin Karpinski, Krystyna Sawicka, Marta Jucewicz, Anna Dubiecka, Wojciech
Guzicki, Edward Tutaj napisali:

,O tym, jaka bedzie wyktadnia podstawy programowej, zadecyduje praktyka na-
uczania i praktyka egzaminéw maturalnych. Po kilku latach funkcjonowania nowej
podstawy programowej, w wyniku wspdidziatania szkoly, komisji egzaminacyjnych
1 uczelni wyzszych, ustali sie pewien poziom interpretowania i realizowania obo-
wiazujacych wymagan.”

Aby zrealizowaé ten zapis, w 2011 roku, przed Centralnym Zespolem Ekspertéw Matema-
tycznych postawiono nowe zadania. Wéréd tych zadan, miedzy innymi, bylo zapropono-
wanie zmian w strukturze egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym
i przedstawienie poziomu interpretowania i realizowania wymagan zapisanych w podstawie
programowej. Przez prawie trzy lata Zespét opracowywal propozycje zmian. Testowane by-
ty rézne koncepcje struktury egzaminu i rézne rodzaje zadan. W wyniku analiz opracowan
wynikéw testowania i wielogodzinnych dyskusji zaproponowano koncepcje egzaminu, ktéra
znalazta odzwierciedlenie w ,Informatorze o egzaminie maturalnym z matematyki od roku
szkolnego 2014/2015”.

Réwnolegle z ksztaltowaniem sie struktury egzaminu, Srodowisko nauczycieli matematyki
na biezaco bylo informowane o efektach pracy Zespotu, w trakcie cyklicznie organizowanych
konferencji dla doradcéw metodycznych i konsultantéw. Podczas pracy nad formutla egzami-
nu powstawalty réwniez materiaty dydaktyczne pomocne w interpretacji oraz realizacji nowej
podstawy programowej. Dobre przyjecie przez uczestnikéw tresci wykladow i materiatow
konferencyjnych zachecito nas do opublikowania ich w zwartej publikacji.

Kolejne roczniki maturzystow, w tym absolwentéw technikéw, beda zdawaly egzamin ma-
turalny w nowej formule. Publikacja, ktéra Panstwu proponujemy, dotyczy gléwnie tych



tresci, ktére w istotny sposdb ilustruja zmiany. Jezeli choc¢by czes$¢ z tych materiatéw pomoze
Panstwu lepiej przygotowac swoich uczniéw do egzaminu maturalnego, bedzie to najlepsza
nagroda dla autoréw tekstéw.

Dziekujemy panu profesorowi Zbigniewowi Marciniakowi za cenne uwagi przy redagowaniu
tej ksigzki, jak réwniez za wsparcie podczas siedmioletniej pracy zespotu. Pani Agnieszce
Sulowskiej, pani Mirce Cyganiak i panu Jackowi Gozlinskiemu dziekujemy za wszelkg pomoc
w ciagu tych siedmiu lat.

Autorzy



Rozdziat 1

O trzech elementarnych nieréwnosciach
I ich zastosowaniach przy dowodzeniu

- e 7 r L}
innych nierownosci
Edward Stachowski
Przy dowodzeniu nieréwnosci stosujemy elementarne przejScia réwnowazne, przeprowadza-
my rozumowanie typu:
jezeli a >0 oraz b >0, to:
i) a>"b jest réwnowazne a® > b?,
ii) a>Db jest rtéwnowazne v/a > Vb,
albo stosujemy przejscia, ktére nie sg réwnowazne.
Korzystamy wtedy

e 7z relacji przechodnioéci:
jezelia>b orazb>c, toa>c,

albo

e z mozliwosci dodawania stronami zgodnie skierowanych nieréwnosci:
jezelia>b orazc>d, toa+b>c+d,

albo

e z mozliwosci mnozenia stronami zgodnie skierowanych nieréwnosci dla liczb dodatnich:
jezelia>b>0 orazc>d>0, toa-c>b-d,
gdyz ac—bd=a(c—d)+(a—b)d >0.

Zapowiadane w tytule trzy elementarne nieréwnosci sa nastepujace (z podanej numeracji
bedziemy korzystali w przedstawianych rozwiazaniach przyktadowych zadan):

1. Dla kazdych liczb rzeczywistych a,b prawdziwa jest nieréwnosc
a?+b% > 2ab,
przy czym réwnos$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a=D.

Dowéd
Przeksztalcamy nieréwnosé réwnowaznie:

a’+b?
a’?—2ab+b?
(a—b)?

2ab,
0,
0

\YARR VARV,

Ostatnia nieréwnos$¢ jest oczywista.
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1. O trzech elementarnych nieréwnos$ciach. . .

2.

Nieréwno$¢ dla $redniej arytmetycznej i geometrycznej.
Srednig geometryczng dwéch nieujemnych liczb rzeczywistych a,b nazywamy licz-

be Vv ab.

Dla kazdych nieujemnych liczb rzeczywistych a,b prawdziwa jest nieréwnos¢

a—;b > vab,

ktéra czesto zapisujemy w postaci
a+b>2vab,
przy czym réwno$c zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a=>.

Dowéd
Przeksztalcamy nieréwno$é réwnowaznie:

b
at >V ab,

Ostatnia nieréwnos¢ jest oczywista.

Dla kazdych liczb rzeczywistych a,b, takich, ze ab >0, prawdziwa jest nieréwnosc¢

+2>2,

o'l e
ola

przy czym réwno$c zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a=».

Jezeli ab <0, to

a b
—+—<—2.
b+a

Roéwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a=—Db.

Dowéd

a) Poniewaz ab >0, to mnozac obie strony nieréwno$ci przez ab otrzymujemy nierdw-
no$¢ a®+b? > 2ab, réwnowazna z oczywista nieréwnoscia (a—b)2 >0.
Roéwnosé ma miejsce, gdy a=>.

b) Poniewaz ab < 0, to mnozac obie strony nieréwnosci przez ab otrzymujemy nieréw-
noé¢ a®+b? > —2ab, réwnowazna z oczywista nieréwnoscia (a—i—b)2 >0.
Roéwnosé ma miejsce, gdy a =—Db.
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1.1. Zastosowania pierwszej nieré6wnosci

1.1.1. Zadania wprowadzajace

Zadanie 1.

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnosé x2+1> 2x.

Rozwigzanie

Przeksztalcamy nieréwnos¢ réwnowaznie:
x2+1>2x,
x2—2x+1>0,
(x—1)?>0.
Ostatnia nieréwnos$¢ jest oczywista.

Réwno$é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy x=1.

Zadanie 2.

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnosé x> +1> 2|x|.

Rozwiazanie
Zauwazamy, ze \xl2 =x? i przeksztalcamy nieréwnos$¢ réwnowaznie:
x24+1>2

x2—=2[x|+1>0,

(X-1?>0

x|,

Ostatnia nieréwnos¢ jest oczywista.

Réwno$é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy |x| =1, czyli dla x =1 albo x =—1.

1.1.2. Nieréwnosc 1.
Dla kazdych liczb rzeczywistych a oraz b prawdziwa jest nieréwnosc

a?+b? > 2ab.
1.1.3. Przyktady zastosowan

Przykfad 1.

(1)

Wykaz, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x oraz a prawdziwa jest nieréwnos¢ (x + a)2 >4ax.
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Rozwigzanie
Przeksztalcamy nieréwnos$¢ réwnowaznie:

2

(x+a) >4ax,
x?+2ax+a® > dax,
x? —2ax+a® >0,

(xfa)2 >0.

Ostatnia nieréwnos¢ jest oczywista.

Réwnos¢é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy x =a.

Przyktad 2.

Wykaz, ze jezeli a,b sg dlugosciami przyprostokatnych tréjkata prostokatnego oraz c jest
dlugoscia przeciwprostokatnej tego tréjkata, to a+b < cV2.

Rozwigzanie

Jest wiele dowodéw geometrycznych tej nieréwnosci, my przedstawimy dowdd algebraicz-
ny, ale oczywiscie nie obejdzie sie bez zastosowania twierdzenia Pitagorasa. Pokazemy, ze
((1—|—b)2 < 2¢?, co jest réwnowazne z teza.

(a+b)?=a?+2ab+b2<a?+ (a*+b%)+b*=2(a*+b%) =2c%.
Réwnos¢ ma miejsce, gdy trojkat jest réwnoramienny, czyli jest , potowg kwadratu”.

Uwaga

Zauwazmy, ze ,,przy okazji” udowodniliSmy nieréwno$¢ o zwiazku miedzy $rednig arytme-
tyczna i Srednig kwadratows.

a?+b?
>
Wykazaliémy, ze dla dowolnych liczb a,b prawdziwa jest nieréwnosc

a+b < fa2+b2
2 2

igdy a>0,b>0, to réwnos¢ zachodzi dla a=Db.

Srednia kwadratowa liczb a,b jest réwna

Przyktad 3.

Wykaz, ze jezeli w prostopadloscianie a,b,c sg dlugosciami krawedzi wychodzacymi z jed-
nego wierzchotka oraz d jest dlugoscia przekatnej tego prostopadloscianu, to a+b+c< dv3.

Rozwigzanie

Jest wiele dowodéw geometrycznych tej nieréwnosci, my przedstawimy dowdd algebraiczny,
korzystajac z wzoru na diugosé przekatnej prostopadioécianu: a?+b?+c? =d?.
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Pokazemy, ze (a+b+c)2 < 3d?, co jest réwnowazne z teza.

((Jt—l—b—&—c)2 —=a?+b%2+c?+2ab+2ac+2bc<
<a’+b*+c? 4 (a?+b%) + (a® +c?) + (b2 +c?) =
=3(a®+b%+c?) =3d%

Réwnos$é ma miejsce dla a =b =c, czyli gdy prostopadloscian jest szeScianem.

Uwaga
Srednia arytmetyczna liczb x1,X2,...,Xn t0
X1 +X2+...+Xn
n )
Srednia kwadratowa liczb x1,%x2,...,%x to
¢ﬁ+@+m+@
-

Rozumujac tak, jak w przyktadach 2. oraz 3., mozemy udowodni¢ nieréwnos¢ miedzy Srednia
arytmetyczna i éredniag kwadratows liczb x1,x2,...,Xn tzn. wykazaé¢, ze dla dowolnych liczb
X1,X2y...,Xn, Prawdziwa jest nieréwnosé

m+m+m+m<¢ﬁ+g+m+ﬁ
n = n '

Przyktad 4.

aZ

Wykaz, ze jezeli x+y=a, to x> +y% > 5
1
W szczegdlnosci, gdy x+y =1, to x> +y% > =.

N

Rozwigzanie

Podnosimy obie strony réwnoéci x+y = a do kwadratu i korzystamy z nieréwnosci (1).
a?=(x+y)? =x2+2xy+y2 <x2+ (x*+y?)+y*=2(x*+y?), stad po podzieleniu obu stron
nieréwnosci przez 2 otrzymujemy teze.

. a
Réwnosé¢ ma miejsce, gdy x=y = 5

Przyktfad 5.

2

Wykaz, ze jezeli x+y+z=a, to x2+y2+zz > %.

—_

W szczegdlnosci x +y+z=1, to x> +y* +2% > -.

w
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Rozwigzanie
Podnosimy obie strony réwnosci x+y-+z=a do kwadratu i korzystamy z nieréwnoéci (1).
a?=(x+y+2z)* =x2 +y?+ 22+ 2y +2x2+ 2yz <
<X HY? 22+ (Y + (P +22) + (YR +2?) =3 (P +yP +2P).

Stad po podzieleniu obu stron nieréwnosci przez 3 otrzymujemy teze.

. 2 .. a
Réwnosé ma miejsce, gdy x=y=z= 3

Uwaga
Rozumujac analogicznie jak w przyktadach 3. oraz 4. mozna wykazac, ze jezeli x1,X2,...Xn
2

sg liczbami rzeczywistymi takimi, ze x; +x2+...+xn =aq, to x% +X§+. ..—I—xfL > o

. 2 .. a
Réwnosé ma miejsce, gdy X1 =X2 =...=Xp = —.
n

Przyktad 6.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y,z prawdziwa jest nieréwnosé

X +y?+z22 > xy+xz+yz.

Rozwigzanie

Zapisujemy trzy razy nieréwnos¢ 1.
X +y? > 2xy,
X* 422 > 2xz,
y?+z2 > 2yz,

po dodaniu stronami otrzymujemy 2 (xz +y? -I—ZZ) >2(xy+xz+yz), a po podzieleniu obu
stron przez 2 otrzymujemy teze.

Réwnoé¢ ma miejsce, gdy x =y =z.

Uwaga

Rozumujac analogicznie jak w przykladzie 5. mozemy wykazaé, ze jezeli x1,X2,...Xn S3
liczbami rzeczywistymi, to

(n—1)ixi>2~ Z Xi-Xj,

k=1 1<i<j<n

1 réwno$¢ ma miejsce, gdy X1 =X2 =...=Xn.
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1.2. Zastosowania drugiej nieréwnosci

1.2.1. Zadanie wprowadzajace
Zadanie 3.
Wrykaz, ze jezeli x >0, to x+1>2v/x.

Rozwigzanie

Przeksztalcamy nieréwnos$¢ réwnowaznie:

x+1>2vx,
x—2vx+1>0,
(VX)2—=2vx+1>0,
(Vx—1)*>0.

Ostatnia nieréwnos¢ jest oczywista.

Réwnos$é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy x=1.

1.2.2. Nieréwnos¢é 2.

Da kazdych liczb nieujemnych rzeczywistych a,b prawdziwa jest nieréwnos$¢ dla Sredniej
arytmetycznej i geometrycznej

a+b > Vab, )

2
ktoéra czesto zapisujemy w postaci a+b > 2vab.

Roéwnos¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy a=>.

Uwaga

Nieréwno$c¢ ta zastuguje na szczegdlng uwage.

b
Z faktu, ze dla kazdych liczb dodatnich a,b prawdziwa jest nieréwnosé at >V ab wynika,

ze:

a) jezeli stala jest suma dwdch liczb dodatnich, to ich iloczyn jest najwiekszy, gdy obie liczby
sg réwne (np. wéréd prostokatéw o ustalonym obwodzie najwieksze pole ma kwadrat),

b) jezeli staly jest iloczyn dwdch liczb dodatnich, to ich suma jest najmniejsza, gdy obie
liczby sa réwne (np. wsrdd prostokatéw o ustalonym polu najmniejszy obwéd ma kwa-
drat).
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1.2.3. Przyktady zastosowan

Przyktad 1.
Wykaz, ze jezeli x >0, y >0 oraz xy =25, to (1+x) (1+y) > 36.

Rozwigzanie
(14x) (T4+y) =T+xy+x+y =26+ (x+y) > 26+2v25 =36.

Réwnos¢ ma miejsce, gdy x=y =5.

Przykfad 2.
Wykaz, ze jezeli a,b,x sg liczbami dodatnimi oraz ab=4, to (a+x)(b+x) > (X+2)2.

Rozwigzanie

(a+x) (b+x)=x*+ab+ax+bx=x>+4+(a+b)x > x> +4+2V4-x =x> +4x+4 = (x+2)2.

Réwnos¢ ma miejsce, gdy a=b=2.

Przyktad 3.

Wykaz, ze jezeli x,y,z sg liczbami dodatnimi oraz xyz=1, to

(T+x)(1+y) (142) = 8.

Rozwigzanie

Zapisujemy trzy razy nieréwnos¢ dla §rednich:
T+x>2v/x,
1+y>2\/4,
1+2>2/z.

Mnozac te trzy nieréwnosci stronami otrzymujemy teze.

Réwnosé¢ ma miejsce, gdy x=y=z=1.

Przyktad 4.
Wykaz, ze jezeli x,y,z sa liczbami dodatnimi, to
(x+y) (x+2z) (y+2z) > 8xyz.
Rozwigzanie
Zapisujemy trzy razy nieréwnos$¢ dla Srednich:
x+y > 2\/xy,

y+z2>2,/yz,
X+z>2/xz.
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Mnozac te trzy nieréwnosci stronami otrzymujemy teze.

Réwnoé¢ ma miejsce, gdy x =y =z.

Przyktfad 5.

Wykaz, ze jezeli x,y,z sg liczbami dodatnimi, to

Xy +yz+2zx > XYz +yvzx+z/xy.

Rozwigzanie

Dla uproszczenia dowodu pomnozymy obie strony tezy przez 2, przeksztalcimy lewa strone
otrzymanej nieréwnosci i trzy razy zastosujemy nieréwnosé (2).

2(xy+yz+zx) =xy+xz+yx+yz+zx+zy=x(y+z)+y(x+z)+z(x+y) >
>x-2\/Yz+y-2v/xz+2-2\/xy =2 (x\/Yz+yvzx+z,/xy) .

Réwnoé¢ ma miejsce, gdy x =y =z.

Przyktad 6.

Wykaz, ze jezeli a,b,c,d sa liczbami dodatnimi, to

V/(a+b)(c+d)>2Vabed.

Rozwigzanie

Obie strony nieréwnosci sa dodatnie, wigc po podniesieniu ich do kwadratu otrzymamy
nieréwnos$¢ réwnowazna
(a+b)(c+d) >4V abed.

Zapisujemy teraz dwa razy nieréwnos¢ (2):
a+b>2vab,

c+d>2vcd.
Po pomnozeniu tych nieréwnoéci stronami otrzymujemy teze.

Réwnosé ma miejsce, gdy a=Db oraz c=d.

Przyktad 7.

Wykaz, ze jezeli x,y sg liczbami dodatnimi oraz x+y =16, to

(14+x) (14+y) < 81.

Rozwigzanie

Korzystajac z nieréwnosci 2. mamy

2
xy = (V) < (X;y> — 64,
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1. O trzech elementarnych nieréwnos$ciach. . .

Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci otrzymujemy

(14+x) (T+y) =T+x+y+xy<T+16+64 =381,

co nalezalo wykazac.

1.3. Zastosowania trzeciej nieréwnosci

1.3.1. Zadania wprowadzajace

Zadanie 4.

1
Wykaz, ze jezeli x >0, to x+— > 2.
X

Rozwigzanie

Poniewaz x >0, to po pomnozeniu obu stron nieréwnosci przez x otrzymujemy nieréwnosé
x? 41> 2x, réwnowazna z oczywista nieréwnoscia (x—1)° > 0. Réwnoé¢é ma miejsce, gdy

x=1.

Zadanie 5.

1
Wykaz, ze jezeli x <0, to x+ " <2

Rozwigzanie

Poniewaz x < 0, to po pomnozeniu obu stron nieréwnosci przez x otrzymujemy nieréwnosé
x? 41> —2x, réwnowazna z oczywista nieréwnoscig (x+1)” > 0. Réwno$¢ ma miejsce, gdy

x=-—1.

1.3.2. Nieréwnoscé 3.

a) Jezeli ab >0, to

b) Jezeli ab <0, to

Tle g
RIS o)
N\
|
N
—~
w
o
N—r

1.3.3. Przyktady zastosowan

Przykfad 1.

Z nieréwnosci (3a) wynika natychmiast, ze jezeli « jest katem ostrym, to

cosx sinx

sinx  cosx

>2

b
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przy czym réwnos$¢ ma miejsce wtedy i tylko gdy a=45°.

Przyktad 2.

1
Wykaz, ze jezeli xy >0, to (x+y) (X+) >4.

Rozwigzanie
Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci otrzymujemy:
1 1 X X
(x+w<+>:1++y+1:2+(+y).
X Yy y x y X

Stosujemy teraz nieréwnoé¢ (3):
2+<X+”>>z+2:4
Yy x

Réwnosé ma miejsce, gdy x =y.

Przyktad 3.
1T 1 1
Wykaz, ze jezeli x,y,z sg liczbami dodatnimi, to (x+y+2z) (x + " + Z

Rozwigzanie

Przeksztalcajac lewq strone nieréwnosci otrzymujemy:

1

11
u+y+n(++)=1+x+x+y+1+y
X Yy z Yy z X

z

>>9.

z z
o+ +H1=
Xy

—3+(X+y>+(x+z)+(y+z>.
Yy x z X z y

Stosujemy teraz do kazdego z trzech nawiaséw nieréwnosc (3)

3+<X+y)+(x+z)+<y+z)>3+2+z+2:9
Yy x z X z oy

1 otrzymujemy teze.

Réwnos$¢ ma miejsce, gdy x =y =z.
Przyktad 4.
Wykaz, ze jezeli x,y,z sa liczbami dodatnimi, to

xy (x+y—2z)+yz(y+z—2x)+xz(x+z—2y) >0.



Rozwigzanie

Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci otrzymujemy:

xy(x+y—2z)+yz(y+z—2x)+xz(x+z—2y) =
=xyz L W R NN
z z X X

y y B
oz (X+9_z)+(x+2_z)+(v+z_z)).
y X z X z y

b

Stosujac do kazdego z trzech nawiaséw nieréwno$¢ (3) w wersji %—1— ——22>0, otrzymujemy
a

teze.

Réwnoé¢ ma miejsce, gdy x =y =z.

Przyktfad 5.
Wykaz, ze jezeli x,y,z sg liczbami dodatnimi, to

X z Xz
—y—ky +—>x+y+z
z Y

Rozwigzanie

Dla uproszczenia dowodu pomnozymy obie strony tezy przez 2, przeksztalcimy lewa strone
otrzymanej nieréwnosci i zastosujemy do kazdego z trzech nawiaséw nieréwnos¢ (3).

Z(W+W+XZ) ST B R
2 x 'y y x 'y
zx(y+z>+y(z+x)+z<y+x>>2x+2y+22:2(x+y+z).
z y X z X Y

Réwnosé ma miejsce, gdy x =y =z.

Przyktad 6.
Wykaz, ze jezeli x,y,z sg liczbami dodatnimi oraz xyz=1, to
xy+xz+yz+x+y+z=>6.
Rozwigzanie
1 . 1 1 1
Z warunku xyz =1 wyznaczymy z= — otrzymujac: xz=x-—=—, yz=y-— = —.
Xy Xy y Xy X

Zapisujemy nieréwnos¢ w postaci

1 1 1 1 1 1
xy+y+x+x+y+xy—<x+x>+<y+y)+(xy+xy>.

Stosujac do kazdego z nawiaséw nieréwnos¢ (3) otrzymujemy teze.

Réwnos¢ ma miejsce, gdy x=y=z=1.



Rozdziat 2

Zadania na dowodzenie
Geometria, cz. |

Wojciech Guzicki

W arkuszach maturalnych matury prébnej (listopad 2009 r.) i matury podstawowej (maj
2010 r.) znalazly sie zadania geometryczne na dowodzenie. Za poprawne rozwigzanie takiego
zadania zdajacy moégt otrzymacé 2 punkty — byly to tzw. ,zadania krétkiej odpowiedzi”.
Przy wystawianiu oceny za rozwigzanie zadania na dowodzenie kierowano si¢ zasada, ze
dowdd matematyczny powinien by¢ kompletny i tylko w wyjatkowych sytuacjach mozna
uznaé, ze zdajacy ,pokonal zasadnicze trudnosci zadania”, nie doprowadzajac przy tym
rozwigzania do konca.

W tym opracowaniu pokazuje 21 zadan geometrycznych na dowodzenie o podobnym stopniu
trudnosci jak zadania ze wspomnianych wyzej arkuszy. Przyjmuje, ze za poprawne rozwigza-
nie kazdego z tych zadan przyznaje sie 2 p. Natomiast kwestia, za jakie rozwiazanie czesciowe
mozna przyznaé 1 p., jest w kazdym przypadku sprawa dyskusyjna.

Pokazuje trzy typy zadan na dowodzenie. Pierwszy polega na tzw. ,rachunku katéw”. Do-
wod geometryczny sprowadza sie do wyznaczenia miar pewnych istotnych w zadaniu ka-
téw 1 wyciggnieciu wlasciwych wnioskéw z przeprowadzonych obliczen. W takich zadaniach
pokonanie zasadniczych trudnosci zadania moze polega¢ na wlasciwym wybraniu katéw
»WyjSciowych” i wyznaczeniu (za ich pomocg) miar innych katéw. Dokoriczenie rozwigzania
sprowadza si¢ wowczas do wyciagniecia wnioskéw. Drugi typ zadan to proste nieréwnosci
geometryczne, w dowodzie ktérych wykorzystuje sie tzw. nieréwnos¢ tréjkata. Pokonanie
zasadniczych trudnosci zadania moze polega¢ na wlasciwym wyborze tréjkatow i zapisaniu
nieréwnosci tréjkata dla nich. Znéw dokonczenie rozwigzania moze polega¢ na zebraniu
razem tych nieréwnosci. Wreszcie trzeci typ zadan to proste zadania, w ktérych korzysta
sie z przystawania tréjkatow. Pokonanie zasadniczych trudnoéci zadania moze polega na
wlasciwym wyborze tréjkatéw i pelnym uzasadnieniu ich przystawania (dokoriczenie roz-
wigzania polega wéwczas na wyciggnieciu wniosku) lub na wlasciwym wyborze tréjkatéw,
stwierdzeniu ich przystawania i wyciggnieciu poprawnego wniosku przy braku pelnego uza-
sadnienia przystawania.

We wszystkich przedstawionych dowodach korzystamy z nastepujacych twierdzen geome-
trycznych, ktére powinny by¢ dobrze znane kazdemu maturzyscie:

1. Suma katéw tréjkata jest réwna 180°.
l.a. Suma katéw ostrych tréjkata prostokatnego jest réwna 90°.
1.b. Kat zewnetrzny tréjkata jest rowny sumie katéw wewnetrznych do niego nieprzyle-
gtych.
1.c. Suma katéw czworokata jest réwna 360°.
2. Katy wierzchotkowe sg rowne.
3. Suma katéw przylegtych jest réwna 180°.
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4. Katy przy podstawie trojkata réwnoramiennego sa rowne.

5. Katy odpowiadajace i naprzemianlegte przy dwoch prostych réwnolegtych sg réwne.
5.a. Suma katéw polozonych przy tym samym boku réwnolegtoboku jest réwna 180°.
5.b. Przeciwlegle katy réwnolegtoboku sa réowne.

6. Suma dwdch bokdéw tréjkata jest wieksza od boku trzeciego.

7. Boki tréjkata poltozone naprzeciw réwnych katéw sg réwne.

Korzystamy takze z trzech cech przystawania tréjkatow.

2.1. Zadania z rozwigzaniami
2.1.1. Rachunek katow

Zadanie 1.
Punkt O lezy wewnatrz tréjkata ABC. Udowodnij, ze < AOB >J ACB.

| sposéb rozwigzania
Przedtuzmy odcinek AO do przeciecia z bokiem BC tréjkata ABC.
C

A B

Kat AOB jest katem zewnetrznym tréjkata BDO; zatem < AOB >< BDO. Kat BDO jest
katem zewnetrznym tréjkata ADC; zatem <BDO><4ACD. Stad wynika, ze YAOB><ACD.

Il sposéb rozwigzania

Oznaczmy katy tak jak na rysunku:

Mamy wdéwczas
¥BAC=a+¢, <SABC=p+n.
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Stad wynika, ze

YACB=180°~4BAC—¥ABC=180°—a— B —e—1=
=(180°—a—B)—(e+m) =4 AOB— (e +n),

a wiec < ACB <4 AOB.

Zadanie 2.

Dany jest trojkat ostrokatny réwnoramienny ABC, w ktérym AC=BC. Odcinek AD jest
wysokoscig tego tréjkata. Udowodnij, ze < ACB =2- X BAD.

Rozwigzanie

Oznaczmy 4 ACB =v oraz < BAC=«.

C
‘ D
A B
180° —
Wtedy vy =180° —2«, czyli o= % =90°— % Stad dostajemy

YBAD =a— 4 CAD =a—(90°—y) =90°— ¥ —90° 4y =2,
2 2

czyli YACB=vy=2-4<BAD.

Zadanie 3.
Na przeciwprostokatnej AB trojkata prostokatnego ABC wybrano punkty D i E w taki
sposéb, by AC =AE oraz BC =BD. Udowodnij, ze < DCE =45°.
Rozwigzanie
Oznaczmy katy ostre tréjkata ABC tak jak na rysunku:
C
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180° —
Poniewas AC = AE, wiec ¥ ACE=4 AEC = % —90°— % Stad wynika, ze & BCE = %
W podobny sposéb pokazujemy, ze < ACD = % Zatem
_ o x B _ o (X+[3 _ o 90° _ o
4<DCE=90 ) 5790 > =90 > =45°.

Zadanie 4.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym ¥ BAC=«, < ABC =3 oraz < ACB =+. Na bokach BC,
AC i AB tego tréjkata wybrano odpowiednio punkty D, E i F w taki sposéb, by AE=AF,
BD =BF i CD =CE. Udowodnij, ze

X B [e] )
JEFD=——= —=.
F 7 20 3

Rozwigzanie

Poniewaz tréjkat FEA jest réwnoramienny (z zalozenia mamy FA =EA), wiec

180° —
180°—a  gp0 &

FE=J AEF=
FAFE=4A 5 >

Podobnie tréjkat DFB jest réwnoramienny, skad wynika, ze

YBFD =4 BDF:90°—%

Stad dostajemy

<IEFD:18O°—(90°_°‘)_(9Oo_f>>

_at+p 180°—y Y
> S )= = =90 .

2 2 2

Zadanie 5.

W pieciokacie wypuklym ABCDE poprowadzono wszystkie przekatne. Oblicz sume katow
4 CAD+ < DBE+ X ECA+ < ADB+ < BEC.

Rozwiagzanie

Niech P i Q beda punktami przeciecia przekatnej AD odpowiednio z przekatnymi BE i CE.
Oznaczmy katy literami greckimi tak jak na rysunku:
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Kat ¢ jest katem zewnetrznym tréjkata BDP, a wiec @ =3 +06. Kat U jest katem zewnetrz-
nym tréjkata ACQ, wiec = +7vy. Suma katéw tréjkata PQE jest réwna @ +1p+¢=180°,
skad wynika, ze x+ 3 +v+0+¢=180°.

Zadanie 6.

Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty P, Q, Ri S sa punktami przeciecia dwusiecz-
nych katéw zewnetrznych czworokata ABCD. Udowodnij, ze sumy przeciwleglych katow
czworokata PQRS sa réwne.

Rozwigzanie

Oznaczmy katy tak jak na rysunku:

1
Woéwczas & PAB = 7 (180° — ox) =90° — %. Podobnie < PBA =90° — % Stad dostajemy
)
XAPB = %ﬁ W podobny sposéb & CRD = % Zatem
) 5 360°
X APB+ 4 CRD = “JZFB +Y;r = “Hirw = =180°

i podobnie < BQC+ 4 DSA =180°.
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Zadanie 7.

W réwnolegtoboku ABCD, w ktérym bok AB jest dwa razy dtuzszy od boku BC, polaczono
srodek M boku AB z wierzchotkami C i D. Udowodnij, ze kat CMD jest prosty.

Rozwigzanie

Oznaczmy kat BAD litera o. Tréjkaty MDA 1 MCB sa réwnoramienne, bo AD=AM=MB=CB.

D c
(0
A i B
Zatem 4 AMD = 180%“ oraz 4 BMC = 12 _“280 ) :%. Stad wynika, ze
180°—
{AMD+¢BMC:¥+%:90°,

czyli < CMD =90°.

Zadanie 8.

Punkty D i E leza odpowiednio wewnatrz bokéw BC i AC trdjkata ABC. Punkt F jest
punktem przeciecia dwusiecznych katéw CAD i CBE. Udowodnij, ze

Y AEB+ Y ADB =2 X AFB.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia: < CAB=«, < CBA=f, XDAB =0 oraz <EBA =¢:

Zauwazmy, ze
JAEB=180°—(x+¢) oraz <JSADB=180°—(B+3d).
Zatem
JAEB+ S ADB=360°—(x+p+0+¢).
Poniewaz punkt F lezy na dwusiecznych katéw CAD i CBE, wiec

5
{FAB:% oraz Y FBA — B;E
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Zatem
ax+pB+0+e

JAFB=180°— (X FAB+ X FBA)=180°— )

Stad natychmiast wynika, ze < AEB+<ADB=2- X AFB.

Zadanie 9.

Na bokach tréjkata réwnobocznego ABC, na zewnatrz tréjkata, zbudowano dwa kwadraty
BEFC i ACGH oraz tréjkat réwnoboczny ABD tak jak na rysunku:

9.9

Udowodnij, ze kat HDE jest prosty.

Rozwigzanie

Poniewaz AH=AC=AB =AD, wiegc tréjkat HDA jest réwnoramienny. Nastepnie
< HAD =360°— X HAC— <4 CAB— < BAD =360° — 90° —60° —60° = 150°,

skad wynika, ze
1

2
Podobnie dowodzimy, ze < BDE =15°. Zatem

YHDA == - (180°— Y HAD) = 15°.
4 HDE =4 HDA+ 4 ADB+ 4 BDE = 15° +60° +15° = 90°,

c.b.d.o.

Zadanie 10.

Tréjkat réwnoramienny ABC, w ktérym AC =BC, rozcieto odcinkiem AD na dwa tréjkaty
réwnoramienne BDA i CAD tak, ze AB=AD = CD. Udowodnij, ze < ACB =36°.

Rozwigzanie

Oznaczmy kat ACB litera «.
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C

A B

Poniewaz tréjkat CAD jest réwnoramienny, wiec < CAD = «. Poniewaz kat ADB jest katem
zewnetrznym tréjkata CAD, wiec

4 ADB =4 CAD+ 4 ACD =2a.

Tréjkat BDA jest réwnoramienny, wiec S ABD =2«. Wreszcie < BAC=4<ABC=<ABD, bo
tréjkat ABC jest réwnoramienny. Z twierdzenia o sumie katéw w tréjkacie dostajemy teraz
réwnanie

JBAC+ < ABC+ X ACB=180°,

czyli 20+ 20+ o =180°. Zatem 500 =180°, czyli o« =36°.

Zadanie 11.

Tréjkat réwnoramienny ABC, w ktérym AC =BC, rozcieto odcinkiem CD na dwa tréjkaty
réwnoramienne DCA i BCD tak, ze AC=AD oraz CD =BD. Udowodnij, ze < CAB =36°.

Rozwigzanie

Oznaczmy kat BAC literag «.

A D B

Woéwczas < ABC = « (bo tréjkat ABC jest réwnoramienny) oraz < BCD =« (bo tréjkat
BCD jest réwnoramienny). Zatem < ADC =< DCB+ < DBC =2u. Poniewaz tréjkat DCA
jest réwnoramienny, wiec < ACD =2«. Stad wynika, ze < ACB=3x. Mamy zatem réwnanie

YBAC+ X ABC+ L ACB=180°,

czyli oo+ o+ 30c=180°. Zatem 50 =180°, czyli o =36°.

Zadanie 12.
Tréjkat réwnoramienny ABC, w ktéorym AC =BC, rozcieto odcinkiem AD na dwa tréjkaty

180°
réwnoramienne DAB i CAD tak, ze AB=DB oraz CD =AD. Udowodnij, ze <ACB= 70 .




Zadania z rozwigzaniami 29

Rozwigzanie

Oznaczmy kat ACB literag «.

A B

Poniewaz tréjkat CAD jest réwnoramienny, wiec < CAD = «. Poniewaz kat ADB jest katem
zewnetrznym tréjkata CAD, wiec
JADB =4 CAD+ JACD =2«.

Tréjkat DAB jest réwnoramienny, wiec < BAD =2«. Stad wynika, ze < BAC =3« oraz
Y ABC =4 BAC =3«, bo tréjkat ABC jest réwnoramienny. Z twierdzenia o sumie katéw
w tréjkacie dostajemy teraz réwnanie

IBAC+ Y ABC+JACB=180°,

180°
czyli 3o+ 3+ =180°. Zatem 7 =180°, czyli x = .

2.1.2. Nieréwnos¢ tréjkata

Zadanie 13.

Punkty K i L leza na boku AB tréjkata ABC. Udowodnij, ze obwdd tréjkata KLC jest
mniejszy od obwodu tréjkata ABC.

Rozwigzanie
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Korzystamy dwukrotnie z nieréwnosci tréjkata:

KC<AK+AC,
LC<ILB+BC.

Dodajemy stronami te nieréwnosci, a nastepnie do obu stron dodajemy KL:

KC+LC+KL<AK+AC+LB+BC+KL=AB+AC+BC.

Zadanie 14.

W tréjkacie ABC polaczono wierzcholtek A z dowolnym punktem D boku BC. Udowodnij,
ze
2-AD>AB+AC—-BC.

Rozwiazanie

Korzystamy dwukrotnie z nieréwnosci tréjkata dla tréjkatéw ABD i ACD:

C
D
A B
Otrzymujemy
AB<AD+BD,
AC<AD+CD.

Po dodaniu tych nieréwnosci stronami, otrzymujemy
AB+AC<2-AD+BD+CD=2-AD+BC,

czyli 2-AD > AB+AC—BC.
2.1.3. Przystawanie tréjkatow

Zadanie 15.

Na bokach AB, BC i CA tréjkata rownobocznego ABC leza odpowiednio punkty D, Ei F
tak, ze AD =BE =CF. Udowodnij, ze trojkat DEF jest réwnoboczny.
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Rozwigzanie
Poniewaz AD =BE=CFi AB=BC=CA, wiec DB=EC=FA.
C

A D B

Teraz zauwazamy, ze AADF=ABED = A CFE (cecha przystawania bkb), skad wynika, ze
DE=EF=FD.

Zadanie 16.

Na bokach BC i CD réwnolegtoboku ABCD zbudowano (na zewnatrz réwnolegtoboku) tréj-
katy réwnoboczne BCK i DCL. Udowodnij, ze tréjkat AKL jest réwnoboczny.

Rozwigzanie
Przypuéémy, ze kat « jest katem ostrym réwnolegtoboku oraz o < 60°. Pozostale przypadki
pozostawimy jako ¢wiczenie.

L

Wéwczas AB=LD =LC oraz BK=DA = CK. Ponadto

¥ ABK =360°— ¥ ABC— & CBK =360° — (180° — ) — 60° = 120° +
JLDA =360°— 4 ADC— ¥ LDC =360° — (180° — ot) — 60° = 120° + «x,
JLCK=4BCD+ ¥BCK+ JLCD = a+60° +60° = 120° + .

Stad wynika, ze tréjkaty ABK, LDA i LCK sa przystajace, a wiec AK=LA =LK.
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Zadanie 17.

Dany jest rownolegtobok ABCD z katem ostrym przy wierzchotku A. Na péiprostej AB
wyznaczono punkt M (M #B) taki, ze CB=CM, a na pétprostej CB punkt N (N #B) taki,
ze AB =AN. Udowodnij, ze DM =DN.

Rozwigzanie

Oznaczmy kat BAD litera «.
D c

N

Wtedy < BCD =«. Zauwazmy nastepnie, ze tréjkaty BMC i NBA s3 réwnoramienne i ich ka-
ty przy podstawie sg réwne (bo katy MBC i NBA sa wierzchotkowe). Zatem <BCM=JNAB
i stad wynika, ze

INAD =4NAB+ax=4BCM+a=4<DCM.

Zatem tréjkaty NAD i DCM sg przystajace (cecha przystawania bkb) i DN =DM.

Zadanie 18.

Na bokach AB i BC kwadratu ABCD obrano odpowiednio punkty E i F takie, ze EB+BF=AB.

Udowodnij, ze suma katéw BAF, EDF i ECB wynosi 90°.

Rozwigzanie

Poniewaz EB=AB—BF, wiec AE=AB—EB=AB—(AB—BF) =BF. Zatem takze EB =FC.
D C
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Z zalozen wynika, ze tréjkaty ABF 1 DAE sa przystajace (AB=DA, AE=BF, SABF=4DAE=90°,
cecha przystawania bkb). Podobnie tréjkaty CBE i DCF sg przystajace. Stad wynika, ze

Y BAF+ S EDF+ 4 ECB =4 ADE+ 4 EDF+ 4 FDC =4 ADC = 90°.

Zadanie 19.

Na bokach AB, BC i CA tréjkata ABC zbudowano trzy tréjkaty réwnoboczne: APB, BRC
1 CQA. Tréjkat BRC lezy po tej samej stronie boku BC co tréjkat ABC, pozostate dwa
leza na zewnatrz tréjkata ABC. Udowodnij, ze punkty A, P, R i Q sa wspoélliniowe lub sg
wierzchotkami réwnolegtoboku.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze punkty A, P, R i Q nie sg wspéltliniowe. Rozpatrujemy tylko przypadek,
gdy 4 CBA < 60°, tzn. gdy polprosta BA lezy wewnatrz kata CBR. Pozostale przypadki
zostawiamy Cgzytelnikowi.

P

B C

Tréjkaty BAC i BRP sa przystajace (¢ CBA =60°— < ABR =<4 RBP, BC =BR, BA =BP,
cecha przystawania bkb). Zatem PR=AC. W podobny sposéb dowodzimy, ze tréjkaty BCA
1 RCQ sa przystajace. Zatem AQ =QC =AC. Stad wynika, ze PR=AQ. Z tego drugiego
przystawania wynika réwniez, ze PA =BA =RQ. Czworokat PAQR ma zatem przeciwlegte
boki réwne, a wiec jest rownolegtobokiem.

Zadanie 20.

Dane s3 dwa kwadraty: ABCD i AEFG. W obu kwadratach podana kolejno$¢ wierzchotkéw
jest przeciwna do ruchu wskazéwek zegara. Udowodnij, ze BE=DG.

Rozwigzanie

Rozpatrujemy przypadek, gdy wierzchotek E lezy wewnatrz kwadratu ABCD. Inne przy-
padki pozostawiamy jako ¢wiczenie.



A B

Tréjkaty ABE i ADG sg przystajace (< BAE=90°— < EAD =<4 DAG, AB=AD, AE=AG,
cecha przystawania bkb). Zatem BE=DG.

Zadanie 21.

Punkt P lezy na boku AB prostokata ABCD. Punkty Q i R sg rzutami prostokatnymi punktu
P na przekatne AC i BD. Punkt E jest rzutem prostokatnym wierzchotka A na przekatng
BD. Udowodnij, ze PQ+PR=AE.

Rozwigzanie

Niech E bedzie rzutem prostokatnym punktu A na przekatna BD i niech F bedzie rzutem
punktu P na odcinek AE.

D C

A P B

Czworokat PREF jest prostokatem, wiec PR=FE. Zauwazamy teraz, ze PF|| BD, skad wynika,
ze < APF=4 ABD =4 BAC =< PAQ. Stad wynika, ze tréjkaty prostokatne APF i PAQ sg
przystajgce. Zatem PQ =AF, czyli PQ+PR=AF+FE=AE, co konczy dowdd.
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W arkuszach maturalnych w ostatnich dwdch latach znalazly si¢ zadania geometryczne
na dowodzenie. Za poprawne rozwigzanie takiego zadania w arkuszu podstawowym zdajacy
moégl otrzymac 2 punkty, w arkuszu rozszerzonym 4 punkty lub 3 punkty. Przy wystawianiu
oceny za rozwigzanie zadania na dowodzenie kierowano sie zasada, ze dowdd matematyczny
powinien byé kompletny i tylko w wyjatkowych sytuacjach mozna uzna¢, ze zdajacy ,,po-
konatl zasadnicze trudnosci zadania”, nie doprowadzajac przy tym rozwigzania do konca.

W tym opracowaniu, bedacym kontynuacjg pierwszej czesci, pokazuje 22 kolejne zadania
geometryczne na dowodzenie, w wigkszosci o podobnym stopniu trudnosci jak zadania ze
wspomnianych wyzej arkuszy. Przyjmuje natomiast, ze za poprawne rozwigzanie kazdego
z tych zadan przyznaje si¢ 2 lub 3 punkty (3 punkty w przypadku zadan z arkusza rozsze-
rzonego). Kwestia, za jakie rozwiazanie czgsciowe mozna przyznaé¢ 1 punkt (lub 2 punkty,
jesli chodzi o zadanie za 3 punkty), wymaga w kazdym przypadku dalszej dyskus;ji.

W pierwszej czesci pokazatem trzy typy zadan na dowodzenie. Pierwszy polegal na ,,rachun-
ku katéw”. Drugi typ zadan to proste nieréwnosci geometryczne, w dowodzie ktérych wyko-
rzystuje sie nieréwnos¢ tréjkata. Wreszcie trzeci typ zadan to zadania, w ktorych korzysta
sie z przystawania tréjkatow. W tej czesci pokazuje zadania, w ktérych korzystamy z twier-
dzenia Pitagorasa oraz z podstawowych twierdzen dotyczacych geometrii okregu. Chce tu
zwréci¢ uwage na to, ze niektére zadania zostalty sformutowane jako zadania na dowodzenie,
chociaz gtéwna cze$¢ dowodu to po prostu obliczenie (np. wykorzystujace twierdzenie Pita-
gorasa). Chciatem w ten sposéb uwidocznié, ze niektére zadania obliczeniowe sa w istocie
zadaniami, w ktérych konieczne jest przeprowadzenie rozumowania, a obliczenie jest tylko
jego czescig. Gléwna cze$¢ rozwigzania moze polega¢ na ulozeniu réwnania; rozwigzanie
tego réwnania jest juz sprawg rutynowsa. Ulozenie réwnania czasem wymaga rozumowania
na tyle nietrywialnego, ze kwalifikuje zadanie nie jako zadanie sprawdzajgce umiejetnosé
modelowanie czy strategia, ale jako zadanie na rozumowanie, wnioskowanie.

We wszystkich przedstawionych dowodach korzystamy z nastepujacych twierdzen geome-
trycznych, ktére powinny by¢ dobrze znane kazdemu maturzyscie:

Twierdzenie Pitagorasa.

Twierdzenie o katach §rodkowych i wpisanych.

Twierdzenie o kacie miedzy styczna i cieciwa.

Twierdzenie o rownosci odcinkéw stycznych.

Warunki konieczne i wystarczajgce na to, by czworokat mozna bylo wpisa¢ w okrag lub
opisa¢ na okregu.

6. Twierdzenie o wspdtliniowosci srodkéw okregdéw i punktu stycznosci.

ol W
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3.1. Zadania z rozwigzaniami
3.1.1. Twierdzenie Pitagorasa

Zadanie 1.
Dany jest prostokat ABCD i dowolny punkt P polozony wewnatrz tego prostokata. Udo-

wodnij, ze AP?+CP?=BP?+DP2.
Rozwigzanie

Niech E i F beda rzutami prostokatnymi punktu P na boki AB i CD prostokata.
D F C

A E B
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
AP?+CP?=AE?+EP?+ CF? 4+ FP?
oraz
BP?+DP? =BE®+EP?+DF* +FP2.
Poniewaz AE =DF i BE = CF, wiec AP2+CP? =BP2+DP?.

Uwaga

Twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnego punktu P (polozonego niekoniecznie na tej samej
plaszczyznie co prostokat ABCD).

Zadanie 2.

Dany jest trojkat prostokatny ABC z katem prostym przy wierzchotku C. W tym tréjkacie
poprowadzono $rodkowe AD i BE. Udowodnij, ze 4- (AD? +BE?)=5-AB2.

Rozwigzanie
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéw ACD i BCE.
B
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1 1
Mamy wéwczas AD2=AC2+CD2:AC2+(E-BC)2:ACZ—s—Z-BCZ, czyli4-AD?=4.-AC?+BC?.
Podobnie dowodzimy, ze 4-BE? = AC?+4-BC?. Dodajac stronami dwie ostatnie réwnosci
dostajemy:
4.(AD?+BE?)=5-(AC*+BC?)=5-AB2.

Zadanie 3.
Przekatne AC i BD czworokata wypuktego ABCD sa prostopadte. Udowodnij, ze

AB?+CD?=AD?+BC?.

Rozwigzanie
Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych czworokata ABCD.
C

. \

Mamy wéwczas

AB?+CD? =AP?+BP2+CP?+DP?=AP?+DP?+BP?> +CP?=AD?*+BC?.

Uwaga

Warunek AB?+ CD? =AD?+BC? jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by
przekatne AC i BD czworokata wypuktego ABCD byty prostopadie.

3.1.2. Geometria okregu

Zadanie 4.

Dany jest okrag o Srodku O i promieniu r. Cieciwe AB tego okregu przediuzono poza punkt
B do punktu C takiego, ze BC =r. Pélprosta CO przecina okrag w dwdch punktach D i E;
punkt D lezy na zewnatrz odcinka CO, punkt E lezy wewnatrz tego odcinka. Udowodnij, ze
JAOD=3-4ACD.

Rozwigzanie

Oznaczmy o =< ACD. Poniewaz BC =r=0B, wiec <BOC=«.
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Kat ABO jest katem zewnetrznym tréjkata COB, wiec < ABO =2«. Tréjkat ABO jest
réwnoramienny, wiec < BAO =2« i stad < AOB =180° —4«. Zatem

JAOD=180°—<XAOB—¥BOC=180°—(180° —4x) —x =3,
czyli < AOD =3- X ACD.

Zadanie 5.

Dwa okregi przecinaja si¢ w punktach A i B. Odcinki AC i AD sg Srednicami tych okregéw.
Udowodnij, ze punkty C, B i D sg wspoétliniowe.

Rozwigzanie

Poprowadzmy odcinek AB.

Poniewaz AC jest §rednica jednego z danych okregéw, wiec < ABC =90°. Podobnie AD jest
$rednica drugiego okregu, a wiec < ABD =90°. Stad wynika, ze < CBD =180°, czyli punkty
C, BiD sa wspétliniowe.

Zadanie 6.

Dane sg dwa okregi: odcinek AB jest Srednicg pierwszego, punkt B jest srodkiem drugiego.
Prosta przechodzaca przez punkt A przecina pierwszy okrag w punkcie K réznym od A
1 przecina drugi okrag w punktach M i N. Udowodnij, ze KM =KN.
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Rozwigzanie

Poniewaz punkt K lezy na okregu o $rednicy AB, wiec < AKB =90°.

BK jest wigc wysokoscig tréjkgta MBN. Poniewaz punkty M i N leza na okregu o §rodku B,
wiec punkt B lezy na symetralnej odcinka MN; ta symetralng jest zatem prosta BK. Stad
wynika, ze KM =KN.

Zadanie 7.
Punkty Aq,A,,...,A 1, dzielg okrag na 12 réwnych tukéw, tak jak na rysunku:
A1z
A1 Ay
Ao A
Ag AS
P
Ag A4
A7 As
Ag

Cieciwa AgA3 przecina cigciwy A11A7 i Aj1As odpowiednio w punktach P i Q. Udowodnij,
ze trojkat PQA 1 jest réwnoramienny.

Rozwigzanie
Najpierw zauwazmy, ze X AgA11A5 =X A7A11Ac=15° Zatem
JPA11Q=4A7A11A5=2-15°=30°.

Dorysujmy teraz cigciwe A3As.
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II

Aio
An Aq
A10 A2
Ag AS
P
Ag Ay
Aq Asg
Asg

Mamy wéwczas
S QA3A5 =4 AgA3A5=3-15°=45° oraz <4 QAs5A3=JA11A5A3=4-15°=60°.
Mozemy teraz obliczy¢ miare trzeciego kata tréjkata QAsA3:
JA5QA3=180°—45°—60° =75°.
Stad dostajemy X PQA;; =75° oraz
S QPA;; =180°—30°—75°=75°.

Poniewaz %I PQA]] :{ QPA] 1, WiQC PA]] = QA] 1.

Zadanie 8.

Tréjkat réownoboczny ABC jest wpisany w okrag. Punkt D lezy na krétszym tuku AB. Punkt

E lezy na odcinku CD oraz DE =DB. Udowodnij, ze tréjkaty BAD i BCE sg przystajace.

Rozwigzanie

Na cieciwie DC rysujemy taki punkt E, by DE=DB.
C

N

D

Poniewaz < CDB =<4 CAB =60° oraz DE = DB, wiec tréjkat DBE jest réwnoboczny. Zatem
BD =BE. Poniewaz BA =BC oraz < DBA =60°— < ABE =J EBC, wiec tréjkaty BAD i BCE

sa przystajace (cecha bkb).
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Uwaga

Z przystawania tréjkatow BAD i BCE wynika w szczegdlnosci, ze DA =EC. Mamy za-
tem DC=DE+EC =DB+DA. Udowodnilismy zatem twierdzenie mdwiace, ze jesli trdj-
kat réwnoboczny ABC jest wpisany w okrag oraz punkt D lezy na krétszym tuku AB, to
AD+BD =CD. Tak sformutowane zadanie bylo zadaniem olimpijskim.

Zadanie 9.

W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysoko$ci AD i BE. Wykaz, ze SEDC=<BAC
i< DEC=<ABC.

Rozwigzanie

Poniewaz katy AEB i ADB sa proste, wiec punkty E i D leza na okregu o $rednicy AB.
Czworokat ABDE jest wigc wpisany w okrag.

c

A\ /B

Zatem < EDB =180°— 4 BAE, skad wynika, ze < EDC =4 BAC. Podobnie dowodzimy, ze
4 DEC=4ABC.

Zadanie 10.

Punkt E lezy na boku BC kwadratu ABCD. Kwadrat BEFG lezy na zewnatrz kwadratu
ABCD. Okregi opisane na tych kwadratach przecinaja si¢ w punktach B i H. Udowodnij, ze
punkty D, H i F sg wspétliniowe.

Rozwigzanie

Polaczmy punkt H z punktami D, BiF.

D C

A B G

Poniewaz punkt H lezy na okregu opisanym na kwadracie ABCD, wiec

< BHD =4 BCD =90°.
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Punkt H lezy takze na okregu opisanym na kwadracie BEFG. Zatem
<4 BHF =4 BEF=90°.
Stad wynika, ze < DHF=180°, czyli punkty D, H i F sg wspétliniowe.

Uwaga

Mozna udowodni¢, ze punkty C, H i G sa wspdlliniowe, a takze, ze punkty A, Ei H sa
wspoélliniowe. Stad wynika, ze proste AE, CG i DF przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 11.

Tréjkaty rownoboczne ABC i BDE sg polozone tak, ze punkt B lezy wewnatrz odcinka
AD oraz wierzchotki C i E lezg po tej samej stronie prostej AD. Okregi opisane na tych
tréjkatach przecinajg sie w punktach B i F. Udowodnij, ze punkty C, Fi D sg wspoétliniowe.

Rozwiazanie

Polaczmy punkt F z punktami A, B, Ci D.
C

Punkt F lezy na okregu opisanym na trdjkacie ABC. Zatem <4 CFA =< CBA =60° oraz
JAFB=JACB=60°. Poniewaz punkt F lezy tez na okregu opisanym na tréjkacie BDE, wiec
4 BFD =4 BED =60°. Stad wynika, ze < CFD =180°. Punkty C, Fi D sa wiec wspéiliniowe.

Zadanie 12.

Na bokach AC i BC tréjkata ostrokatnego ABC zbudowano, na zewnatrz tréjkata, dwa tréj-
katy réwnoboczne ACD i BCE. Okregi opisane na tych tréjkatach réwnobocznych przecinaja
sie w punktach C i F. Udowodnij, ze punkty A, F i E sg wspélliniowe.

Rozwigzanie

Polaczmy punkt F z punktami A, D, CiE.



Zadania z rozwigzaniami 43

A B

Punkt F lezy na okregu opisanym na tréjkacie ACD. Zatem < AFD =4 ACD =60° oraz
4DFC=4DAC=60°. Poniewaz punkt F lezy tez na okregu opisanym na tréjkacie BCE, wiec
4 CFE=4 CBE=60°. Stad wynika, ze < AFE=180°. Punkty A, F i E sa wiec wspéiliniowe.

Uwaga

Punkt F nazywamy punktem Torricellego tréjkata ABC. Jest to punkt, dla ktérego suma
odlegtosci AF+4-BF+ CF jest najmniejsza.

Zadanie 13.

Na bokach BC, AC i AB tréjkata ABC wybrano odpowiednio punkty D, E i F. Okre-
gi opisane na tréjkatach AFE i BDF przecinaja sie w punktach F i G. Udowodnij, ze
4<DGE=<4<BAC+<ABC.

Rozwigzanie

Oznaczmy katy BAC i ABC literami « i 3. Polaczmy punkt G z punktami D, EiF.

Czworokat AFGE jest wpisany w okrag, wiec < EGF=180° — «. Podobnie pokazujemy, ze
X DGF=180°—f. Stad otrzymujemy

< DGE=360°— <4 EGF— < DGF=360°—(180°— ) —(180° — ) = ox+ 3.

Uwaga

Z powyzszego zadania wynika wniosek: na czworokacie CEGD mozna opisa¢ okrag. Inaczej
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mowiac, okregi opisane na tréjkatach AFE, BDF i CED maja punkt wspélny. Tak sformuto-
wane twierdzenie nosi nazwe twierdzenia Miguela i jego tres¢ byta zadaniem olimpijskim.

Zadanie 14.

Dwa okregi przecinajg sie w punktach A i B. Prosta przechodzaca przez punkt A przecina
te okregi w punktach C i E réznych od A; prosta przechodzaca przez punkt B przecina te
okregi w punktach D i F réznych od B (zob. rysunek).

Udowodnij, ze proste CD i EF sg réwnolegte.

Rozwigzanie

Narysujmy odcinek AB.

Czworokat CDBA jest wpisany w okrag. Stad wynika, ze $ BAC=180°—< CDB. Katy BAC
i BAE sa przyleglte, wiecc & CDB =< BAE. Czworokat ABFE jest wpisany w okrag, wiec
4 BAE+ 4 BFE =180°. Stad wynika, ze < CDF+ < DFE =180°, a wiec proste CD i EF sg
réwnolegle.

Zadanie 15.

Dwa okregi przecinajg sie w punktach A i B. Proste przechodzace przez punkty A i B
przecinaja jeden z tych okregdw w punkcie C réznym od A i B oraz przecinaja drugi okrag
odpowiednio w punktach D i E réznych od A i B. Prosta k jest styczna do pierwszego okregu
w punkcie C (zob. rysunek).
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Udowodnij, ze prosta k jest réwnolegta do prostej DE.

Rozwigzanie

Narysujmy odcinek AB i wybierzmy punkt F na prostej k tak jak na rysunku:

Z twierdzenia o kacie miedzy styczng i cieciwa wynika, ze < FCA =< CBA. Poniewaz ka-
ty CBA i EBA sa przylegte, wiec < FCA+ < EBA =180°. Czworokat ABED jest wpisany
w okrag, wiec < EBA+ XEDA =180°. Stad wynika, ze X FCA =< EDA. Réwno$¢ tych katéw
naprzemianlegtych dowodzi, ze proste CF i DE sg réwnolegte.

Zadanie 16.

W czworokacie wypukltym ABCD poprowadzono przekatna AC. Okregi wpisane w tréjkaty
ABC i ACD sa styczne zewnetrznie. Udowodnij, ze w czworokat ABCD mozna wpisac okrag.

Rozwigzanie

Niech okrag wpisany w tréjkat ABC bedzie styczny do bokdw tego tréjkata w punktach K, L
i S, iniech okrag wpisany w tréjkat ACD bedzie styczny do bokéw tego tréjkata w punktach
S, M i N, tak jak na rysunku:
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D
N

B

Mamy wéwczas, na podstawie twierdzenia o réwnosci odcinkéw stycznych:

AK=AS=AN,
CL=CS=CM,
BK =BL,
DM =DN.

Stad
AB+CD =AK+BK+CM+DM=AN~+BL+CL+DN=AD+BC,

co dowodzi, ze w czworokagt ABCD mozna wpisa okrag.
3.1.3. Okregi styczne

Zadanie 17.

Dany jest odcinek AB dlugoéci 2. Punkty A i B sg $§rodkami okregéw o promieniu 2. Udo-
wodnij, ze okrag styczny do prostej AB oraz styczny wewnetrznie do obu okregdw o Srodkach

A i B (zob. rysunek), ma promieri réwny 7

Rozwigzanie

Niech punkt O bedzie srodkiem rozwazanego okregu stycznego do dwdch danych okregow
i do prostej AB. Niech S i T beda punktami stycznosci tego okregu z okregiem o Srodku A
i z prostag AB (zob. rysunek):
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Niech r bedzie promieniem okregu o §rodku O. Zauwazmy, ze wowczas
AT=1, OT=r, AO=2-—r.

Ostatnia réwnos¢ wynika z tego, ze punkty A, O i S sa wspoélliniowe. Z twierdzenia Pitago-
rasa dla tréjkata ATO otrzymujemy AT +O0T? =A0?, czyli

12412 =(2—1)2

Jedynym rozwigzaniem tego réwnania jest r= T

Zadanie 18.

Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC o boku dlugosci 2. Punkty A, B i C sg $rodkami
okregéw o promieniu 2. Udowodnij, ze okrag zawarty wewnatrz tych trzech okregéw, styczny

2
wewnetrznie do nich (zob. rysunek), ma promien réwny §(37\/§).

PaN

\_/

Rozwigzanie

Niech O bedzie §rodkiem rozwazanego okregu stycznego do trzech danych okregéw i niech
S bedzie punktem stycznosci tego okregu z okregiem o $rodku A (zob. rysunek):
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\&

Oczywiscie punkt O jest srodkiem ciezkosci tréjkata ABC oraz punkty A, O i S sg wspdtli-
niowe. Mamy woéwczas

oszAS—Aozz—éz\Tg:é(s—\@).

Zadanie 19.

Dany jest odcinek AB dlugosci 2. Punkty A i B sg Srodkami okregéw o promieniu 2. Udo-
wodnij, ze okrag styczny do prostej AB, styczny zewnetrznie do okregu o §rodku A oraz

styczny wewnetrznie do okregu o $rodku B (zob. rysunek), ma promien réwny -

Rozwigzanie

Niech punkt O bedzie §rodkiem rozwazanego okregu stycznego do danych okregéw o §rod-
kach A i B. Niech nastepnie S i T beda punktami stycznosci okregu o srodku O z okregami
o §rodkach A i B. Wreszcie niech M bedzie punktem stycznosci okregu o srodku O z prosta
AB (zob. rysunek):
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Przyjmijmy oznaczenia:
BM=x, OM=r.

Punkty A, S i O sg wspdliniowe, wiec AO =2+71. Podobnie punkty B, O i T sg wspdtiniowe,
wiec BO=2—r. Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéw AMO i BMO otrzymujemy réwnania
AM?+0OM?=A0?% BM?+0M?=B0?,

czyli
2+x)2+12=2+7)?%, X*+r2=(2-7)%
Przeksztalcamy pierwsze réwnanie, podstawiajac (2—r)? w miejsce x* +17:
2+x)2+12=(2+71)%,
bdx+x2 412 =44 4r 412
dx+(2—1)2 =dr41?,
dx+4—4r 12 =dr 412,
4x+4—4r =4,
x=2r—1.
Obliczong wartos¢ x podstawiamy do réwnania X241 =(2—1)%
X242 =(2-71)%,
(2r—1)2 12 =(2—71)?,
b2 —dr 1 4r% =4—dr 1%
42 = 3,

3
skad otrzymujemy r = £

3.1.4. Twierdzenie Pitagorasa i okregi

Zadanie 20.

Wierzchotki czworokata ABCD o bokach dlugosci a, b, ¢ i d leza na okregu o promieniu
r. Jeden kat tego czworokata jest prosty. Udowodnij, ze jeszcze co najmniej jeden kat jest
prosty oraz a®+b?+c?+d? =8r%.
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Rozwigzanie

Niech
AB=a, BC=b, CD=c, DA=d.

Zalézmy, ze kat ABC jest prosty. Z twierdzenia o kacie wpisanym i Srodkowym wynika, ze
przekatna AC jest Srednica okregu, a nastepnie, ze kat ADC jest prosty.

D

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéw ABC i ADC wynika teraz, ze

a?+b2+c?4+d?=(AB2+BC?)+(CD?+DA?) =AC2+AC?=2-(2r)? =8r°.

Zadanie 21.

W okregu o §rodku O i promieniu r poprowadzono dwie prostopadle cieciwy o dlugosciach
2a i 2b przecinajace sie¢ w punkcie P. Udowodnij, ze OP? + a4+ b% =2r2.

Rozwigzanie

Poprowadzmy w okregu o §rodku O i promieniu r prostopadte cigciwy AB=2a i CD =2b.
Niech M i N beda rzutami prostokatnymi $rodka O na cieciwy AB i CD.

D/_\
A£“ M B

o

C

Mamy wéwczas MB=a i NC=b. Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéw BMO i CNO
dostajemy

OM?=0B?—-MB%?=1>—a? oraz ON?=C?—NC?=r?—-b>.
Czworokat PNOM jest prostokatem, wiec

OP? =OM?4+0ON? =2r2—(a? +b?),
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skad wynika, ze OP? + a? 4 b? =2r%.

Zadanie 22.

Wierzchotki czworokata ABCD o bokach dlugosci a, b, ¢ i d leza na okregu o promieniu r.
Przekatne tego czworokata sa prostopadte. Udowodnij, ze a?+b%+c?+d? =8

Rozwigzanie

Niech
AB=a, BC=b, CD=c¢, DA=d.

Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych AC i BD i niech punkty M i N bedg
Srodkami tych przekatnych. Niech wreszcie

AP=x, BP=vy, CP=z, DP=t.

D
A%x M .
N 0
B

Mamy wdéwczas

AB?=AP? +BP? =x?+y?,
BC? =BP?+CP? =y +27,
CD?2=CP?2+DP? =22 +1?,
DA? =DP? + AP =12 1 x2.

Stad wynika, ze
a?+b2+c?+d? =2(x* +y> +2% +12).
Poniewaz n Tt
AC=x+z=2. % oraz BD=y+t=2- yT,
wiec z poprzedniego zadania dostajemy

o= ()< (1))



Nastepnie

X+z zZ—X
PM:AM—AP:—2 —x:—z ,
y+t y—t
PN=DN-DP="——t="——.
2 2

Zatem

2 2
2 Ap2 x+z y+t\-
2 cor s (52) 4 (25) -

2 2
—PM2+PN2+ (X;Z) + (y;t> =

(XY (uot) (ke ()
2 2 2 2 )
2 —xz+xP+y? 2yt + 2 x? 4 2xz 422yt -2yt +t?
— i —

X2yt t?
=

Stad wynika, ze

X2 4+y2+22 +t2 =4
czyli

a’+b%+c?+d* =8’

Uwaga
W zadaniach 20 i 22 udowodniliSémy, ze jeSli w czworokacie o bokach dlugosci a, b, ci d
wpisanym w okrag o promieniu r przekatne sa prostopadte lub co najmniej jeden kat jest
prosty, to

a?+b?+ct+d* =81
Mozna udowodni¢ takze twierdzenie odwrotne: jesli w czworokacie o bokach dlugosci a, b,
c i d wpisanym w okrag o promieniu r zachodzi réwnosc¢

a?+b%+c?4d* =82,

to przekatne tego czworokata sg prostopadle lub co najmniej jeden kat jest prosty. Do-
wod tego twierdzenia jest jednak znacznie trudniejszy; twierdzenie to byto trescig zadania
olimpijskiego.
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Zadania na dowodzenie
Geometria, cz. Il

Henryk Dabrowski
konsultacja: Maria Pajak-Majewska i Mieczystaw Fatat

Jednym z wymagan ogdélnych nowej podstawy programowej z matematyki na czwartym
etapie ksztalcenia, ale réwniez i na wczesniejszych etapach, jest umiejetno$¢ prowadzenia
rozumowania matematycznego czy argumentacji. Dlatego tez w kazdym arkuszu z egzaminu
maturalnego z matematyki od roku 2010 znajduja si¢ zadania sprawdzajace te umiejetnosci.
Zazwyczaj znajdujg sie w arkuszu co najmniej dwa zadania na dowodzenie, w§réd nich
jest zadanie z geometrii. Zadania te sprawiajg zdajacym trudnosci. Majg one jednak duze
walory dydaktyczne, dajg zdajacym mozliwo$¢ wykazania si¢ pomystowoscig, czesto do ich
rozwigzania wystarczajg im w zupelnosci umiejetnosci wyniesione z gimnazjum. Przedstawie
kilka przykladéw zadan na dowodzenie wraz z réznymi sposobami rozwigzan niektérych
z nich.

Zadanie 1.
Dany jest kat ASB o mierze 60° oraz punkt P lezacy wewnatrz tego kata. Odlegltosci punktu

P od ramion tego kata sg réwne a i b. Udowodnij, ze odlegtos¢ punktu P od wierzchotka

2
kata jest réwna —+/a?+ab+b2.
we 3

| sposéb rozwigzania

Niech C bedzie punktem przeciecia prostej BP i ramienia AS kata. Dorobi¢

oznaczenie 6
<)
307,

Woéweczas tréjkat APC to ,polowa” tréjkata réwnobocznego, wiec PC=2a. Zatem BC=2a+bDb.
BC 2a+b

Tréjkat SBC takze jest ,potowy” tréjkata réwnobocznego, wiec BS = — .
JLc J p q L) g € 7 73

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata BPS otrzymujemy

[(2 2 4a2+4 2 2
x=1BS?+b?= ( (i/gb> +b2:\/a+;b+b+b2:\/§\/a2+ab+b2.

To koniczy dowdd.
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Il sposéb rozwigzania

bi¢ katy Przez punkt P poprowadzmy odcinek MN tak, zeby tréjkat MNS byt réwnoboczny.
te

Woéweczas tréjkaty MAP i NBP to ,polowy” tréjkatéow réwnobocznych, wiec

AP a 2a BP b
=—=—, MP=2-AM=—, BN=—1=—
V3 V3 V3’ V3 V3
Wynika stad, ze dlugos¢ boku tréjkata MNS jest réwna
2a  2b  2a+2b

VA B

AM PN=2.BN=

2b
Nz

MN =MP+NP =

natomiast dlugos$¢ odcinka AS jest réwna
2a—|—2b_ a a+2b
V3 V3 V3

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata SAP otrzymujemy

[/a+2b\? 2 4 4ab+4b2 2
x=VAS2+a?= (a\%b) +a2=\/a ki asb+ b +a2:%\/a2+ab+b2.

To konczy dowdd.

AS=MS—AM=

11l sposéb rozwigzania

Poczatkowa cze$¢ rozwiagzania, a wiec pomyst dorysowania odcinka MN, a w efekcie ,zoba-
czenie” trojkata réwnobocznego otwiera zupeinie nowe mozliwosci. Jedna z nich jest zastoso-
wanie twierdzenie Stewarta. Przypomnijmy najpierw to twierdzenie, ktérego dowdd mozemy,
jako nietrudne zadanie, poda¢ uczniom przy okazji omawiania twierdzenia cosinuséw.

Twierdzenie Stewarta. Jezeli punkt D lezy na boku BC tréjkata ABC i dzieli ten bok
na odcinki o dlugosciach BD =x i DC =y oraz BC=a, AC=b, AB=c i AD =4, to
d’a=b*x+cty—axy.
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W naszym tréjkacie MNS mamy wiec

SPZ.MN =MS?-NP+NSZ-MP—MN-MP-NP.

Trojkat jest réwnoboczny, wiec obie strony tej rownosci mozemy podzieli¢ przez MN=MS=NS.

Wtedy otrzymujemy
SP2=MS-NP+NS-MP—MP-NP,

czyli
2_2a+42b 2b 2a+2b 2a 2a 2b 4

TV VB VA VB VBB 3
:% ((a+b)2—ab) =§ (a*+ab+b?),

((a+b)b+(a+b)a—ab) =

2
skad x = —+/ a2+ ab+b2, co nalezalo wykazacé.
g 73 y

IV sposéb rozwigzania

Poprowadzmy odcinek AB i przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku. Dorobié snac
kata 60

S A

Tréjkaty PAS i PBS sa prostokatne, wiec AS? =x%—a? oraz BS?=x2—b?. Katy PSA i PSB
tych tréjkatéw dajg w sumie 60°, wiec katy SPA i SPB sumujg sie do 180° —60° =120°.

Z twierdzenia cosinuséw w tréjkacie APB otrzymujmy
1
y? =a’+b?—2abcos120° = a? +b* —2ab-cos 120° = a® + b* —2ab <2> =a?+ab+b?

a z twierdzenia cosinuséw w tréjkacie ASB otrzymujmy

1
y2=AS2+BS?—2AS -BScos60° =x*—a®+x2 —b?—2v/x2 —a?-\/x2 —b2- 5=

=22 —a?—b2—/x2—a2-\/x2—b2.

Przyréwnujac prawe strony otrzymanych réwnosci dostajemy

22 —a?—b2—v/x2—a2-\/x2—b2=a?+ab+b?,
22 —\/x2—a2-\/x2—b2 =2a%+ab+2b2.

Po dosy¢ uciazliwych rachunkach otrzymujmy teze.

V sposdéb rozwigzania
Tak jak w IV sposobie obliczamy y =1/ a?+ ab+b2.
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Zauwazmy teraz, ze skoro tréjkaty PAS i PBS sa prostokatne i ich wspdlna przeciwprosto-
katna jest odcinek PS, to okrag o Srednicy PS jest opisany na kazdym z tych tréjkatéw,
a takze na tréjkacie ABS.

VvaZ+ab+b?

X
V3 ’
2

Z twierdzenia sinuséw dla tréjkata ABS wynika, ze =x, czyli

_ Yy
sin ¥ ASB
skad

2
x=-—=va?+ab+b?
\/g )

co konczy ten dowdd.

Zauwazenie, ze na czworokacie SAPB mozna opisal okrag réwniez otwiera przed nami nowe
mozliwosci rozwigzania zadania. Pokazemy jedna z nich.

VI sposéb rozwigzania

Tak jak w poprzednim sposobie rozwigzania wykazujemy, ze na czworokacie SAPB mozna
opisa¢ okrag. Wykorzystamy teraz twierdzenie Ptolemeusza.

Twierdzenie Ptolemeusza. Jezeli na czworokacie mozna opisaé okrag, to iloczyn dlugosci
jego przekatnych réwny jest sumie iloczynéw dlugosci przeciwleglych bokéw tego czworo-
kata.

AC-BD=AB-CD+BC-AD.

Znajomo$¢ twierdzenia Ptolemeusza, podobnie jak przytoczonego wczesniej twierdzenia Ste-
warta, wykracza poza oczekiwany od maturzysty zakres ,narzedzi i Srodkéw”, wiec te na-
rzedzia moga wykorzysta jedynie Ci zdajacy, ktérzy przygotowywali sie do konkurséw lub
olimpiady matematyczne;j.

Wracamy do naszego zadania.
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Po obliczeniu dlugoéci przekatnej AB (np. tak, jak w III sposobie rozwigzania) oraz dtugosci
bokéw AS=+/x2—a? i BS=+/x2—b2, otrzymujemy z twierdzenia Ptolemeusza réwnanie

xva2+ab+b2=ay/x2—b2+by/x2—a?,

z ktérego wyznaczamy x.

VIl sposéb rozwigzania

Tym razem poprowadzmy odcinki MP i NP réwnolegle do ramion kata, tak jak na rysunku.
Diugosci tych odcinkéw oznaczmy literami m i n.

N n P

m a

60°
S M A

W ten sposéb otrzymaliémy réwnolegtobok SMPN o kacie ostrym 60°, bokach diugosci
m in, ktérego przekatna SP ma dlugos¢ x. Zauwazmy, ze a i b to wysokosci tego réwnole-
globoku. Zapiszmy jego pole na trzy sposoby

: o}
Psmpn =n-a=m-b=m-n-sin60 s

czyli
V3

a=m-b=m-n-—.
n-a=m mn- =

Z réwnosci n-a=m-n —3 oraz m-b=m-n —3 WYyZnaczm m—z—a oraz n—z—b
2 2 ym=7 Neh

Kat SMP réwnolegloboku jest réwny 120°, wiec z twierdzenia cosinuséw w tréjkacie SMP
otrzymujemy

2(1 2 (2(1)2 2a 2b 4 4 2a 2b ( 1)
2 o 2 2
x=|—&=)] +|—=] —2-—=-—%=-cos120°=za"+sb"-2- — - —-| —5 | =

42424ab 4 )
=3 +3b 3 3( Z+ab+b?).

2
—+/a?+ab+b?, co nalezalo udowodnié.
V3

VIl sposéb rozwiazania

Stad x=

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
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. . a . b
Woéwczas sinx = —, sinfp = — oraz o+ 3 =60°.
X X

Obliczmy cosinus kata o+ f3.
. . 1
cos(ax+ ) =coscxcos—sinaxsinfp = 7
Katy a1 3 s ostre, wiec

cosoc:\/l—sinzoc:\H—(%)z oraz cosB:\/l—sinzﬁzﬂl—(E)z.

Stad i z poprzedniej réwnoéci dostajemy

ay 2 b\° a b 1
v‘—(x)'v1—<x) X2
\/1 a2 bZ a’b? 1 ab

X2 x2 0 x4 2 X2

Pozostaje tylko stad obliczy¢ x. Podnoszac obie strony do kwadratu dostajemy kolejno:

1 a? b? azb2_1 ab  a’b?
T aa T

aZ b2 1 ab
I
x2 x2 4 x?
_ a’+ab+b?
=

b

3
4
xzzg(az—i—ab—i-bz),

2
x=-—=Va?+ab+b2.
V3

To konczy dowdd.

IX sposéb rozwigzania

aé znaczek Umieé¢my kat w ukladzie wspdlrzednych, tak jak na rysunku.

prostego

A
Yy

Wtedy S=(0,0), P=(xa,a), gdzie xa >0 1 A =(xa,0). Ramie SB jest zawarte w prostej
nachylonej do osi Ox pod katem 60°, wiec wspdlczynnik kierunkowy tej prostej jest réwny
tg60° = V3. Zatem jej réwnanie ma postaé y= V3x, czyli \@x—y =0.
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Odlegtos¢ punktu P od prostej SB jest réwna
VS

J(3) H

gdyz punkt P lezy ponizej prostej SB.

- oo} (oa-a),

1 a+2b . a+2b
Zatem 5 (\/ng—a> =b, skad xa 77, czyli A= ( 7 ,O>.

Ze wzoru na dlugo$¢ odcinka otrzymujemy

)\ 2 214 4b2 2 2 2 9
SP= <a+ b) +a :\/a +dab+4b%+3a :\/4a +4ab AT _ 2 /T ab ol
V3 3 3 V3

To konczy dowdd.

Zadanie 2.
Na boku CD kwadratu ABCD lezy punkt E. Dwusieczna kata BAE przecina bok BC tego
kwadratu w punkcie F (zobacz rysunek). Doda¢ dwa L
D E C
F
A B

Udowodnij, ze AE=BF+DE.

Tym razem prezentowane rozwigzania beda podane w kolejnosci od rozwigzania ,,sitowego”
do rozwigzania ,,eleganckiego”.

| sposéb rozwigzania

Poprowadzmy odcinek EG prostopadly do boku AB. Niech AD =a, AE=z, BF=x, DE=y
oraz ¥ BAF =XEAF = «. Pokazemy wiec, ze x+y=z.

D Y E C

a ? /F

Q

Q
>\

EG
Z tréjkata AEG otrzymujemy tg £ GAE = AG czyli tg2a = S.
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BF
Z tréjkata ABF otrzymujemy natomiast tg £XBAF= AB

Ze wzoru na tangens podwojonego kata i otrzymanych réwnosci mamy

. X
, czyli tgo = P

2tgax @
1—tgzociy’
2'% _a
2_ )
-3
2ax _a
a2 —~2 _y’
2 .2

2xy=a“—x".
7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ADE otrzymujemy a’ =z> —yz, wiec

xy =22 —y? —x?,

X% 4+ 2xy +y? =22,

(x+y)2 =22

Stad x+y =z, co nalezalo udowodnic.

Il sposéb rozwigzania

Przedtuzmy odcinek AF do przeciecia z prosta DC i punkt tego przeciecia oznaczmy literg
G. Pozostale oznaczenia przyjmijmy takie, jak w poprzednim sposobie rozwigzania (AD =a,
AE=z, BF=x, DE=y, ¥xBAF=XEAF=«).

D Y E C

Q

A B

Proste AB i DC sg réwnolegle, wiec katy BAF i CGF sg réwne, czyli X CGF=¥<BAF=«.
To oznacza, ze tréjkat AGE jest réwnoramienny. Zatem EG = AE =z. Stad wynika, ze

DG=DE+EG=y+z.

Tréjkaty ABF i GDA sa podobne (oba sg prostokatne i ¥ CGF=¢BAF=«), wiec
E :A—B czyli ytz = a'
AD BF’ a X
Stad otrzymujemy a’=x(y+z).

7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ADE wynika natomiast, ze a? =22 —yz, wiec

22—y =x(y+2),
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(z—y) (z+y) =x(y+2z).

Dzielac obie strony tej réwnosci przez y+z otrzymujemy teze.

11l sposéb rozwigzania

Przedtuzmy odcinek AF do przeciecia z prosta DC w punkcie G oraz narysujmy odcinek
AH prostopadly do odcinka AG tak, zeby jego koniec H lezal na prostej DC. Pozostate
oznaczenia przyjmijmy takie jak poprzednio.

/ y_» o \
HD G

Jak w poprzednim sposobie rozwiazania zauwazamy, ze katy BAF i CGF sag réwne, bo proste
AB i DC sg réwnolegle, czyli ¥ CGF =«<BAF = « oraz wnioskujemy stad, ze tréjkat AGE
jest rownoramienny. Zatem EG = AE =z. Tréjkat GAH jest prostokatny, EG =AE =z, wiec
punkt E jest Srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie, a odcinek GH jest jego $rednica.
Zatem

HE=AE=GE=z.

Ponadto kat ostry przy wierzchotku H tego tréjkata jest réwny 90° —« (bo drugi kat ostry
AGH to «). To z kolei oznacza, ze kat ostry DAH w trdjkacie prostokatnym ADH jest
réwny o. Stad wnioskujemy, ze tréjkaty ADH i ABF sa przystajace, bo (oprécz réwnosci
odpowiednich katéw) ich przyprostokatne AD i AB sg réwne. Zatem HD = BF =x, wiec

z=AE=HD+DE=x+y.
To nalezato udowodnic.

IV sposéb rozwigzania

Przyjmijmy te same oznaczenia jak w poprzednich dwéch sposobach rozwigzania i na prostej
DC wybierzmy taki punkt G nie lezacy na odcinku CD, zeby GD =BF =x. Poprowadzmy
tez odcinek AG.

AW




62 4. Zadania na dowodzenie. Geometria, cz. III

Tréjkaty ABF i ADG sg zatem przystajace (oba sa prostokatne, GD=BF=x, AD=AB=aqa).
Stad £¥GAD =« oraz ¥AGD =90° —«.

Zauwazmy teraz, ze X\GAE=XGAD+ «DAE=0a+(90° —2x) =90°—«. To z kolei oznacza, ze
tréjkat AEG jest réwnoramienny a jego ramiona to AE i GE. Zatem AE=GE, czyli z=x+y,
co wtadnie nalezalo udowodnic.

Zadanie 3.

Wykaz, ze jezeli trapez ma prostopadle przekatne, to suma kwadratéw dlugosci tych prze-
katnych jest réwna kwadratowi sumy dlugosci jego podstaw.

| sposéb rozwigzania

Oznaczmy przez c i d dlugosci przekatnych trapezu, za$ przez a i b dltugosci jego podstaw.
Poprowadzmy odcinek CE réwnolegty do BD tak, zeby koniec E tego odcinka lezal na prostej

AB, jak na rysunku.

Woéweczas czworokat BECD jest réwnolegtobokiem. Zatem CE=d i BE=b. Poniewaz ACiBD
sg prostopadte, BD i CE sg réwnolegte, wiec AC i CE sg prostopadte. To oznacza, ze tréjkat
ACE jest prostokatny. Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy zatem AC?+CE2=AE?, czyli
c?4+d?= (a+b)2, co wtasnie nalezato udowodnié.

Il sposéb rozwigzania

Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku.

A

Woéwrczas teza ma postac (c—&—e)2 + (d—i—f)2 = (a—i—b)z, a po rozwinieciu nawiaséw

c?+2cete?+d*+2df+f2=a’+2ab+b2.
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7 twierdzenia Pitagorasa w tréjkatach ABS i CDS otrzymujemy a”=c’+d? oraz b2 =e’+f2,
wiec rownos¢, jaka mamy udowodnié, mozemy zapisaé w postaci rownowaznej

(c*+d?)+2ce+2df+ (e? +f*) =a’+2ab+b?,
a?+2(ce+df)+b?=a’+2ab+b?,
ce+df =ab.

Pozostaje wiec wykazaé prawdziwos¢ tej rownosci.

Tréjkaty ABS i CDS sa podobne, gdyz katy BAS i DCS sg réwne, podobnie jak katy ABS

. . . . , c e
i CDS, jako katy naprzemianlegte wyznaczone przez dwie proste réwnolegle. Zatem — = 5

d f
oraz — = b skad c= % -e oraz d= % -f. Wobec tego réwnosé ce+ df = ab jest réwnowazna
a

réwnosci

Weczesniej juz zauwazylismy, ze b? =e?+f2, wiec %-bz =ab, czyli ab=ab, co jest oczywiscie
prawda.

Kazde z omawianych zadai mozna, jak widaé, rozwigzal na kilka sposobdéw i nie ma jednego
»Stusznego” sposobu. Do jakich wiec sposobéw rozwigzan naktania¢ uczniéw? Odpowiedz
wbrew pozorom nie jest latwa. Jest wypadkowa wielu czynnikéw, takich jak sprawnosé
rachunkowa ucznia, ilo§¢ czasu potrzebna na takie rozwigzanie, czy tez jakie§ indywidualne
upodobania ucznia wynikajace z jego wczedniejszych wlasnych zmagan z zadaniami. Wydaje
mi sie jednak, ze wskazanym byloby przynajmniej od czasu do czasu pokazac uczniowi kilka
mozliwych rozwiagzan zadania i oméwic trudnosci kazdej z metod. Na egzaminie maturalnym
nie przyznaje sie zdajacym punktéw za ,wrazenie artystyczne”, podczas zaje¢ z uczniami
mozna jednak o rozwigzaniach ,sitowych” i tych ,eleganckich” rozmawiac.

Na zakonczenie proponuje trzy zadania, ktére mozna rozwigzac zaréwno metodami ,sitowy-
mi”, jak i nieco bardziej elegancko. Proponuje co§ dorysowac.

Zadanie 4.

Prostokat ABCD jest ztozony z trzech kwadratéw: AEFD, EGHF i GBCH, tak jak na ry-
sunku.

A E G B

Ugzasadnij, ze ¥AED+ £AGD+ £XABD =90°.



Zadanie 5.
Dwusieczna kata ACB przecina bok AB tego tréjkata w punkcie D (zobacz rysunek).

C

. . AD BD
Wyka.z, ze Aic = %

Jest to twierdzenie o dwusiecznej kata wewnetrznego tréojkata.

Zadanie 6.

Dwusieczna kata ACB przecina bok AB tego tréjkata w punkcie D. Oznaczmy dlugosci
odcinkéw AC, BC i DC odpowiednio b, a, d (zobacz rysunek).

C

2ab
a+b’

Wykaz, ze d <



Rozdziat 5

Zadania z kombinatoryki
czyli o sztuce zliczania

Wojciech Guzicki
konsultacja: Waldemar Rozek

Wyklady z kombinatoryki, ktére tu przedstawiam, sa przeznaczone dla nauczycieli. Nie
sg natomiast podrecznikiem dla ucznia. Gdy ucze kombinatoryki w szkole, staram sie nie
naduzywaé formalizmu i symboliki teoriomnogosciowej. Definicje poje¢ kombinatorycznych
1 podstawowe zasady kombinatoryczne podaje uczniom i zapisuje na tablicy stowami, bez
odwolywania sie do zapisu bardziej formalnego. Tak tez formultuje wiekszos¢ zadan. W tym
wykladzie w wielu miejscach bede postepowal tak samo. Jednak — jak napisalem na po-
czatku — jest to wyklad dla nauczycieli, do ktérych mozna (a moze nawet nalezy) méwic
takze jezykiem bardziej formalnym. Dobrze jest, by nauczyciel zobaczyl, w jaki sposéb
mozna nieformalne rozumowania kombinatoryczne zapisa¢ w jezyku, ktéry poznal w czasie
studiow wyzszych. Tym jezykiem jest oczywiscie jezyk teorii mnogosci.

Chce jednak podkresli¢, ze formalizm na ogét utrudnia, a nie utatwia zrozumienie — chyba,
ze jesteSmy z tym formalizmem bardzo dobrze oswojeni. Dla ucznia — niezaleznie od tego,
czy jest to uczen gimnazjum czy liceum — formalizm teoriomnogos$ciowy jest raczej nowo-
$cig. Uzywanie formalizmu stawia zatem ucznia wobec podwdjnej trudnosci: odczytania,
o co naprawde chodzi w zadaniu czy rozwigzaniu zadania i zrozumienia toku rozumowania
zapisanego w niecodzienny (dla niego) sposéb. Kombinatoryka jest takim dzialem mate-
matyki, w ktérym prawie niepotrzebna jest bogata teoria. Rozumowania kombinatorycz-
ne nie wykorzystuja skomplikowanych poje¢ matematycznych i wymagaja wtasciwie tylko
sprytnych pomysiéw —inaczej méwiac, zgodnie z nazwag tej dziedziny matematyki, kom-
binowania. Dlatego na ogdt nie jest potrzebny zaden skomplikowany formalizm. Starajmy
sie przedstawi¢ problemy kombinatoryczne w sposéb jak najprostszy, jezykiem codziennym,
najbardziej zrozumialtym dla ucznia, i oczekujmy od niego rozumowan wyrazonych w takim
samym jezyku.

W niektérych sytuacjach formalizm staje sie bardziej potrzebny. Dotyczy to nielicznych
zadan pokazanych w tych wyktadach. W tych zadaniach bede zatem takiego formalizmu
uzywal. Pamietajmy jednak, ze sa to zadania trudne, nieraz znacznie wykraczajace ponad
program szkolny, nierzadko sg to zadania o trudnosciach olimpijskich. Przytaczam je tutaj
gtéwnie po to, by pokazaé nauczycielom, ze w do$¢ prosty sposéb mozna uzyskac niebanalne
rezultaty.
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5.1. Podstawowe oznaczenia i terminologia

Wszystkie zbiory, z ktérymi w tych wyktadach bedziemy mieli do czynienia, sg zbiorami
skonczonymi. Inaczej méwiac, bede tu pokazywac, na czym polega sztuka zliczania elemen-
téw zbioréw skonczonych. Oczywiscie nie tlumacze uczniom, co to sg zbiory skonczone;
zakladam, ze istnieje co$ takiego jak nasza wspdlna intuicja skonczonosci. Skonczone jest
to, co daje sie policzy¢. Jesli A jest zbiorem skorficzonym, to symbolem |A| oznaczam liczbe
elementéw zbioru A. Nie bede uzywatl okreslenia moc zbioru. Dla dowolnej liczby naturalnej
n>1 symbolem [n] bede oznaczal zbiér wszystkich liczb naturalnych od 1 do n. Ponadto
[0] jest zbiorem pustym:

m]={1,...,n} dlan>T, [0] =0.
Podstawowa zasadg kombinatoryki, na ktérej opierajg si¢ wszystkie dalsze rozwazania, jest:
[nll=n.

Inaczej méwiac, zbidr [n] jest wzorcowym przykiadem zbioru n-elementowego.

Przy zliczaniu elementéw zbioréw skoriczonych bede stosowal trzy zasady (reguly) kombi-
natoryczne, ktére wprowadze w dalszych rozdziatach.

5.2. Zasada rownolicznosci

Pierwsza z trzech zasad kombinatorycznych wspomnianych w rozdziale 5.1. jest zasada réw-
nolicznosci.

Zasada roéwnolicznosci. Przypusémy, ze elementy dwdch zbioréw skonczonych A i B mozna
potaczyé w pary (a,b) tak, ze spelnione sg nastepujace wlasnosci:

— (R1) w kazdej parze (a,b) element a nalezy do zbioru A i element b nalezy do zbioru B,
— (R2) kazdy element zbioru A znajduje si¢ w doktadnie jednej parze (a,b),
— (R3) kazdy element zbioru B znajduje sie w doktadnie jednej parze (a,b).

Woéwczas zbiory A i B majg tyle samo elementéw: |[A|=|B].

Zasade réwnolicznosci mozna rozszerzy¢é w nastepujacy sposéb. Wiasnosci (R1) i (R3) po-
zostawmy bez zmian. Wiasno$¢ (R2) zastgpmy natomiast wiasnosciag méwiaca, ze kazdy
element zbioru A wystepuje w doktadnie k parach z k réznymi elementami zbioru B, gdzie
k jest ustalong liczba naturalng. Wéwczas ta uogdlniona zasada réwnolicznosci méwi ze za-
chodgzi réwnosé: k-|A|=|B|. Oczywiscie dla k=1 otrzymujemy zwykla zasade réwnolicznosci.
W notacji teoriomnogo$ciowej ta uogdlniona postaé¢ zasady réwnolicznosci oznacza, ze jesli
istnieje funkcja
f:B=HA

taka, ze dla kazdego a € A mamy |[f~'(a)|=Xk, to k-|A|=|B|.

Zasada réwnolicznosci, w terminologii teoriomnogo$ciowej, oczywiscie mowi, ze jesli istnieje

funkcja

1-1

f: A— B,
na
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to |A|=|B|.

W tym rozdziale pokaze kilka zadan ilustrujacych powyzsza zasade réwnolicznosci. Rozu-
mowania prowadzace do rozwigzania niektorych z nich sg czasem nazywane rozumowaniami
»przez symetrie”. Powody dla takiej nazwy stang sie — mam nadzieje — jasne po obejrzeniu
tych rozwigzan.

A oto te zadania wraz z rozwigzaniami.

Zadanie 1.

Ile jest liczb trzycyfrowych podzielnych przez 77 Ile jest liczb trzycyfrowych podzielnych
przez 177 Ile liczb trzycyfrowych daje reszte 1 przy dzieleniu przez 77 Ile liczb trzycyfrowych
daje reszte 6 przy dzieleniu przez 77 Ile liczb trzycyfrowych daje reszte 4 przy dzieleniu
przez 77

Rozwigzanie

W tym zadaniu uczniowie czgsto popelniaja typowe biedy. Pierwszy blad polega na tym, ze
zle obliczaja liczbe liczb trzycyfrowych: od 999 odejmuja 100, otrzymujac wynik 899. Ten
blad opisywalem wyzej. Nastepnie wykorzystuja ten zty wynik w dalszych obliczeniach, cze-
sto tez btednych. Co ciekawe, w niektérych zadaniach powyzszej postaci uzyskuja poprawny
wynik, mimo popetnianych btedéw. Popatrzmy na nastepny btad. Uczniowie rozumujg w na-
stepujacy sposéb: co siédma liczba jest podzielna przez 7, wiec do otrzymania odpowiedzi
na pierwsze pytanie nalezy podzieli¢ przez 7 liczbe wszystkich liczb trzycyfrowych i odrzucié
cze$¢ utamkowa wyniku. Oto wyniki dzielen:

900:7 =128,57142,
899:7 =128,42857.

Niezaleznie od tego, czy poprawnie obliczyli liczbe liczb trzycyfrowych, czy popelnili btad,
otrzymali poprawny wynik: jest 128 takich liczb. Rozumowanie jednak jest bledne. Popatrz-
my na drugie pytanie. Tym razem mamy podzieli¢ 900 (lub 899 w przypadku popelnienia
bledu na poczatku) przez 17. Oto wyniki dzielen:

900:17 =52,941176,
899:17 =52,882352.

Tym razem uczniowie otrzymali (znéw niezaleznie od tego, czy popelnili pierwszy blad, czy
nie) zly wynik. Mianowicie stwierdzili, ze sg 52 takie liczby, podczas, gdy w rzeczywistosci
jest ich 53. Jak zatem nalezy rozwiagzywac to zadanie i skad sie¢ wzigl btad?

Obliczmy najpierw, ile jest liczb podzielnych przez 7 wsrdd liczb od 1 do 999. Poniewaz
co siédma liczba jest podzielna przez 7, wiec dzielimy 999 przez 7. Otrzymujemy wynik
142,71428. Zatem sag 142 takie liczby. Teraz obliczymy, ile jest liczb podzielnych przez 7
wsréd liczb od 1 do 99 (a wigc ,ztych” liczb— bo za malych). Dzielimy 99 przez 7, otrzy-
mujac wynik 14,142857. A wiec jest 14 takich ,zlych” liczb. Odejmujemy: 142 —14 =128
i stwierdzamy, ze jest 128 szukanych liczb.
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Podobne dzielenia przez 17 dadzg wyniki:

99917 =58,764705,
99:17 =5,8235294.

Znéw odejmujemy: 58 —5=>53 i otrzymujemy ten poprawny wynik —sg 53 szukane liczby.
Ale dlaczego tym razem mogliSmy dzieli¢ przez 7 czy przez 17 i to bylo dobrze? Jesli,
na przyklad, podzielimy 999 przez 7, to okaze sig, ze wszystkie liczby od 1 do 999 mozna
podzieli¢ na 142 grupy po 7 kolejnych liczb i zostanie jeszcze kilka liczb w ostatniej, niepelnej
grupie (nie jest wazne, ile ich zostanie; wazne jest tylko to, zZe mniej niz 7):

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

92 93 94 95 96 97 98

99 100 101 102 103 104 105

9288 989 990 991 992 993 994

995 996 997 998 999
W kazdej grupie podzielna przez 7 jest liczba siddma, ostatnia. Zatem liczb podzielnych
przez 7 jest tyle, ile pelnych siedmioelementowych grup. A wiec tyle, ile wynosi iloraz z dzie-
lenia; w tym przypadku 142. Podobnie jest z liczbami od 1 do 99. To wyjaénia, dlaczego
poprawnym wynikiem jest 128.
A na czym polega blagd w metodzie stosowanej przez ucznidéw? Jesli podzielimy 900 przez

7, to okaze sig, ze wérdd liczb od 100 do 999 jest 128 pelnych grup siedmioelementowych
i zostanie kilka liczb w ostatniej, niepelnej grupie:

100 101 102 103 104 105 106

107 108 109 110 111 112 113

114 115 116 117 118 119 120

989 990 991 992 993 994 995

996 997 998 999
Zauwazmy jednak, ze w kazdej pelnej grupie liczba podzielna przez 7 stoi na szdstym miejscu.
A wiec w ostatniej, czteroelementowej grupie, takiej liczby nie ma. Zatem liczb podzielnych
przez 7 jest tyle, ile pelnych, siedmioelementowych grup. A wiec 128. A jak jest w przypad-

ku dzielenia przez 177 Tym razem mamy 52 pelne siedemnastoelementowe grupy i jedna
niepelng grupe. Ale ta ostatnia grupa ma 16 elementéw:

100 101 102 103 ... 114 115 116
117 118 119 120 ... 131 132 133
134 135 136 137 ... 148 149 150
967 968 969 970 ... 981 982 983

984 985 986 987 ... 998 999
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W kazdej grupie liczba podzielna przez 17 stoi na trzecim miejscu. Zatem w tej ostatniej
grupie tez znajduje sie liczba podzielna przez 17. Stad wynika, ze szukanych liczb jest 53,
mianowicie o jedna wiecej niz liczba pelnych siedemnastoelementowych grup. Ten sposdb
rozwigzania musi wiec uwzglednia¢ takze to, gdzie w rozwazanych grupach liczb stoja liczby
podzielne przez te liczbe, przez ktéra mamy dzielié.

Pokaze teraz, w jaki sposéb mozemy rozwigzaé zadanie za pomoca zasady réwnolicznosci.
Niech A bedzie zbiorem liczb trzycyfrowych podzielnych przez 7. Sg to liczby postaci 7k,
przy czym 100 < 7k < 999. Stad wynika, ze 15 <k < 142. Zatem

A={7k: 15<k <142

Laczymy w pare liczbe 7k z liczbg k. W ten sposéb polaczymy w pary liczby ze zbioru A
z liczbami ze zbioru {15,16,...,142}. Ten ostatni zbiér ma 128 elementdéw, a wiec |A|=128.
Podobnie mozemy pokazaé, ze zbidr liczb trzycyfrowych podzielnych przez 17 ma postac

{17k: 6 <k <58}

Ten zbiér ma zatem tyle elementéw, co zbiér {6,7,...,58}, czyli 53 elementy. Wreszcie zbidr
liczb trzycyfrowych, ktore przy dzieleniu przez 7 daja reszte 1, to zbidr

{106,113,120,...,995} = {7k +1: 15 <k < 142}.

Ma on 128 elementéw. Podobnie zbidr liczb trzycyfrowych dajacych reszte 6 przy dzieleniu
przez 7, to zbidr
{104,111,118,...,993} ={7k+6: 14 <k <141}

Ten zbidr tez ma 128 elementéw. Wreszcie zbidr liczb trzycyfrowych dajacych reszte 4 przy
dzieleniu przez 7, to zbidr

(102,109,116, ...,991,998} = {7k +4: 14 <k < 142}.

Ten zbiér ma 129 elementow.

Obiektem czesto uzywanym w rozumowaniach kombinatorycznych jest tzw. ciag zerojedyn-
kowy.

Ciagiem zerojedynkowym nazywam ciag skonczony (aj,...,an), ktérego kazdy wyraz jest
zerem lub jedynka, czyli taki, ze

a,...,an €{0,1}

Zbiér wszystkich ciagéw zerojedynkowych diugosci n bede oznaczal symbolem S(n). Sym-
bolem Sy (n) oznaczam zbiér wszystkich ciagéw zerojedynkowych, w ktérych jest doktadnie
k wyrazéw réwnych 1:

Sk(m)={(a,...,an) €SM): lfi: ai=1}=k}.
Tak wiec na przyktad
(])1>0)1>0)0»031)ES4(8)a (1,],],1)654(4), (O>O)O>O)€SO(4)-

Czesto, gdy mamy do czynienia z ciggami liczbowymi, ktérych wyrazy sa liczbami natu-
ralnymi jednocyfrowymi (to znaczy wyrazy naleza do zbioru {0,1,2,...,9}), bede opuszczal
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W zapisie ciggu nawiasy i przecinki. Tak wiec powyzsze przyklady moge zapisa¢ w sposéb
nastepujacy:
11010001 € S4(8), 1111 € S4(4), 0000 € Sp(4).

Zadanie 2.

Udowodnij, ze liczba ciaggdw zerojedynkowych dlugosci 15, w ktérych wystepuje parzysta
liczba jedynek, jest rowna liczbie ciggdw zerojedynkowych diugosci 15, w ktérych wystepuje
nieparzysta liczba jedynek.

Rozwigzanie

Najprostsze rozwigzanie, ktére uczniowie znajdujg najczesciej, polega na nastepujacym 1a-
czeniu ciggéw w pary. Przypusémy, ze dany jest ciag (aq,az,...,a15), w ktérym jest parzysta
liczba jedynek. Laczymy go w pare z ciaggiem (bq,b2,...,b1s5) okreSlonym za pomocag wzoru:

bi=T—qa; d1a1:1,2,,15

Inaczej méwiac kazde zero zamieniamy na jedynke i kazda jedynke zamieniamy na zero:
e jedli a; =0, to by =1,
L] Jeéll ai :1, to bi =0.

Na przyklad, cigg 011000100111000 taczymy w pare z ciagiem 100111011000111. Oczywi-
§cie, jesli w ciggu (aj,az,...,a7s5) byla parzysta liczba jedynek, to byla nieparzysta liczba
zer. Zatem w ciggu (b, bs,...,b15) wystepuje nieparzysta liczba jedynek. Stad wynika, ze
spelniony jest warunek (R1) z zasady réwnolicznosci, gdzie A jest zbiorem ciggéw z parzysta
liczbg jedynek, zas B jest zbiorem ciggdw z nieparzysta liczba jedynek. Nietrudno zauwazy¢,
ze spelnione sg takze dwa pozostate warunki (R2) i (R3), co dowodzi, ze zbiory A i B maja
tyle samo elementéw.

Uwaga

W dalszym ciagu (zadanie 29) wykazemy, ze istnieje 2™ ciggéw zerojedynkowych diugosci
n. Stad wynika, ze oba zbiory A i B maja po 2'* elementéw.

Zadanie 3.

Udowodnij, ze liczba ciggdw zerojedynkowych diugosci 16, w ktérych wystepuje parzysta
liczba jedynek, jest réwna liczbie ciggdw zerojedynkowych dlugosci 16, w ktérych wystepuje
nieparzysta liczba jedynek.

Rozwigzanie

Metoda !aczenia w pary, opisana w rozwigzaniu poprzedniego zadania, nie dziata. Jesli
bowiem tym razem w ciggu (aj,az,...,a16), W ktérym wystepuje parzysta liczba jedynek,
zastapimy zera jedynkami i jedynki zerami, to otrzymamy cigg, w ktérym takze wystepuje
parzysta liczba jedynek. Potrzebny jest wiec inny sposéb laczenia w pary. Ten nowy sposéb
polega na tym, by tylko na ostatnim miejscu zastgpi¢ zero jedynka, a jedynke zerem. Zatem
ciag (as,...,a1s5,a1¢) taczymy w pare z ciagiem (as,...,ass,1 —ajg). To znaczy, ze:
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e ciag (ar,...,as,0) tgczymy w pare z ciggiem (aj,...,as, 1),
e ciag (aj,...,as, 1) taczymy w pare z ciggiem (aj,...,ass,0).

Na przyktad, cigg 0110001001110001 taczymy w pare z ciggiem 0110001001110000. Spraw-
dzenie, ze spelnione sg warunki (R1), (R2) i (R3) opisane w zasadzie réwnolicznosci, pozo-
stawie jako ¢wiczenie.

Uwaga

Zauwazmy, ze sposéb laczenia w pary opisany w tym rozwigzaniu jest dobry dla ciggdéw
dowolnej dtugoéci. Stad wynika, ze dla kazdego n istnieje 2™ ciagéw zerojedynkowych
dlugosci n, w ktérych wystepuje parzysta liczba jedynek i tyle samo ciggdw, w ktérych
wystepuje nieparzysta liczba jedynek.

Zadanie 4.

Udowodnij, ze liczba ciaggdw zerojedynkowych dtugosci 15, w ktérych wystepuje wigcej je-
dynek niz zer, jest réwna liczbie ciggdw zerojedynkowych dlugosci 15, w ktoérych wystepuje
wiecej zer niz jedynek.

Rozwigzanie

Sposéb taczenia w pary opisany w rozwigzaniu zadania 1 jest dobry.

Uwaga

W uwadze po zadaniu 2 wspomnialem, ze istnieje 2™ ciaggéw zerojedynkowych dlugosci n.
Wynika stad, ze jesli liczba n jest nieparzysta, to istnieje 2"~ ciagéw zerojedynkowych diu-
gosci n, w ktérych jest wiecej jedynek niz zer i tyle samo ciggéw zerojedynkowych dlugosci
n, w ktérych jest wiecej zer niz jedynek. Oczywiscie, jedli n jest liczba parzysta, to takze
liczba ciagéw zerojedynkowych dlugosci n, w ktérych jest wiecej jedynek niz zer, jest réwna
liczbie ciggdéw zerojedynkowych dlugosci n, w ktorych jest wiecej zer niz jedynek. W tym
przypadku nie mozemy jednak twierdzi¢, ze w obu tych zbiorach znajduje sie po 2!
ciggéw, gdyz istniejg ciggi, w ktorych jest tyle samo jedynek i zer. Dopdki nie dowiemy sie,
ile jest tych ostatnich ciggéw, nie bedziemy mogli obliczy¢, ile elementéw ma zbidr ciggdw,
w ktérych jest wiecej jedynek i zbidr ciggéw, w ktorych jest wiecej zer.

Zadanie 5.
Niech n > 6. Rozwazamy zbiér S ciagéw (aj,...,an), ktérych wyrazy naleza do zbioru
{0,1,...,9}. Mozna powiedzieé, ze elementami zbioru S sg liczby majace co najwyzej n cyfr;

z tym tylko, ze jesli liczba ma mniej niz n cyfr, to jej zapis dziesietny jest uzupelniany na
poczatku odpowiednia liczbg zer. Teraz w zbiorze S wyrdzniamy dwa podzbiory. Zbiér A
sklada sie z tych ciggdw, w ktérych kazda liczba parzysta (tzn. 0, 2, 4, 6 i 8) wystepuje
doktadnie jeden raz, pozostale wyrazy ciggu sg natomiast liczbami nieparzystymi. Zbidr
B sklada si¢ natomiast z tych ciaggéw, w ktérych kazda liczba nieparzysta (tzn. 1, 3, 5,
7 1 9) wystepuje dokladnie jeden raz, pozostale wyrazy ciagu sa za$ liczbami parzystymi.
Udowodnij, ze zbiory A i B maja tyle samo elementéw, tzn. |A|=|B|.
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Rozwigzanie

Ciag (aj,...,an) nalezacy do zbioru A laczymy w pare z ciggiem (by,...,b,,) zdefiniowanym
w nastepujacy sposdb:

e jesdli a; jest liczbg parzysta, to by =a;+1,
e jesli a; jest liczbg nieparzysta, to by =a;—1.
Popatrzmy na kilka przyktadéw. Niech n=8. Wéwczas:
e cigg 10386524 taczymy w pare z ciggiem 01297435,
e ciag 02468111 laczymy w pare z ciggiem 13579000,
e cigg 97586420 laczymy w pare z ciggiem 86497531.
Sprawdzenie, ze ten sposdb laczenia w pary jest dobry, pozostawie jako ¢wiczenie.

Symbolem P(A) oznaczam zbiér wszystkich podzbioréw zbioru skorficzonego A, symbolem
Pi(A) oznaczam zbidr wszystkich podzbioréw k-elementowych zbioru A:

P(A)={X: XCA}, Py (A)={Xe€P(A): [X|=k}.
Ponadto bede uzywal oznaczen:

P(m)=P(n]),  Px(n)=Pk(n]).

Zadanie 6.

Udowodnij, ze jesli 0 <k < n, to [Sx(n)|=|Px(n)|. Ogdlnie, jesli zbiér A ma n elementéw, to
ISk (n)|=[Px(A)].

Rozwigzanie

Ciag zerojedynkowy (ai,...,a,) 1gczymy w pare ze zbiorem tych miejsc, na ktérych w tym
ciggu stoi jedynka. Formalnie: ten ciagg laczymy ze zbiorem {i € [n]: a; =1}. Na przykiad,
jesli n=_§, to:

e dla k=3 cigg 01100010 taczymy w pare ze zbiorem {2,3,7},
e dla k=0 cigg 00000000 tgczymy w pare ze zbiorem pustym,
e dla k=8 ciag 11111111 taczymy w pare ze zbiorem [8] ={1,2,3,4,5,6,7,8}.
W przypadku dowolnego zbioru A zaczynamy od ponumerowania elementéw tego zbioru:
A={X1,X2y..sXn}.

Nastepnie ciag (ai,...,an) laczymy w pare ze zbiorem {x; €A: a;=1}.

Uwaga

Nietrudno dostrzec, ze w przypadku, gdy rozwazamy podzbiory zbioru [n], ciag zerojedyn-
kowy jest funkcjg charakterystyczng podzbioru, w ktérym jest w parze. Oczywiscie to jest
uwaga dla nauczycieli; uczniom nie méwie nic o funkcjach charakterystycznych. Ttumacze
im natomiast udowodniong odpowiednio$¢ w nastepujacy sposéb.

Dany jest zbiér A majacy n elementéw; ponumerujmy je: A ={aj,az,...,an}. Kazdemu
podzbiorowi zbioru A odpowiada wéwczas pewien cigg zerojedynkowy. Nadajmy elementom
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zbioru A jaka$ interpretacje: niech nasz zbidr A bedzie zbiorem n o0séb, na przyktad uczniow
danej klasy. Chcemy wybraé¢ pewna liczbe 0séb (by¢ moze nikogo lub nawet wszystkich) do
nagrody. Na ile sposobéw mozemy to zrobi¢? Otdz przygladamy sie kolejno tym osobom i co
do kazdej podejmujemy jedna z dwdch decyzji: ,,tak” lub ,nie”. Jesli tak, to piszemy jedynke;
w przeciwnym przypadku piszemy zero. Tworzymy w ten sposéb pewien cigg zerojedynko-
wy diugosci n. Kazdemu sposobowi wyboru oséb do nagrody (czyli kazdemu podzbiorowi
zbioru A) odpowiada jeden cigg zerojedynkowy diugosci n i na odwrét; ponadto réznym
podzbiorom odpowiadajg rézne ciagi. A wiec tych sposobéw wyboru oséb do nagrody (czyli
podzbioréw zbioru A) jest tyle, ile ciaggdw zerojedynkowych. W podobny sposéb mozna
przekonaé uczniéw, ze podzbioréw k-elementowych jest tyle, ile ciggdw zerojedynkowych
dtugosci n, w ktérych jest k jedynek, a wiec [Sy(n)|.

Uczniowie czesto majg trudnosci ze zrozumieniem pojecia podzbioru. Powyzsza interpretacja
pomaga im to pojecie zrozumieé: mamy calg klase i niektérych ucznidw chcemy nagrodzié;
uczniowie nagrodzeni tworzg podzbiér zbioru wszystkich uczniéw. W szczegdlnosci uczniowie
tatwiej rozumieja, co to jest zbidér pusty. Na ogél sprawia im klopot to, ze zbidr pusty
takze pochodzi z pewnego wyboru. Zastanawiaja sig, co to znaczy, ze istnieje tylko jeden
sposéb wyboru podzbioru pustego. Interpretacja za pomoca ciggu decyzji pomaga: cigg
pusty powstaje z ciggu decyzji indywidualnych, tak samo jak kazdy inny podzbidr.

Zadanie 7.
Dana jest liczba naturalna n > 2. Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposdb:
e zbiér A sklada sie z par (i,j) takich, ze 1 <i<j<n.

Udowodnij, ze wéwczas |A|=1S;(n)|.

Rozwigzanie

Pare (i,j) laczymy z ciggiem zerojedynkowym diugo$ci n, w ktérym na miejscach i-tym
ij-ym stoja jedynki, a na pozostalych miejscach stoja zera. Niech na przyklad n=38. Wéw-
czas:

e pare (3,7) taczymy z ciggiem 00100010,
e pare (1,8) taczymy z ciggiem 10000001,
e pare (7,8) laczymy z ciggiem 00000011.

Sprawdzenie, ze ten sposdb laczenia w pary speinia warunki (R1), (R2) i (R3), pozostawig
jako ¢wiczenie.

Zadanie 8.
Dana jest liczba naturalna n > 3. Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposdb:
e zbiér A sklada sie z ciagéw (i,j,k) takich, ze 1<i<j<k<n.

Udowodnij, ze wéwczas |[A|=|S3(n)|.

Rozwigzanie

Postepujemy tak jak w zadaniu 7. Tréjke (1,j,k) taczymy w pare z ciggiem zerojedynkowym
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dlugosci n, w ktérym stojg 3 jedynki (na miejscach i-tym, j-ym i k-tym) oraz n—3 zer (na
pozostatych miejscach). Niech na przykiad n=8. Wéwczas:

o tréjke (2,3,4) taczymy w pare z ciggiem 01110000,
o tréjke (2,5,7) taczymy w pare z ciggiem 01001010,
e tréjke (1,5,8) taczymy w pare z ciggiem 10001001.

Sprawdzenie, ze ten sposéb laczenia w pary spelnia warunki (R1), (R2) i (R3), pozostawig
jako ¢wiczenie.

Zadanie 9.
Dane sa liczby naturalne k i n takie, ze 1<k <n. Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposdb:
e zbiér A sklada sie z ciagéw (aj,...,ax) takich, ze 1<a; <...<ap <n.

Udowodnij, ze wéwczas |A| =[Sy (n)|.

Rozwigzanie

To zadanie jest uogdlnieniem zadan 7 i 8. Ciag rosnacy (as,...,ax) laczymy w pare z ciggiem
zerojedynkowym dlugosci n, w ktérym wystepuje dokladnie k jedynek (na miejscach o nu-
merach aq,...,ax) i n—k zer (na pozostatych miejscach). Niech na przyktad n=8 i k=5.
Wiéwezas:

e ciag (1,2,3,4,5) taczymy w pare z ciggiem 11111000,
e ciag (2,3,4,6,7) taczymy w pare z ciggiem 01110110,
e ciag (1,3,4,6,8) laczymy w pare z ciggiem 10110101.
Sprawdzenie warunkéw (R1), (R2) i (R3) pozostawie jako ¢wiczenie. Zatem |A|=|[Sy(n)|.

Zadanie 10.
Dana jest liczba naturalna n > 1. Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposdb:
e zbiér A sklada sie z par (i,j) takich, ze 1 <i<j<n.

Udowodnij, ze wéwczas |A|=1[S;(n+1)].

Rozwigzanie

Pokaze dwa sposoby rozwigzania zadania. W sposobie pierwszym najpierw definiujemy po-
mocniczy zbiér B w nastepujacy sposéb:

e zbiér B sklada sie z par (i,j) takich, ze 1 <i<j<n+1.

Wéwezas pare (i,j) nalezaca do zbioru A taczymy z para (i,j+1) nalezaca do zbioru B. Niech
na przyktad n=_8. Wéwczas:

e pare (2,6) taczymy z parg (2,7),
e pare (5,5) taczymy z para (5,6),
e pare (1,8) taczymy z parg (1,9).

Sprawdzenie, ze ten sposéb laczenia w pary par nalezacych do zbioréw A i B spelnia warunki
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(R1), (R2) i (R3), pozostawie jako ¢wiczenie. Zatem |A|=|B|. To, ze |B|=[S2(n+1)|, wynika
z zadania 7.

W sposobie drugim pokaze bezposredni sposéb laczenia w pary par ze zbioru A z ciggami
zerojedynkowymi dlugosci n+ 1 zawierajacymi dokladnie dwie jedynki. Zacznijmy od wy-
pisania n—1 zer i ponumerowania miejsc miedzy nimi (lacznie z miejscem przed pierwszym
zerem 1 po ostatnim zerze):

10 20 3 04 05 ... ne2 0 n1 0 4

Napisane zera staly sie w ten sposdb granicami miedzy miejscami ponumerowanymi liczbami
od 1 do n. Niech teraz dana bedzie para (i,j) ze zbioru A. Jedli 1< j, to w miejscach
o numerach i oraz j wpisujemy jedynki; jesli i=j, to w miejsce o numerze i wpisujemy
obok siebie dwie jedynki. W ten sposéb otrzymamy cigg zerojedynkowy sktadajacy sie
z n—1 zer i 2 jedynek; lgcznie ma on zatem diugos¢ n+1 i ma dokladnie dwie jedynki.
A wiec otrzymany cigg zerojedynkowy nalezy do zbioru S;(n+1). Popatrzmy na przyktad
ilustrujacy ten sposdb laczenia w pary. Niech n=38. NapisaliSmy zatem 7 zer, oddzielajacych
8 ponumerowanych miejsc:

10 203 04 05 06 0 7 0 3

Teraz:

e pare (3,7) laczymy z ciagiem, w ktérym jedynki wpisujemy w miejsca o numerach 3
17 czyli z ciagiem 001000010,

e pare (1,8) taczymy z ciggiem 100000001,
e pare (6,6) taczymy z ciggiem 000001100.

Sprawdzenie, ze taki sposéb laczenia w pary speinia warunki (R1), (R2) i (R3), pozostawig
jako éwiczenie. Zatem |A| =[Sz (n+1)|.

Zadanie 11.
Dana jest liczba naturalna n > 1. Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposéb:
e zbiér A sklada sie z ciagéw (i,j,k) takich, ze 1<i<j<k<n.

Udowodnij, ze wéwczas |A| =|S3(n+2)|.

Rozwiazanie

Postepujemy tak samo jak w zadaniu 10. Mamy dwa sposoby rozwigzania zadania. W spo-
sobie pierwszym definiujemy pomocniczy zbiér B w nastepujacy sposéb:

e zbiér B sklada sie z tréjek (i,j) takich, ze T<i<j<k<n+2.

Woéwczas tréjke (1,j,k) nalezaca do zbioru A laczymy w pare z tréjka (i,j+1,k+2) nalezaca
do zbioru B. Niech na przyktad n =8. Woéwczas:

e tréjke (2,4,6) taczymy w pare z tréjka (2,5,8),
e tréjke (5,5,7) taczymy w pare z tréjka (5,6,9),
e tréjke (5,5,5) taczymy w pare z tréjka (5,6,7),
e tréjke (1,3,8) taczymy w pare z tréjka (1,4,10).
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Sprawdzenie, ze ten sposéb laczenia w pary trdjek nalezacych do zbioréw A i B speinia
warunki (R1), (R2) i (R3), pozostawig jako ¢wiczenie. Zatem |A|=|B|. To, ze |B|=|S3(n+2)|,
wynika z zadania 8.
W drugim sposobie rozwigzania znéw piszemy n—1 zer i numerujemy liczbami od 1 do n
miejsca rozdzielone tymi zerami. Nastepnie, tréjke (i,j,k) laczymy w pare z ciggiem zero-
jedynkowym, w ktérym oprocz wypisanych n—1 zer mamy 3 jedynki wpisane w miejscach
o numerach i, j i k. Oczywiscie, jesli ktores liczby w rozwazanej trdjce sa réwne, to w miej-
sce o tym numerze wpisujemy obok siebie odpowiednig liczbe jedynek. Popatrzmy znéw na
przyktad. Niech nadal n=8. Znéw mamy 7 zer i 8 ponumerowanych miejsc. Wéwczas:

e tréjke (2,3,8) taczymy z ciggiem 0101000001,

e tréjke (3,3,5) taczymy z ciggiem 0011001000,

e tréjke (6,6,6) taczymy z ciggiem 0000011100.
Sprawdzenie, ze taki sposéb laczenia w pary speinia warunki (R1), (R2) i (R3), pozostawig
jako éwiczenie. Zatem |A|=|S,(n+1)|.

Zadanie 12.

Dane sg dwie liczby naturalne k i n takie, ze k,n > 1. Definiujemy nastepujace dwa zbiory

ciagdw:
e zbidér A sktada sie z ciggéw (aj,...,ay) takich, ze 1< a7 <...<ap<mn,
e zbiér B sklada sie z ciagéw (by,...,bx) takich, ze T<b; <...<bpr<n+k—1

Udowodnij, ze |A|=|B].

Rozwigzanie

WeZmy cigg (aq,...,ax) taki, ze 1<a; <...<ap<n. Laczymy go w pare z ciggiem (bq,...,by)
zdefiniowanym w nastepujacy sposdb:

b] =aj,
bry=a;+1,
b3:(13-|-2,
br=ax+k—1.

Nietrudno sprawdzié, ze wtedy 1< b; <...<by <n+k—1. Zatem ciag (b1,...,by) nalezy
do zbioru B.

Popatrzmy na kilka przyktadéw. Niech k=4 i n=7. Woéwczas:
e cigg (1,2,2,4) laczymy w pare z ciggiem (1,3,4,7),
e ciag (2,5,7,7) laczymy w pare z ciaggiem (2,6,9,10),
e ciag (7,7,7,7) laczymy w pare z ciagiem (7,8,9,10).
Oczywiscie mozliwe jest, by k >n. Niech na przyktad n =5 oraz k=7. Woéwczas:

e ciag (1,1,1,1,1,1,1) tgczymy w pare z ciggiem (1,2,3,4,5,6,7),
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e ciag (2,2,2,2,3,4,5) laczymy w pare z ciggiem (2,3,4,5,7,9,11),
e ciag (1,1,1,3,5,5,5) tgczymy w pare z ciggiem (1,2,3,6,9,10,11).

Sprawdzenie, ze kazdy ciag ze zbioréw A i B znajduje si¢ w dokladnie jednej parze, a wiec
spelnione sa warunki (R1), (R2) i (R3), jest bardzo latwe i zostawig to jako ¢wiczenie. Zatem
|A|=IBJ.

Zadanie 13.
Dane sg liczby naturalne k i n takie, ze k,n > 1. Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposdb:
e zbidr A sktada sie z ciggéw (ai,...,ay) takich, ze 1< a7 <...<ap<mn.

Udowodnij, ze wéwczas |A| =[S (n+k—1)|.

Rozwigzanie

Mamy dwa sposoby rozwigzania zadania. W sposobie pierwszym definiujemy pomocniczy
zbidr B, tak jak w zadaniu 12. Wéwczas z zadania 12 wynika, ze |A|=|B| i z zadania 9 wynika,
ze [B| =[Sk (n+k—T1)|.

Drugi sposdb rozwigzania zadania polega na uogdlnieniu rozumowania pokazanego w roz-
wigzaniach zadan 10 i 11. Mamy znéw n—1 zer rozdzielajacych n ponumerowanych miejsc.
Ciag (a7,...,ayx) laczymy w pare z ciggiem zerojedynkowym utworzonym w ten sposéb, ze
W miejsca o numerach ay,..., ax wpisujemy jedynke; w przypadku, gdy ktére§ wyrazy rozpa-
trywanego ciggu sg rowne, to w miejsce o tym numerze wpisujemy obok siebie odpowiednig
liczbe jedynek. Szczegdly pozostawie jako ¢wiczenie.

5.3. Reguta dodawania

Druga z zasad kombinatorycznych wspomnianych w rozdziale 5.1. jest reguta dodawania.

Reguta dodawania. Przypus$émy, ze mozemy wykona¢ dwie czynnosci. Pierwsza z nich kon-
czy sie jednym z m wynikéw, druga koficzy sie jednym z n wynikéw. Zaden z wynikéw
pierwszej czynnosci nie jest jednoczesSnie wynikiem drugiej czynnosci. Zatdézmy nastepnie,
ze wykonujemy jedng z tych dwoéch czynnosci. Otrzymamy wéwczas jeden z m+n wynikéw.

Reguta dodawania méwi, ze jeéli zbiory A i B sa rozlaczne, to

[AUB|=|A[+|B|.

Regule dodawania mozna rozszerzy¢ na wiekszg liczbe czynnosci. Doktadne sformutowanie
takiej rozszerzonej reguty dodawania pozostawie jako ¢wiczenie.

Z reguty dodawania wynika poprawno$¢ waznego sposobu zliczania elementéw zbioru. Przy-
pus$émy, ze mamy dane dwa zbiory A i B takie, ze A CB. Chcemy policzy¢, ile elementéw ma
zbidér A. Jedna z metod polega na tym, by policzyé wszystkie elementy zbioru B, nastepnie
policzy¢ te elementy zbioru B, ktdére do zbioru A nie nalezg i wreszcie otrzymane liczby
odjaé. Wzorami mozna to zapisa¢ w postaci

IA|=[B|—[B\ A
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Z reguly dodawania wynika bowiem, ze
IA[+[B\A[=|AU(B\A)|=]B|.

Méwiac obrazowo, zliczamy wszystkie mozliwe elementy (tzn. wszystkie elementy zbioru B),
a nastepnie zliczamy, ile wsrdd nich jest elementéw ,ztych”, to znaczy elementéw nienale-
zacych do zbioru A. Wtedy od liczby wszystkich elementéw odejmujemy liczbe elementow
ztych.

Ten sposob zliczania zastosujemy teraz do wyprowadzenia waznego wniosku. Wykazemy
mianowicie, ze je§li m <n, to

{m,m+1,...,n}{=n—m-+1.
Niech bowiem A ={m,m+1,...,n} oraz B = [n]. Wéwczas B\ A =[m—1], skad wynika, ze
IAl=[B|—[B\A|=|n]|—|m—1ll=n—(m—-1)=n—m+1.

Czesty blad uczniéw polega na tym, ze pisza, iz |A|=n—m.

Ten sposdb zliczania elementéw zbioru jest tak oczywisty, ze czesto nawet nie zauwaza-
my, iz zostala w nim wykorzystana reguta dodawania. Na przyklad, korzystaliSmy z niego
kilkakrotnie w rozdziale 5.2.

Z reguly dodawania latwo wynikaja dwa wazne wzory (sa to szczegdlne przypadki tzw.
zasady wlaczen i wylgczen):
|AUB|=|A|+|B|—|ANB]|

oraz
IJAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—-|ANC|—[BNC|+|ANBNC|.

Podobny wzdér mozna napisaé¢ takze w przypadku wickszej liczby zbioréw (ze wzoru na
liczbe elementéw sumy 4 zbiordw skorzystam w jednym z dalszych zadan; wzdr na liczbe
elementéw sumy 5 zbioréw byl wykorzystywany w zadaniu 4 z zawoddéw I stopnia XLVI
Olimpiady Matematycznej). Popatrzmy teraz na kilka zadan, w ktérych mozna zastosowaé
regute dodawania.

Zadanie 14.

Na ile sposobdw mozna wybraé¢ przedstawiciela parlamentu, ktérym ma by¢ poset lub se-
nator? Dla przypomnienia: Sejm sklada sie z 460 postéw, Senat ze 100 senatoréw i zaden
senator nie moze jednocze$nie by¢ postem.

Rozwiazanie

Mozemy wykonaé dwie czynnosci: pierwsza czynnos¢ polega na wybraniu posta, druga czyn-
no$¢ polega na wybraniu senatora. Pierwsza czynno$¢ konczy sie jednym z 460 wynikéw,
druga koficzy sie jednym ze 100 wynikéw. Zaden wynik jednej czynnosci nie jest wynikiem
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drugiej. Teraz wykonujemy jedna z tych dwdéch czynnos$ci. Mamy zatem 560 mozliwych
wynikéw i tyle jest sposobdéw wybrania przedstawiciela.

Zadanie 15.

W Kklasie liczacej 30 uczniéw wielu uczniéw gra w brydza lub szachy (lub w obie gry razem).
W brydza gra 23 uczniéow, w szachy 14 uczniéw, w obie gry razem gra 9 uczniow. Ilu uczniow
nie gra w zadng z tych gier?

Rozwigzanie

Zastosujemy zasade wiaczen i wylgczen. Niech B oznacza zbidr ucznidow grajacych w brydza
i niech S oznacza zbidr uczniéw grajacych w szachy. Mamy zatem:

[BUS|=|B|+|S|—[BNS]|.
Wiemy, ze |B| =23, |S| =14 oraz |[BNS|=9. Zatem
[BUS|=23+14—-9=28,

skad wynika, ze w zadng z tych gier nie gra dwdch uczniéw.

Zadanie 16.

W Kklasie liczacej 30 uczniéw kazdy uczenl gra w brydza lub szachy (lub w obie gry razem).
W brydza gra 19 uczniéw, w szachy 14 ucznidéw. Ilu ucznidéw gra w obie gry?

Rozwigzanie

Zastosujemy zasade wiaczen i wylgczen. Niech B oznacza zbidr ucznidow grajacych w brydza
i niech S oznacza zbidr uczniéw grajacych w szachy. Mamy zatem:

[BUS|=[B|+I|S|—[BNS|.

Z zalozenia wiemy, ze |BUS| =30, bo kazdy uczeri gra w ktéra$ z tych gier. Ponadto |B|=19
oraz |S| =14. Zatem
30=19+14—|BNS|,

skad wynika, ze |[BNS|=3. Zatem w obie gry gra trzech uczniéw.

Zadanie 17.

W klasie liczacej 30 ucznidw wielu uczniéw gra w brydza, szachy lub warcaby. W brydza gra
16 ucznidéw, w szachy gra 13 uczniéw, w warcaby gra 10 uczniéw. Jednocze$nie w brydza
i szachy gra 7 uczniéw, w brydza i warcaby gra 5 uczniéw, w szachy i warcaby gra 4 uczniéw.
Wreszcie 3 uczniéw gra we wszystkie trzy gry. Ilu uczniéw nie gra w zadng z tych trzech
gier?
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Rozwigzanie

Tym razem zastosujemy zasade wlaczen i wylaczen dla trzech zbioréw. Przy naturalnych
oznaczeniach zbioréw mamy:

IBUSUW/|=B|+|S|+|W|—IBNS|—IBNW|—=|SNW|+|BNSNW|=
=16+13+10—7—-5—-4+3=39—-16+3=26.

Stad wynika, ze 4 uczniéw nie gra w zadng z tych trzech gier.

Zadanie 18.

W klasie liczacej 30 ucznidw wielu uczniéw gra w brydza, szachy lub warcaby. W brydza gra
17 uczniéw, w szachy gra 13 uczniéw, w warcaby gra 11 ucznidéw. Jednoczeénie w brydza
i szachy gra 6 uczniéw, w brydza i warcaby gra 7 uczniéw, w szachy i warcaby gra 5 uczniéw.
Wreszcie 3 uczniéw nie gra w zadng z tych trzech gier. Ilu uczniéw gra we wszystkie trzy

gry?

Rozwigzanie

Jeszcze raz zastosujemy zasade wilaczen i wylaczen dla trzech zbiordw. Przy naturalnych
oznaczeniach zbioréw mamy:

[BUSUW/|=B|+I|S|+|W|—=IBNS|—BNW|—|SNW|+|BNSNW| =
=17+13+11—-6—7—-5+|BNSNW|=41—-18+BNSNW|=
=23+|BNSNW|.

Poniewaz 3 uczniéw nie gra w zadng z tych trzech gier, wiec [BUSUW|=27. Stad dostajemy
[BNSNW|=|BUSUW|—-23=27-23=4,

a wiec we wszystkie trzy gry gra czterech uczniéw.

Zadania 15, 16, 17 i 18 mozemy latwo rozwigzal graficznie, wykorzystujac tzw. diagramy
Venna. Najpierw popatrzmy na rozwigzanie zadania 15.

Rysujemy dwa okregi przedstawiajace zbiory B i S. Musimy zadba¢ o to, by te okregi sie
przecinaty. Dzielg one wtedy plaszczyzne na 4 obszary; nazywamy je skladowymi. Na po-
nizszym rysunku sg one ponumerowane liczbami rzymskimi I, IT, ITT i IV:

Obszar o numerze I, lezacy na zewnatrz obu okregéw, oznacza te elementy, ktére nie nalezg
do zadnego ze zbioréw B i S, a wiec tych uczniéw, ktérzy nie grajg w zadng gre (w zadaniu
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15 mamy wtlasnie dowiedzie¢ sig, ile ta cze$¢ ma elementéw). Obszar o numerze II, lezacy
wewnatrz obu okregdw, oznacza te elementy, ktére naleza do obu zbioréw jednoczesnie,
a wigc tych uczniéw, ktérzy graja w obie gry razem (w zadaniu 15 mamy w tej czesci 9
elementéw). Zatem w rozwiazaniu zadania 15 w ten obszar wpisujemy liczbe 9:

Obszar o numerze III, zawarty wewnatrz lewego okregu i na zewnatrz prawego, oznacza
te elementy, ktére nalezg do zbioru B i nie nalezg do zbioru S. W zadaniu 15 oznacza on
tych uczniéw, ktérzy graja w brydza i nie grajg w szachy; jest 14 takich uczniéw. Podobnie
w obszarze IV mamy 5 ucznidéw, ktérzy graja w szachy i nie graja w brydza. Te liczby
wpisujemy w obszary IIT i IV:

W trzy obszary wpisaliémy liczby o sumie 28. Zatem w czwartym obszarze ma by¢ liczba 2:

| I

To znaczy, ze dwoch uczniéw nie gra w zadng z tych gier.

W zadaniu 16 zaczynamy od wpisania liczby 0 w obszar o numerze I i wpisania x w obszar
o numerze II.

| I

Teraz w obszar o numerze III wpisujemy 19—x, a w obszar o numerze IV wpisujemy 14—x:
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Teraz mamy réwnanie
(19—x)+(14—x)+x+0=30,

skad latwo dostajemy x =3. Zatem trzech ucznidéw gra w obie gry.

W zadaniu 17 rozwazamy trzy zbiory: zbidr B uczniéw grajacych w brydza, zbiér S ucznidw
grajacych w szachy i zbiér W ucznidéw grajacych w warcaby. Dla zilustrowania tych trzech
zbioréw rysujemy na plaszczyznie trzy okregi, dbajac jedynie o to, by byly w tzw. polozeniu
ogdlnym, tzn. by dzielity plaszczyzne na 8 obszaréw (ponumerowanych liczbami rzymskimi

od I do VIII na ponizszym rysunku):

VIII

Te obszary takze nazywamy skladowymi. A wiec okregi nalezy narysowal tak, by wszyst-
kie sktadowe byly niepuste. Nastepnie w kazdy obszar wpisujemy liczbe oznaczajaca, ile
elementéw ma zbidér odpowiadajacy temu obszarowi. Obszary te zapelniamy w kolejnosci
numeréw wpisanych w nie na ostatnim rysunku; zaczynamy wiec od obszaru oznaczonego
liczba I. W ten obszar, odpowiadajacy czeSci wspdlnej BNSNW, wpisujemy liczbe 3, bo
3 ucznidéw gra we wszystkie trzy gry. Nastepnie w obszar z numerem II wpisujemy liczbe
4. Wiemy bowiem, ze 7 uczniéw gra w brydza i w szachy, a 3 z nich juz uwzgledniliémy
w obszarze I (inaczej méwiac: 3 z nich gra ponadto w warcaby, a wiec zostaje 4, ktérzy
graja tylko w brydza i szachy). Mamy zatem rysunek:

[

W podobny sposéb wpisujemy liczby 2 i 1 w obszary o numerach IIIi IV:
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&

Nastepnie w obszar o numerze V wpisujemy liczbe 7. Mianowicie w brydza gra 16 uczniéw,
a 9 z nich zostalo juz uwzglednionych (3 w obszarze I, 4 w obszarze II i 2 w obszarze III).
Otrzymujemy rysunek:

&

W podobny sposéb wpisujemy liczby 5 i 4 w obszary VI i VII:

&

W 7 obszaréw wpisalidémy liczby o sumie réwnej 26. Poniewaz w klasie jest 30 ucznidéw, wiec
w obszar o numerze VIII wpisujemy liczbe 4 i w ten sposéb nasz rysunek jest kompletny:

&

Liczba 4 w obszarze ésmym daje odpowiedZ w zadaniu 17, mianowicie 4 uczniéw nie gra
w zadng z tych trzech gier.
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W podobny sposdéb rozwigzujemy zadanie 18. Znéw wpisujemy liczby w obszary w kolejnosci
numeréw. Jest jednak pewna réznica: tak jak w zadaniu 16, nie wiemy, ilu ucznidéw gra we
wszystkie gry. Jest to bowiem niewiadoma, ktéra musimy znalezé. W obszar o numerze I
wpisujemy zatem niewiadoma x. W obszary II, III i IV wpisujemy teraz odpowiednio 6—x,
7—x15—x. W obszar V musimy wpisal teraz

17— (6—x)—(7—x)—x=x+4.

W podobny sposéb w obszar VI wpiszemy x+2 i w obszar VII wpiszemy x — 1. Wreszcie
w obszar VIII wpisujemy 3, bo 3 uczniéw nie gra w zadng gre. Mamy zatem rysunek:

[\

Poniewaz w klasie jest 30 uczniéw, wiec po dodaniu wszystkich liczb wpisanych w 8 obszaréw
otrzymujemy réwnanie

X+ (6—x)+(7—x)+(5—x)+ (x+4)+ (x+2)+ (x—1)+3 =30,

ktérego rozwigzaniem jest x =4. Zatem we wszystkie trzy gry jednoczesnie gra 4 uczniéw.

Uwazam, ze rozwigzanie graficzne korzystajace z diagraméw Venna jest dla uczniéw bardziej
naturalne. Zauwazmy, ze powyzej nie podalem dowodéw obu wzordw wlaczen i wylaczen.
Nie jest to przypadek. Istniejag dowody czysto kombinatoryczne, jednak moje do§wiadczenie
pokazuje, ze wiekszos¢ uczniéw ma trudnosci ze zrozumieniem ich. Mozna tez pokazaé do-
wody wykorzystujace kilka prostych réwnosci z rachunku zbioréw. Powstaje jednak wtedy
problem, w jaki sposéb mozemy w szkole dowodzi¢ tozsamosci rachunku zbioréw. Sadze, ze
najprostsza metoda jest ilustrowanie takich tozsamosci na diagramach Venna. Popatrzmy
na przyktadows tozsamosc:

(AUB)\C=(A\C)U(B\C).

Zacieniujemy na diagramach Venna zbiory wystepujgce po obu stronach réwnosci. Zajmiemy
sie najpierw lewa strona. Najpierw zacieniujemy zbiér A UB:

’
e\
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Nastepnie z zacieniowanego zbioru usuwamy te czes¢, ktdra jest zawarta w zbiorze C. W ten
sposéb otrzymamy graficzng ilustracje zbioru L=(AUB)\C, stojacego po lewej stronie naszej
tozsamoéci:

’
/N

Teraz zajmiemy sie zbiorem po prawej stronie dowodzonej tozsamos$ci. Zaczynamy od nary-
sowania zbioréw A\ C oraz B\ C. Oto one na nastepujacych dwéch rysunkach (zbiér A\ C
na rysunku po lewej stronie oraz zbiér B\ C na rysunku po prawej stronie):

s :
S SV RS

Teraz widzimy, ze suma tych zbioréw, czyli zbidr P=(A\C)U(B\C) jest zacieniowany
w nastepujacy sposdb:

’
/N

Zbiory L i P sg zacieniowane tak samo, a wiec sg rowne. To konczy dowdd tozsamosci.

Niektérzy nauczyciele protestuja, ze nie jest to dowdd ogdlny, a tylko ilustracja na jednym
przyktadzie. Otéz nie. Mozna udowodni¢ twierdzenie, ktére méwi, ze jesli jakas tozsamosé
rachunku zbioréw (réwnos¢ lub inkluzja) jest prawdziwa dla jednej tzw. niezaleznej rodziny
zbioréw (niezalezno$¢ oznacza tu, ze wszystkie skladowe sg niepuste), to jest prawdziwa
dla dowolnej rodziny zbioréw. Skoro udowodnili§my naszg tozsamos¢ dla jednej niezaleznej
rodziny zbioréw {A,B,C}, to ta tozsamos$¢ jest tez prawdziwa dla dowolnych zbioréw A, B
i C. Tak wiec ilustracja tozsamosci za pomocg diagraméw Venna jest w istocie dowodem.
Jest to przy tym ten rodzaj dowodu, ktéry polecalbym w szkole —o ile w ogdle musimy
dowodzi¢ jakiejkolwiek tozsamosci rachunku zbioréw.
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Jesli jednak decydujemy sie na uzycie diagraméw Venna, to nie widze wielkiego sensu w tym,
by najpierw uzy¢ diagraméw Venna do dowodu tych tozsamosci, ktdore sa nastepnie po-
trzebne do dowodu zasady wlaczen i wylaczen, zamiast od razu uzyé diagraméw Venna do
rozwigzania zadan kombinatorycznych. Zasada wilaczen i wytaczen jest oczywiscie wazna
w rachunku prawdopodobienstwa, ale wolatbym tylko podac jg uczniom, bez dowodu.

Na zakonczenie rozdziatu o regule dodawania popatrzmy jeszcze na kilka zadan dotyczacych
podzielno$ci. W rozwigzaniach tych zadan skorzystamy z reguly dodawania oraz z zasady
wlaczen i wylgczen. Oczywiscie te zadania mozna takze rozwigzaé graficznie za pomoca
diagraméw Venna. Takie rozwigzania pozostawie jako ¢wiczenie.

Zadanie 19.
Ile jest liczb od 1 do 1000 wiacznie dajacych reszte 0 lub 1 przy dzieleniu przez 77

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze 994 =7-142 oraz 1001 =7-143. Zatem wsrdd liczb od 1 do 1000 wiacznie
znajdujg sie 142 liczby podzielne przez 7 i 143 liczby dajace reszte 1 przy dzieleniu przez 7.
Liczb, o ktére chodzi w zadaniu, jest zatem 142+ 143 =285.

Zadanie 20.
Ile jest liczb od 1 do 1000 wiacznie podzielnych przez 3 lub przez 57

Rozwigzanie

W zbiorze liczb od 1 do 1000 wlacznie wyrdznimy dwa podzbiory:
e zbidér A sklada sie z liczb podzielnych przez 3,
e zbiér B sktada sig¢ z liczb podzielnych przez 5.

Woéwczas — tak jak w zadaniu 1— pokazujemy, ze |A| =333 (gdyz 1000=3-333+1) oraz
[B|=200 (bo 1000=5-200). Nastepnie zauwazamy, ze zbiér ANB sktada sie z liczb podzielnych
przez 15 (bo liczby 3 i 5 sg wzglednie pierwsze). Zatem |[ANB| =66 (bo 1000 =15-66+10).
Stad wynika, ze

[AUB|=|A|+|B|—|ANB|=333+200—66=467.

Zadanie 21.

Ile jest liczb od 1 do 1000 wilacznie podzielnych przez 3 i jednocze$nie niepodzielnych przez
57

Rozwiazanie
Niech zbiory A i B beda okreslone tak jak w poprzednim zadaniu. Wéwczas ANB C A, skad
wynika, ze

[A\B|=|A\(ANB)|=|A|—|ANB|=333—-66=267.
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Zadanie 22.
Ile jest liczb od 1 do 1000 wiacznie podzielnych przez 3, 5 lub 77

Rozwigzanie
Tym razem wsrdd liczb od 1 do 1000 wiacznie wyrédzniamy trzy podzbiory:
e zbidér A sklada sie z liczb podzielnych przez 3,
e zbidér B sklada si¢ z liczb podzielnych przez 5,
e zbiér C sklada sig z liczb podzielnych przez 7.
Tak jak poprzednio, |A| =333, |B| =200 oraz |ANB|=66. Nastepnie |C| =142, |ANC|=47,
IBNC|=28 oraz JANBNC|=9. Zatem:
[AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—-|ANC|—|BNC|+]AUBUC| =
=333+200+142—66—47—28+9=675—14149 =543.

5.4. Reguta mnozenia

Ostatnia z trzech zasad kombinatorycznych wspomnianych w rozdziale 5.1. jest reguta mno-
zenia.

Reguta mnozenia. Przypusémy, ze mozemy wykonaé dwie czynnosci. Pierwsza z nich koniczy
sie jednym z m wynikéw, druga — niezaleznie od wyniku pierwszej czynnosci — koniczy sie
jednym z n wynikéw. Zalézmy nastepnie, ze wykonujemy obie czynnosci, najpierw pierwsza,
a nastepnie druga. Otrzymamy woéwczas jeden z m-n wynikéw. Wynikiem wykonania obu
tych czynno$ci jest oczywiscie para (a,b), gdzie a jest wynikiem pierwszej czynnosci i b jest
wynikiem drugiej czynnosci.

Reguta mnozenia w najprostszej wersji, w ktdérej zbidér wynikéw drugiej czynnosci nie zalezy
od wyniku pierwszej czynnosci, méwi, ze

|AxB|=|A]-[B].

W wersji ogdlnej przypusémy, ze A jest zbiorem wynikéw pierwszej czynnosci oraz dla kaz-
dego a € A zbidr B, jest zbiorem tych wynikéw drugiej czynnosci, ktére moga by¢ uzyskane
wtedy, gdy pierwsza czynno$¢ zakonczy sie wynikiem a. Regula mnozenia méwi wéwczas,
ze jesli |JA|=m oraz |B,|=n dla kazdego a € A, to

{(a,b): a€ A oraz beBy}|=m-n.
Inaczej méwiac, jesli A ={ay,...,am} oraz |[By,|=...=[Bq, |=mn, to zbiér
{(a1,b): beBy,}U...U{(am,b): b€B,,.}

ma m-n elementéw.

Regule mnozenia mozna rozszerzy¢ na wiekszg liczbe czynnosci. Dokladne sformutowanie
takiej rozszerzonej reguty mnozenia pozostawie jako ¢wiczenie.
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W tym rozdziale zajmiemy si¢ zadaniami, w ktérych wykorzystamy sformulowana powyzej
regule mnozenia. Niektdére z tych zadan mozna rozwigzac inaczej, nas jednak interesuja
rozwigzania ilustrujace sposéb uzycia reguty mnozenia.

Zadanie 23.

Na ile sposobéw mozna wybra¢ delegacje parlamentu, w sklad ktérej ma wchodzi¢ jeden
posel i jeden senator? Dla przypomnienia: Sejm sklada si¢ z 460 posiéw, Senat ze 100
senatorow i zaden senator nie moze jednoczesnie by¢ postem.

Rozwigzanie

W rozwigzaniu tego zadania skorzystamy z reguly mnozenia. Zastosowanie reguty mnozenia
bedzie zazwyczaj polegalo na pokazaniu, w jaki sposéb za pomocg dobrze opisanych czynno-
§ci mozna skonstruowac wszystkie obiekty, ktére mamy zliczy¢. Ze wzgledéw dydaktycznych
bardzo pouczajace jest wskazanie wyraznie wszystkich tych czynnosci i zliczenie wynikdw
kazdej z nich.

W tym zadaniu delegacje parlamentu wybieramy za pomocg dwdch czynnosci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu jednego posta; ta czynnos¢ konczy sie jednym
z 460 wynikdw,

e druga czynno$¢ polega na wybraniu jednego senatora; ta czynno$é, niezaleznie od
wyniku pierwszej czynnosci, konczy sie jednym ze 100 wynikdw.

Regula mnozenia moéwi teraz, ze wykonanie obu tych czynnosci, jedna po drugiej, koiczy
sie jednym z 460-100 =46000 wynikéw. T'yle delegacji mozemy utworzy¢.

Zadanie 24.

Rzucamy kostka 2 razy, zapisujac wyniki w kolejnosci rzutéw. W ten sposéb wynikiem
do$wiadczenia jest para liczb od 1 do 6. Ile wynikéw tej postaci mozna uzyskac?

Rozwigzanie
Wykonujemy dwie czynnosci:

e pierwsza czynno$C polega na rzuceniu kostkg pierwszy raz; ta czynnos¢ konczy sie
jednym z 6 wynikdéw,

e druga czynno$¢ polega na rzuceniu kostka drugi raz; ta czynno$c¢, niezaleznie od wyniku
pierwszej czynnosci, takze konczy sie jednym z 6 wynikow.

Z reguly mnozenia wynika, ze lgcznie mozemy otrzymacé 6-6 =36 wynikéw.

Zadanie 25.

Rzucamy 5 razy kostka dwudziestoScienna, zapisujac wyniki w kolejnosci rzutéw. Ile wyni-
kéw tej postaci mozemy uzyskac?

Rozwigzanie

Wykonujemy pie¢ czynnosci:
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e pierwsza czynno$¢ polega na rzuceniu kostka pierwszy raz; ta czynnos$¢ konczy sie
jednym z 20 wynikéw,

e druga czynnos¢ polega na rzuceniu kostka drugi raz; ta czynnosc¢, niezaleznie od wyniku
pierwszej czynnosci, konczy sie jednym z 20 wynikdw,

e trzecia czynnosS¢ polega na rzuceniu kostkg trzeci raz; ta czynnos¢, niezaleznie od
wynikow pierwszej i drugiej czynnosci, konczy sie jednym z 20 wynikow,

e czwarta czynno$¢ polega na rzuceniu kostka czwarty raz; ta czynnos$é, niezaleznie od
wynikow pierwszych trzech czynno$ci, konczy sie jednym z 20 wynikow,

e pigta czynnos¢ polega na rzuceniu kostka pigty raz; ta czynnosc, niezaleznie od wyniku
pierwszych czterech czynnosci, takze konczy sie jednym z 20 wynikéw.

7 reguly mnozenia wynika, ze lacznie mozemy otrzymaé 20-20-20-20-20 = 20° = 3200000
wynikéw.

Zadanie 26.
Dana jest liczba naturalna m > 1. Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposéb:
e zbiér A sklada sig z par (a,b) takich, ze 1< a,b<m (czyli, inaczej méwiac, a,b €[m]).

Udowodnij, ze |A| =m?.

Rozwiazanie
Wykonujemy dwie czynnosci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu pierwszej liczby ze zbioru [m]; ta czynnosé
konczy sie jednym z m wynikdw,

e druga czynno$¢ polega na wybraniu drugiej liczby ze zbioru [m]; ta czynno$¢, niezalez-
nie od wyniku pierwszej czynnosci, takze konczy sie jednym z m wynikéw, gdyz za drugim
razem mozemy ponownie wybra¢ dowolng liczbe, nawet jesli jg juz wybraliSmy za pierwszym
razem.

7 reguly mnozenia wynika, ze lacznie mozemy otrzymaé m-m=m? wynikéw.

Zadanie 27.
Dana jest liczba naturalna m > 1. Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposéb:

e zbiér A sktada sie z trdjek (a,b,c) takich, ze 1< a,b,c <m (czyli, inaczej mdéwiac,
a,b,ce[m]).

Udowodnij, ze |A| =m?3.

Rozwigzanie
Wykonujemy trzy czynnosci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu pierwszej liczby ze zbioru [m]; ta czynnosé
konczy sie jednym z m wynikdw,

e druga czynno$¢ polega na wybraniu drugiej liczby ze zbioru [m]; ta czynnos$¢, niezalez-
nie od wyniku pierwszej czynnoéci, takze koniczy sie jednym z m wynikéw, gdyz za drugim
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razem mozemy ponownie wybra¢ dowolna liczbe, nawet jesli ja juz wybraliSmy za pierwszym
razem,

e trzecia czynno$¢ polega na wybraniu trzeciej liczby ze zbioru [m]; ta czynnosé, nieza-
leznie od wyniku pierwszych dwdch czynnosci, takze konczy sie jednym z m wynikéw, gdyz
za trzecim razem mozemy ponownie wybra¢ dowolng liczbe, nawet jesli jg juz wybraliSmy
za pierwszym lub za drugim razem.

7 reguly mnozenia wynika, ze tacznie mozemy otrzymaé m-m-m=m> wynikéw.

Zadanie 28.

Dane sg liczby naturalne n i m (takie, ze n,m > 1). Definiujemy zbiér A w nastepujacy
sposdb:

e zbiér A sktada sie z ciggéw (a,...,an) takich, ze 1< ay,...,an <m (czyli, inaczej
moéwigc, aj,...,an € [m]).

Udowodnij, ze |A|=m".

Rozwigzanie
Wykonujemy n czynnosci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu pierwszej liczby ze zbioru [m]; ta czynnosé
konczy sie jednym z m wynikdw,

e druga czynno$¢ polega na wybraniu drugiej liczby ze zbioru [m]; ta czynnos¢, niezalez-
nie od wyniku pierwszej czynnoéci, takze koniczy sie jednym z m wynikéw, gdyz za drugim
razem mozemy ponownie wybra¢ dowolng liczbe, nawet jeéli jg juz wybraliémy za pierwszym
razem,

e ostatnia, n-ta czynno$é polega na wybraniu n-tej liczby ze zbioru [m]; ta czynnosé, nie-
zaleznie od wyniku pierwszych n—1 czynnoici, takze koiiczy si¢ jednym z m wynikéw, gdyz
za ostatnim razem mozemy ponownie wybra¢ dowolng liczbe, nawet jesli ja juz wybraliSmy
raz lub wiecej razy wczesniej.

Z reguly mnozenia wynika, ze lgcznie mozemy otrzymaé m-m-...-m=m" wynikéw.
—_—

n czynnikéw

Zadanie 29.

Dana jest liczba naturalna n > 1. Udowodnij, ze wéwczas [S(n)|=2".

Rozwigzanie

Wystarczy skorzysta¢ z poprzedniego zadania, w ktérym przyjmujemy m=2.

Zadanie 30.

Dane sa liczby naturalne n i m (takie, ze n,m>1) i dany jest zbiér A taki, ze |A|=m.
Definiujemy zbiér B w nastepujacy sposob:
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e zbidr B sklada sie z ciggéw (aq,...,a,) takich, ze aj,...,an €A.

Udowodnij, ze |A|=m".

Rozwigzanie
Wykonujemy n czynnosci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu pierwszego elementu ze zbioru A; ta czynnosé
konczy sie jednym z m wynikdw,

e druga czynno$¢ polega na wybraniu drugiego elementu ze zbioru A; ta czynnos¢, nieza-
leznie od wyniku pierwszej czynnosci, takze konczy si¢ jednym z m wynikéw, gdyz za drugim
razem mozemy ponownie wybra¢ dowolny element zbioru A, nawet jesli go juz wybralismy
za pierwszym razem,

e ostatnia, n-ta czynnos$¢ polega na wybraniu n-tego elementu ze zbioru A; ta czynnos¢,
niezaleznie od wyniku pierwszych n—1 czynnosci, takze koiczy si¢ jednym z m wynikdw,
gdyz za ostatnim razem mozemy ponownie wybra¢ dowolny element zbioru A, nawet jesli
go juz wybraliSmy raz lub wiecej razy wczesniej.

Z reguly mnozenia wynika, ze lgcznie mozemy otrzymaé m-m-...-m=m" wynikéw.
—_

n czynnikéw

Zadanie 31.

Rzucamy 5 razy kostka dwudziestoscienng, zapisujac wyniki w kolejnosci rzutéw. Ile jest
mozliwych wynikéw, w ktérych zadna z wyrzuconych liczb nie jest wigksza od k (gdzie
1<k<20)?

Rozwigzanie

Wystarczy skorzysta¢ z poprzedniego zadania, w ktérym przyjmujemy, ze A = [k].

Zadanie 32.

Dana jest liczba naturalna m > 2. Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposéb:

e zbidér A sklada sig z par (a,b) takich, ze 1< a,b<m oraz a#Db (czyli, inaczej méwiac,
a,be[m] oraz a#b).

Udowodnij, ze |A|=m-(m—1).

Rozwigzanie
Wykonujemy dwie czynnosci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu pierwszej liczby ze zbioru [m]; ta czynnosé
konczy sie jednym z m wynikdw,

e druga czynno$¢ polega na wybraniu drugiej liczby ze zbioru [m]; ta czynno$é¢, nieza-
leznie od wyniku pierwszej czynnosci, konczy sie jednym z m—1 wynikéw, gdyz za drugim
razem nie mozemy ponownie wybrac liczby, ktérg juz wybraliSmy za pierwszym razem.
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Z reguly mnozenia wynika, ze lgcznie mozemy otrzymaé m-(m—1) wynikéw.

Uwaga

Zauwazmy, ze we wszystkich zadaniach, z wyjatkiem ostatniego, zbiér wynikéw kazdej czyn-
nosci byl zawsze taki sam, niezaleznie od wynikéw poprzednio wykonanych czynnosci. Wy-
nikalo to stad, ze w kolejnych czynnosciach mogliSmy wybra¢ dowolny element tego same-
go ustalonego zbioru. W ostatnim zadaniu jest inaczej. W zalezno$ci od wyniku pierwszej
czynnosci, zbiér mozliwych wynikéw drugiej czynnosci bedzie inny. Popatrzmy na przyktad.
Niech m =5. Pierwsza czynnos¢ konczy sie jednym z 5 wynikdw — tymi wynikami sa liczby
od 1 do 5. A oto mozliwy zbiér wynikéw drugiej czynnosci, w zaleznosci od wyniku pierwszej:

e jesli pierwsza czynno$¢ konczy sie wynikiem 1, to zbiorem mozliwych wynikéw drugiej
czynnosci jest {2,3,4,5},

e jesli pierwsza czynno$¢ konczy sie wynikiem 2, to zbiorem mozliwych wynikéw drugiej
czynnosci jest {1,3,4,5},

e jesli pierwsza czynnos$¢ konczy sie wynikiem 3, to zbiorem mozliwych wynikéw drugiej
czynnosci jest {1,2,4,5},

e jesli pierwsza czynnos¢ konczy sie wynikiem 4, to zbiorem mozliwych wynikéw drugiej
czynnosci jest {1,2,3,5},

e jesli pierwsza czynno$¢ konczy sie wynikiem 5, to zbiorem mozliwych wynikéw drugiej
czynnosci jest {1,2,3,4}.

Zbiory mozliwych wynikéw sg rézne, ale majg tyle samo elementéw. To wladnie pozwala
skorzystac z reguly mnozenia.

Zadanie 33.
Dana jest liczba naturalna m > 3. Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposéb:

e zbiér A sktada sie z trdéjek (a,b,c) takich, ze 1< a,b,c < m oraz zadne dwie z tych
trzech liczb nie sg réwne (czyli, inaczej méwiac, a,b,c € [m] oraz a#b, a#c, b#c).

Udowodnij, ze |Al]=m-(m—1)-(m—2).

Rozwigzanie
Wykonujemy trzy czynnosci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu pierwszej liczby a ze zbioru [m]; ta czynnosé
konczy sie jednym z m wynikdw,

e druga czynno$¢ polega na wybraniu drugiej liczby b ze zbioru [m]; ta czynno$é, nie-
zaleznie od wyniku pierwszej czynnosci, koiczy sie jednym z m—1 wynikéw, gdyz za dru-
gim razem nie mozemy ponownie wybrac liczby, ktdéra juz wybraliSmy za pierwszym razem
(a wiec tak naprawde w drugiej czynnodci wybieramy liczbe b ze zbioru [m]\{a}),

e trzecia czynno$é polega na wybraniu trzeciej liczby c¢ ze zbioru [m]; ta czynnosé, nieza-
leznie od wynikéw pierwszych dwdch czynnosci, koiczy sie jednym z m—2 wynikdw, gdyz
za trzecim razem nie mozemy ponownie wybrac liczby, ktérg juz wybraliSmy za pierwszym
lub za drugim razem (czyli wybieramy liczbe ¢ ze zbioru [m]\{a,b}).
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Z reguly mnozenia wynika, ze tacznie mozemy otrzymaé m-(m—1)-(m—2) wynikdw.

Zadanie 34.

Rzucamy 5 razy kostka dwudziestoicienna, zapisujac wyniki w kolejnosci rzutéw. Ile jest
mozliwych wynikéw, w ktérych zadna liczba sie nie powtérzy?

Rozwigzanie
Wykonujemy pie¢ czynnosci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu pierwszej liczby; ta czynnoéc konczy sie jednym
z 20 wynikéw,

e druga czynno$¢ polega na wybraniu drugiej liczby; ta czynno$¢, niezaleznie od wyniku
pierwszej czynnosci, konczy sie jednym z 19 wynikéw, gdyz druga liczba nie moze by¢ réwna
pierwszej,

e trzecia czynno$¢ polega na wybraniu trzeciej liczby; ta czynno$¢, niezaleznie od wyni-
kéw pierwszej i drugiej czynnosci, konczy sie jednym z 18 wynikéw, gdyz trzecia liczba musi
by¢ rézna od pierwszych dwdch,

e czwarta czynno$¢ polega na wybraniu czwartej liczby; ta czynnosé, niezaleznie od
wynikow pierwszych trzech czynnosci, konczy sie jednym z 17 wynikéw, gdyz czwarta liczba
musi by¢ rézna od pierwszych trzech,

e pigta czynnos¢ polega na wybraniu piatej liczby; ta czynno$é, niezaleznie od wyniku
pierwszych czterech czynnosci, konczy sie jednym z 16 wynikéw, gdyz pigta liczba musi by¢
rézna od pierwszych czterech.

Z reguly mnozenia wynika, ze tacznie mozemy otrzymac 20-19-18-17-16=1860480 wynikow.

Zadanie 35.

Dane sg liczby naturalne n i m (takie, ze 1 <n < m). Definiujemy zbiér A w nastepujacy
sposéb:

e zbidr A sklada sie z ciagéw (aq,...,a,) takich, ze 1< aj,...,an < m oraz zadne dwa
wyrazy ciggu nie sa réwne (czyli, inaczej méwiac, ay,...,an € [m] oraz a; # a; dla dowolnych
i oraz j takich, ze 1 <i<j<n).

Udowodnij, ze |Al=m-(m—1)-...-(m—nm+1).

Rozwiazanie
Wykonujemy n czynnoéci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu pierwszej liczby a; ze zbioru [m]; ta czynnosé
konczy sie jednym z m wynikdw,

e druga czynno$¢ polega na wybraniu drugiej liczby a, ze zbioru [m]; ta czynno$é,
niezaleznie od wyniku pierwszej czynnosci, konczy sie jednym z m—1 wynikéw, gdyz za
drugim razem nie mozemy ponownie wybrac liczby, ktérg juz wybraliSmy za pierwszym
razem (zatem liczbe a, wybieramy ze zbioru [m]\{a;}),
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e ostatnia, n-ta czynno$é polega na wybraniu n-tej liczby a,, ze zbioru [m]; ta czynno$é,
niezaleznie od wyniku pierwszych n—1 czynnosci, koniczy sie jednym z m—n-+1 wynikéw,
gdyz za ostatnim razem nie mozemy ponownie wybra¢ zadnej liczby, ktéra wybraliSmy w jed-
nej z wezesniejszych czynnosci (zatem liczbe a,, wybieramy ze zbioru [m]\{aj,...,an_1}).

Z reguly mnozenia wynika, ze lacznie mozemy otrzymaé m-(m—1)-...-(m—n-+1) wynikéw
(w tym iloczynie znajduje sie dokladnie n czynnikéw: pierwszy jest réwny m, kazdy nastepny
jest o 1 mniejszy od poprzedniego).

Zadanie 36.

Dana jest liczba naturalna n > 1. Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposdb:

e zbiér A sklada sie z ciagéw (aj,...,a,) takich, ze 1< aj,...,an, <n oraz zadne dwa
wyrazy ciagu nie s réwne (czyli, inaczej méwiac, ar,...,an € [n] oraz a; # a; dla dowolnych
i oraz j takich, ze 1 <i<j<n).

Udowodnij, ze |Al=n-(n—1)-...-2-1.

Rozwigzanie

Korzystamy z poprzedniego zadania, w ktérym przyjmujemy m=n.

Uwaga

Iloczyn n-(n—1)-...-2-1 jest oznaczany symbolem n!. Przyjmujemy réwniez, ze 0! =1.
Ciag dtugosci n, ktérego wyrazami sg wszystkie liczby od 1 do n, w dowolnej kolejnosci,
nazywamy permutacja zbioru liczb [n].

Zadanie 37.

Dane sg liczby naturalne n i m (takie, ze 1<n<m) i dany jest zbiér A taki, ze [A|=m.
Definiujemy zbiér B w nastepujacy sposdb:

e zbidr B skiada sie z ciggéw (ay,...,an ) takich, ze ay,...,an € A oraz zadne dwa wyrazy
ciagu nie s réwne (czyli, inaczej méwiac, a; #a; dla dowolnych i oraz j takich, ze 1<i<j<n).

Udowodnij, ze [A]=m-(m—1)-...-(m—m+1).

Rozwigzanie
Wykonujemy n czynnosci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu pierwszego elementu ze zbioru A; ta czynnosé
konczy sie jednym z m wynikdw,

e druga czynno$¢ polega na wybraniu drugiego elementu ze zbioru A; ta czynno$¢, nieza-
leznie od wyniku pierwszej czynnosci, konczy si¢ jednym z m—1 wynikéw, gdyz za drugim
razem nie mozemy ponownie wybraé elementu wybranego za pierwszym razem,

e ostatnia, n-ta czynnos$¢ polega na wybraniu n-tego elementu ze zbioru A; ta czynnos¢,
niezaleznie od wyniku pierwszych n—1 czynnosci, konczy sie jednym z m—n+1 wyni-
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kéw, gdyz za ostatnim razem nie mozemy ponownie wybraé zadnego elementu, ktéry zostat
wybrany w jednej z wczeSniejszych czynnosci.

Z reguly mnozenia wynika, ze lgcznie mozemy otrzymaé m-(m—1)-...-(m—n-+1) wynikéw
(w tym iloczynie znajduje sie dokladnie n czynnikéw: pierwszy jest réwny m, kazdy nastepny
jest o 1 mniejszy od poprzedniego).

Zadanie 38.

Dana jest liczba naturalna n > 1 i dany jest zbiér A taki, ze |A| =n. Definiujemy zbiér B
w nastepujacy sposdb:

e zbidr B sklada sie z ciagéw (ay,...,an) takich, ze aj,...,an € A oraz zadne dwa wyrazy
ciagu nie s réwne (czyli, inaczej méwiac, a; #a; dla dowolnych i oraz j takich, ze 1<i<j<n).

Udowodnij, ze |A|=n!.

Rozwigzanie

Korzystamy z poprzedniego zadania, w ktérym przyjmujemy m=n.

Uwaga

Ciag dtugosci n, ktérego wyrazami sg wszystkie elementy danego n-elementowego zbioru A
(w dowolnej kolejnosci) nazywamy permutacja zbioru A (lub permutacjg elementéw tego
zbioru).

Zadanie 39.

Ile jest liczb czterocyfrowych?

Rozwigzanie
Wykonujemy cztery czynnosci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu pierwszej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry tysiecy);
ta czynno$é koriczy sie jednym z 9 wynikéw (bo pierwszg cyfra nie moze by¢ 0),

e druga czynno$¢ polega na wybraniu drugiej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry setek); ta
czynno$¢ konczy sie jednym z 10 wynikdw,

e trzecia czynno$¢ polega na wybraniu trzeciej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry dziesigtek);
ta czynnosc konczy sie jednym z 10 wynikéw,

e czwarta czynno$¢ polega na wybraniu czwartej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry jednoéci);
ta czynnos¢ koniczy sie jednym z 10 wynikdw.

Z reguly mnozenia wynika, ze lagcznie mozemy otrzymac 9-10-10-10=9000 wynikéw.

Zadanie 40.

Ile jest nieparzystych liczb czterocyfrowych?
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Rozwigzanie
Wykonujemy cztery czynnosci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu pierwszej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry tysiecy);
ta czynnosé koriczy si¢ jednym z 9 wynikéw (bo pierwszg cyfra nie moze by¢ 0),

e druga czynno$¢ polega na wybraniu drugiej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry setek); ta
czynno$¢ konczy sie jednym z 10 wynikdw,

e trzecia czynno$¢ polega na wybraniu trzeciej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry dziesigtek);
ta czynnosc konczy sie jednym z 10 wynikéw,

e czwarta czynno$¢ polega na wybraniu czwartej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry jednoéci);
ta czynnosé konczy si¢ jednym z 5 wynikéw (bo ostatnia cyfra musi by¢ nieparzysta).

Z reguly mnozenia wynika, ze lagcznie mozemy otrzymac 9-10-10-5=4500 wynikdw.

Zadanie 41.
Ile jest parzystych liczb czterocyfrowych?

Rozwigzanie
Wykonujemy cztery czynnosci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu pierwszej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry tysiecy);
ta czynnosé konczy si¢ jednym z 9 wynikéw (bo pierwszg cyfrg nie moze by¢ 0),

e druga czynno$¢ polega na wybraniu drugiej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry setek); ta
czynno$¢ konczy si¢ jednym z 10 wynikéw,

e trzecia czynno$¢ polega na wybraniu trzeciej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry dziesiatek);
ta czynnos¢ konczy sie jednym z 10 wynikdw,

e czwarta czynno$¢ polega na wybraniu czwartej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry jednosci);
ta czynnosé koriczy si¢ jednym z 5 wynikéw (bo ostatnia cyfra musi byé parzysta).

Z reguly mnozenia wynika, ze lgcznie mozemy otrzymaé 9-10-10-5=4500 wynikdw.

Zadanie 42.

Ile jest liczb czterocyfrowych o czterech réznych cyfrach (tzn. takich, w ktérych zadna cyfra
sie nie powtarza)?

Rozwigzanie
Wykonujemy cztery czynnosci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu pierwszej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry tysiecy);
ta czynno$é koriczy sie jednym z 9 wynikéw (bo pierwszg cyfra nie moze by¢ 0),

e druga czynno$¢ polega na wybraniu drugiej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry setek); ta
czynno$¢ koniczy sie jednym z 9 wynikéw (bo druga cyfra musi by¢ rézna od pierwszej),

e trzecia czynno$¢ polega na wybraniu trzeciej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry dziesiatek);
ta czynnos¢ koriczy sie jednym z 8 wynikéw (bo trzecia cyfra musi by¢ rézna od pierwszych
dwdch),
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e czwarta czynno$¢ polega na wybraniu czwartej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry jednodci);
ta czynnos¢ konczy sie jednym z 7 wynikéw (bo czwarta cyfra musi by¢ rézna od pierwszych
trzech).

Z reguly mnozenia wynika, ze lacznie mozemy otrzymac 9-9-8-7 =4536 wynikéw.

Zadanie 43.

Ile jest nieparzystych liczb czterocyfrowych o czterech réznych cyfrach (tzn. takich, w kté-
rych zadna cyfra si¢ nie powtarza)?

Rozwigzanie
Wykonujemy cztery czynnosci; tym razem jednak bedziemy wybiera¢ cyfry w innej kolej-
nosci:

e pierwsza czynnos§¢ polega na wybraniu ostatniej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry jednodci);
ta czynnos¢ konczy si¢ jednym z 5 wynikéw (bo ostatnia cyfra musi by¢ nieparzysta),

e druga czynno$¢ polega na wybraniu pierwszej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry tysiecy);
ta czynno$¢ konczy sie jednym z 8 wynikéw (bo pierwsza cyfrg nie moze by¢ 0 i pierwsza
cyfra musi by¢ rézna od ostatniej),

e trzecia czynno$é polega na wybraniu drugiej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry setek);
ta czynno$¢ koriczy sie jednym z 8 wynikéw (bo druga cyfra musi by¢ rézna od pierwszej
i ostatniej),

e czwarta czynno$¢ polega na wybraniu trzeciej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry dziesigtek);
ta czynnos¢ koriczy sie jednym z 7 wynikéw (bo trzecia cyfra musi by¢ rézna od pierwszych
dwdch i ostatnie;j).

Z reguly mnozenia wynika, ze lagcznie mozemy otrzymac 5-8-8-7 =2240 wynikéw.

5.5. Reguty dodawania i mnozenia razem

W tym rozdziale zajmiemy sie zadaniami, w ktérych bedziemy wykorzystywac wszystkie
poznane zasady kombinatoryczne. W szczegdlnosci zobaczymy rozwiazania zadan, w ktérych
sg wykorzystywane jednocze$nie reguty dodawania i mnozenia.

Zadanie 44.

Ile jest parzystych liczb czterocyfrowych o czterech réznych cyfrach (tzn. takich, w ktérych
zadna cyfra si¢ nie powtarza)?

Rozwigzanie

Jeden sposdb rozwigzania polega na skorzystaniu z zadan 42 i 43. Istnieje 4536 liczb czte-
rocyfrowych o réznych cyfrach, wérdéd nich jest 2240 liczb nieparzystych. Stad wynika, ze
istnieje 4536 —2240 = 2296 parzystych liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach.
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Drugi sposéb rozwigzania polega na zastosowaniu reguly dodawania i reguly mnozenia.
Mamy dwa przypadki.

Przypadek 1. Ostatnig cyfrg naszej liczby jest zero. Teraz wykonujemy trzy czynno$ci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu pierwszej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry tysiecy);
ta czynnosé koriczy si¢ jednym z 9 wynikéw (bo pierwszg cyfra nie moze by¢ 0),

e druga czynno$¢ polega na wybraniu drugiej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry setek); ta
czynno$¢ koriczy sie jednym z 8 wynikéw (bo druga cyfra musi byé rézna od pierwszej i od
czwartej),

e trzecia czynno$¢ polega na wybraniu trzeciej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry dziesigtek);
ta czynnos¢ koriczy sie jednym z 7 wynikéw (bo trzecia cyfra musi by¢ rézna od pierwszych
dwdch i od czwartej).

Z reguly mnozenia wynika, ze w tym przypadku mamy 9-8-7 =504 liczby.
Przypadek 2. Ostatnia cyfra jest rézna od zera. Tym razem mamy do wykonania cztery
czynnosci; jeszcze raz zaczniemy od wybierania ostatniej cyfry:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu ostatniej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry jednosci);
ta czynno$¢ korczy si¢ jednym z 4 wynikéw (bo ostatnia cyfra musi by¢ parzysta i rézna od
zera),

e druga czynno$¢ polega na wybraniu pierwszej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry tysiecy);
ta czynno$¢ koniczy sie jednym z 8 wynikéw (bo pierwszg cyfra nie moze by¢ 0 i pierwsza
cyfra musi by¢ rézna od ostatniej),

e trzecia czynno$¢ polega na wybraniu drugiej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry setek);
ta czynno$¢ konczy sie jednym z 8 wynikéw (bo druga cyfra musi byé rézna od pierwszej
i ostatniej),

e czwarta czynno$¢ polega na wybraniu trzeciej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry dziesiatek);
ta czynno$¢ koriczy sie jednym z 7 wynikéw (bo trzecia cyfra musi by¢ rézna od pierwszych
dwdch i ostatniej).

Z reguly mnozenia wynika, ze w tym przypadku mamy 4-8-8-7=1792 liczby.

Wreszcie z reguty dodawania wynika, ze istnieje 504+ 1792 = 2296 parzystych liczb cztero-
cyfrowych o czterech réznych cyfrach.

Zadanie 45.

Ile jest parzystych liczb siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepuje doktad-
nie jedno zero i doktadnie jedna jedynka?

Rozwigzanie
Zastosujemy reguly dodawania i mnozenia. Mamy dwa przypadki.
Przypadek 1. Ostatnia cyfra naszej liczby jest zero. Teraz wykonujemy dwie czynnosci:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu miejsca, na ktéorym umieScimy jedynke; ta
czynno$¢ koniczy sie jednym z 6 wynikéw (bo po umieszczeniu zera na ostatnim miejscu
mamy do wyboru 6 pierwszych miejsc),
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e druga czynnos¢ polega na wpisaniu w kazde z pozostatych wolnych 5 miejsc jednej z 8
cyfr réznych od zera i od 1; ta czynnos¢ koniczy sie jednym z 8> wynikéw.

7 reguly mnozenia wynika, ze w tym przypadku mamy 6-8° liczb.

Przypadek 2. Ostatnia cyfra jest rézna od zera. Tym razem mamy do wykonania cztery
czynnosci; zaczniemy od wybierania ostatniej cyfry:

e pierwsza czynno$¢ polega na wybraniu ostatniej cyfry naszej liczby (tzn. cyfry jednosci);
ta czynnos¢ koriczy sie jednym z 4 wynikéw (bo ostatnia cyfra musi by¢ parzysta i rézna od
zera),

e druga czynnos$¢ polega na wybraniu miejsca na wpisanie zera; ta czynno$¢ koiczy sie
jednym z 5 wynikéw (bo pierwsza cyfra nie moze by¢ zerem i w tym przypadku ostatnia tez
nie jest zerem),

e trzecia czynno$¢ polega na wybraniu miejsca na wpisanie jedynki; ta czynnos¢ konczy
sie jednym z 5 wynikéw (bo jedynki nie mozna wpisa¢ na miejscu ostatnim i na miejscu
wybranym dla zera),

e czwarta czynno$¢ polega na wpisaniu w kazde z pozostalych wolnych 4 miejsc jednej
z 8 cyfr réznych od zera i od 1; ta czynnosé¢ koriczy sie jednym z 8* wynikéw.

7 reguly mnozenia wynika, ze w tym przypadku mamy 4-5-5-8* liczb.

Wreszcie z reguty dodawania wynika, ze istnieje 6-8°+4-5-5-8% =148.8% = 606208 liczb
rozwazanych w tym zadaniu.

Zadanie 46.

Ile jest nieparzystych liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktérych co najmniej jedna cyfra
jest dziewiatka?

Rozwigzanie

Omoéwimy 6 sposobdw rozwigzania tego zadania.

| sposéb rozwigzania

W tym sposobie sprébujemy wypisac interesujace nas liczby w kolejnosci rosnacej. Na pierw-
szy rzut oka wydaje sig, ze jest to idiotyczna metoda rozwigzywania zadania. Tych liczb jest
duzo (okaze sig, ze prawie 2000) i z pewno$cig nie uda nam si¢ w rozsadnym czasie wypisaé
wszystkich. Po chwili zastanowienia mozemy jednak dostrzec, ze wypisywanie kolejno wta-
sciwych liczb pozwala zauwazy¢ pewna regule ogdlna, a ta regula z kolei pozwala wszystkie
te liczby latwo zliczy¢. Zaczynamy od liczb, w ktérych pierwsza cyfra jest jedynka. Niech
drugg cyfra bedzie zero. Pierwsze 9 liczb to 1009, 1019, 1029 i tak dalej az do 1089. Potem
dziewigtka pojawi sie na trzecim miejscu i na czwartym mozemy mie¢ dowolng z pieciu cyfr
nieparzystych. W ten sposéb dostaniemy 14 najmniejszych liczb. Potem bedzie to samo, ale
zaczynamy nie od cyfr 1, 0, ale od cyfr 1, 1. Dostaniemy nastepne 14 liczb. I tak bedzie 9
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razy (bo drugg cyfra moze by¢ dowolna cyfra rézna od 9):

1009 10192 1029 1039 1049 1059 1069 1079 1089

1091 1093 1095 1097 1099

1109 1119 1129 1139 1149 1159 1169 1179 1189

1191 1193 1195 1197 1199

1209 1219 1229 1239 1249 1259 1269 1279 1289

1291 1293 1295 1297 1299

1809 1819 1829 1839 1849 1859 1869 1879 1889

1891 1893 1895 1897 1899
W ten sposéb dostaniemy 9-14 =126 liczb. Teraz pora na liczby zaczynajace sie od cyfr
1, 9. Na ostatnich dwdch miejscach mozemy zapisa¢ dowolng dwucyfrowg liczbe nieparzy-

sta. Liczb dwucyfrowych jest 100, nieparzystych jest polowa, a wiec 50. Oto te 50 liczb

czterocyfrowych:
1901 1903 1905 1907 1909
1911 1913 1915 1917 1919
1921 1923 1925 1927 1929
1931 1933 1935 1937 1939
1941 1943 1945 1947 1949
1951 1953 1955 1957 1959
1961 1963 1965 1967 1969
1971 1973 1975 1977 1979
1981 1983 1985 1987 1989
1991 1993 1995 1997 1999

Mamy zatem 176 liczb. I tak bedzie 8 razy (pierwsza cyfra moze by¢ dowolna cyfra oprécz
01i9. Mamy zatem 8-176 =1408 liczb. Zostaly liczby zaczynajace sie cyfra 9. Na ostat-
nich trzech miejscach mozemy zapisa¢ dowolng liczbe trzycyfrowa nieparzysta. Jest ich 500.
Zatem lacznie mamy 1908 liczb.

Jeden komentarz do tego sposobu rozwigzania: jesli nie umiemy rozwigza zadania, to cza-
sem optlaca sie podjaé wysitek, by zaczal rozwiazywal je metoda najbardziej brutalna, na
pierwszy rzut oka bezsensowna, nie dajaca szans na dokonczenie rozwigzania w sensownym
czasie. Moze si¢ okazaé, ze w czasie rozwigzywania dostrzezemy jakis sposéb, ktéry jednak
pozwoli dokonczy¢ rozwiazanie szybciej.

Il sposéb rozwigzania

W tym rozwigzaniu rozpatrzymy cztery przypadki w zaleznosci od liczby dziewiatek w zli-
czanych liczbach. Najpierw policzymy liczby, w ktérych jest tylko jedna cyfra 9. Mozemy
umiesci¢ ja na jednym z czterech miejsc.

e Jedli umiedcimy jedyna dziewigtke na pierwszym miejscu, to na drugim i trzecim mo-
zemy umiesci¢ dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8), a na czwartym dowolng z czterech réznych od
9 cyfr nieparzystych: 1, 3, 5, 7. Lacznie daje to w tym przypadku 9-9-4 =324 liczby.

o Jesli umieScimy jedyna dziewiatke na drugim miejscu, to na pierwszym mozemy umie-
§ci¢ dowolng z 8 cyfr (od 1 do 8), na trzecim miejscu dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8) i na
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czwartym dowolna z czterech réznych od 9 cyfr nieparzystych: 1, 3, 5, 7. Lacznie daje to
w tym przypadku 8-9-4 =288 liczb.

e Jesli umieScimy jedyna dziewiatke na trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy umie-
§ci¢ dowolng z 8 cyfr (od 1 do 8), na drugim miejscu dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8) i na
czwartym dowolna z czterech réznych od 9 cyfr nieparzystych: 1, 3, 5, 7. Lacznie daje to
w tym przypadku 8-9-4 =288 liczb.

e Jesli umieScimy jedynag dziewigtke na czwartym miejscu, to na pierwszym mozemy
umiesci¢ dowolng z 8 cyfr (od 1 do 8), a na drugim i trzecim dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8).
Lacznie daje to w tym przypadku 8-9-9 =648 liczb.

W sumie daje to 324+ 288+ 288+ 648 = 1548 liczb z jedng dziewiatka.

Nastepnie zliczamy liczby, w ktérych sg dwie dziewiagtki. Te dwa miejsca, na ktérych umiesz-
czamy dwie dziewiatki mozemy wybrac sposrdd czterech miejsc na szeS¢ sposobdéw.

e Jedli umieScimy dziewigtke na pierwszym i drugim miejscu, to na trzecim miejscu
mozemy umiesci¢ dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8), a na czwartym mozemy umiesci¢ dowolng
z czterech réznych od 9 cyfr nieparzystych: 1, 3, 5 lub 7. Lacznie daje to w tym przypadku
9.4 =36 liczb.

e Jesli umiescimy dziewigtke na pierwszym i trzecim miejscu, to na drugim miejscu
mozemy umiesci¢ dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8), a na czwartym mozemy umiesci¢ dowolng
z czterech réznych od 9 cyfr nieparzystych: 1, 3, 5 lub 7. Lacznie daje to w tym przypadku
9-4 =36 liczb.

e Jedli umiescimy dziewiatke na pierwszym i czwartym miejscu, to na drugim i trzecim
miejscu mozemy umieici¢ dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8). Lacznie daje to w tym przypadku
9.9 =281 liczb.

e JeSli umieScimy dziewigtke na drugim i trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy
umiesci¢ dowolna z 8 cyfr (od 1 do 8), a na czwartym dowolng z czterech réznych od 9 cyfr
nieparzystych: 1, 3, 5 lub 7. Lacznie daje to w tym przypadku 8-4 =32 liczby.

o Jedli umiescimy dziewiatke na drugim i czwartym miejscu, to na pierwszym miejscu
mozemy umiesici¢ jedng z o$miu cyfr (od 1 do 8), a na trzecim miejscu mozemy umiescié
dowolna z 9 cyfr (od 0 do 8). Liacznie daje to w tym przypadku 8-9 =72 liczby.

e Jesli umiescimy dziewigtke na trzecim i czwartym miejscu, to na pierwszym miejscu
mozemy umieici¢ jedna z ofmiu cyfr (od 1 do 8), a drugim mozemy umiesci¢ dowolng z 9
cyfr (od 0 do 8). Liacznie daje to w tym przypadku 8-9 =72 liczby.

W sumie daje to 36 +36+81+32+72+72 =329 liczb z dwiema dziewigtkami.

Teraz zliczamy liczby z trzema dziewigtkami. Te dziewigtki mozemy umiesci¢ na cztery
sposoby.

e Jesli umieScimy dziewigtke na pierwszym, drugim i trzecim miejscu, to na czwartym
miejscu mozemy umiesci¢ dowolng z czterech réznych od 9 cyfr nieparzystych: 1, 3, 5 lub 7.
W tym przypadku mamy zatem 4 liczby.

e Jesli umieScimy dziewigtke na pierwszym, drugim i czwartym miejscu, to na trzecim
miejscu mozemy umieici¢ dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8). W tym przypadku mamy zatem
9 liczb.

e Jesli umieScimy dziewiatke na pierwszym, trzecim i czwartym miejscu, to na drugim
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miejscu mozemy umiesci¢ dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8). W tym przypadku mamy zatem
9 liczb.

e Jesli umieScimy dziewigtke na drugim, trzecim i czwartym miejscu, to na pierwszym
miejscu mozemy umiesci¢ jedng z o$miu cyfr (od 1 do 8). W tym przypadku mamy zatem
8 liczb.

W sumie daje to 4+9+49+8 =30 liczb z trzema dziewigtkami.
Wreszcie mamy jedng liczbe z czterema dziewiagtkami; jest nig 9999.

Teraz dodajemy otrzymane wyniki. Mamy zatem 1548 +329+30+1=1908 liczb.

11l sposéb rozwigzania

W tym sposobie rozwiazania pokaze najpierw rozumowanie bledne. Wskazany blad jest
niezwykle czesto popelniany przez uczniéw rozwigzujacych podobne zadania. Wiemy, ze
jedna z cyfr jest 9; mozemy ja umiesci¢ na jednym z czterech miejsc: pierwszym, drugim,
trzecim lub czwartym.

e Jesli umieScimy dziewigtke na pierwszym miejscu, to na drugim i trzecim mozemy
umieéci¢ dowolng z 10 cyfr, a na czwartym dowolng z pieciu cyfr nieparzystych. Ligcznie
daje to w tym przypadku 500 liczb.

e Jesli umiedcimy dziewigtke na drugim miejscu, to na pierwszym mozemy umiescié
dowolng z 9 cyfr, na trzecim dowolng z 10 cyfr, a na czwartym dowolng z pieciu cyfr niepa-
rzystych. Lacznie daje to w tym przypadku 450 liczb.

e Jesli umie$cimy dziewiatke na trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy umiescié
dowolng z 9 cyfr, na drugim dowolna z 10 cyfr, a na czwartym dowolng z pieciu cyfr niepa-
rzystych. Lacznie daje to w tym przypadku 450 liczb.

e Jesli umiesScimy dziewiatke na czwartym miejscu, to na pierwszym mozemy umiescié
dowolna z 9 cyfr, a na drugim i trzecim dowolng z 10 cyfr. Liacznie daje to w tym przypadku
900 liczb.

W sumie daje to 5004450+ 450+ 900 =2300 liczb.

Gdzie jest btad w tym rozumowaniu? Otéz okazuje sie, ze niektore liczby zostaly policzo-
ne wielokrotnie. Przypusémy, ze najpierw umiesciliémy cyfre 9 na pierwszym miejscu, a na
pozostatych miejscach umiesciliSmy kolejno cyfry 5, 21 9. OtrzymaliSmy liczbe 9529. Przypu-
S¢my teraz, ze najpierw umiesciliSmy cyfre 9 na czwartym miejscu, a nastepnie umiesciliémy
na pierwszych trzech miejscach kolejno cyfry 9, 5 i 2. Znéw otrzymaliémy liczbe 9529. Ta
liczba zostala wiec w powyzszym sposobie zliczania policzona dwukrotnie. Zobaczmy teraz,
w jaki sposéb mozna poprawi¢ to rozwiazanie bledne.

Dostalismy wynik 2300, ale niektére liczby zostaly policzone wielokrotnie: liczby z dwiema
dziewigtkami byly policzone po dwa razy, liczby z trzema dziewiagtkami po trzy razy, a liczba
9999 nawet cztery razy. W sposobie drugim policzyliSmy liczby z dwiema i trzema dziewigt-
kami: z dwiema jest 329 liczb, z trzema 30. Mamy tez jedna liczbe z czterema dziewigtkami:
9999. Od otrzymanego wyniku musimy zatem odjaé 329 (czyli liczbe policzonych podwdj-
nie liczb z dwiema dziewigtkami), nastepnie odjaé 60 (czyli podwojong liczbe policzonych
podwdjnie liczb z trzema dziewiatkami) i wreszcie odjaé 3 (gdyz liczbe 9999 policzyliSmy
4 razy).
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Mamy zatem 2300 —329—2-30—3=2300—392=1908 liczb.

IV sposéb rozwigzania

W tym sposobie najpierw policzymy wszystkie liczby czterocyfrowe nieparzyste, a nastepnie
od otrzymanego wyniku odejmiemy liczbe ,ztych” liczb, tzn. tych liczb, w ktérych dziewiat-
ka nie wystepuje.

Wszystkich liczb czterocyfrowych jest 9000; co druga jest nieparzysta. Istnieje zatem 4500
liczb czterocyfrowych nieparzystych. Mozemy réwniez rozumowaé nastepujgco: na pierw-
szym miejscu mozna umiesci¢ jedna z dziewieciu cyfr, na drugim i trzecim jedng z dziesieciu
cyfr, a na czwartym jedng z pieciu cyfr nieparzystych: 1, 3, 5, 7, 9. Z reguly mnozenia wyni-
ka, ze mamy zatem 9-10-10-5=4500 czterocyfrowych liczb nieparzystych. Teraz policzymy
wszystkie czterocyfrowe liczby nieparzyste, w ktérych nie wystepuje cyfra 9. Tym razem na
pierwszym miejscu mozemy umiesci¢ jedng z o$miu cyfr (od 1 do 8), na drugim i trzecim
jedng z dziewieciu cyfr (od 0 do 8), a na czwartym jedna z czterech réznych od 9 cyfr niepa-
rzystych: 1, 3, 5, 7; tacznie mamy zatem 8-9-9.-4=2592 ,ztych” liczb. Liczby, o ktére chodzi
w zadaniu, to oczywiscie liczby nalezace do pierwszej grupy (wszystkie czterocyfrowe liczby
nieparzyste) i nie nalezace do drugiej grupy (w ktdrej sa czterocyfrowe liczby nieparzyste
bez dziewiatki). Stad wynika, ze liczb, o ktére chodzi w zadaniu, jest 4500 —2592 =1908.

V sposé6b rozwigzania

W tym sposobie rozwigzania bedziemy rozpatrywaé cztery przypadki w zaleznosci od tego,
na ktérym miejscu znajduje sie pierwsza dziewiatka.

e Jedli pierwsza dziewigtke umieScimy na pierwszym miejscu, to na drugim i trzecim
mozemy umiesci¢ dowolng z 10 cyfr, a na czwartym dowolng z pieciu cyfr nieparzystych.
Lacznie daje to w tym przypadku 10-10-5=500 liczb.

e Jesli pierwsza dziewigtke umieScimy na drugim miejscu, to na pierwszym mozemy
umiesci¢ dowolng z 8 cyfr (od 1 do 8), na trzecim dowolng z 10 cyfr, a na czwartym dowolng
z pieciu cyfr nieparzystych. Lacznie daje to w tym przypadku 8-10-5=400 liczb.

e Jesli pierwszag dziewigtke umie$cimy na trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy
umiesci¢ dowolng z 8 cyfr (od 1 do 8), na drugim dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8), a na czwartym
dowolng z pieciu cyfr nieparzystych. Lacznie daje to w tym przypadku 8-9-5=360 liczb.

e Jesli pierwsza dziewiatke umieScimy na czwartym miejscu, to na pierwszym mozemy
umiesci¢ dowolna z 8 cyfr (od 1 do 8), a na drugim i trzecim dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8).
Liacznie daje to w tym przypadku 8-9-9 =648 liczb.

W sumie daje to 5004400+ 360+ 648 = 1908 liczb.

Oczywiscie w podobny sposéb moglibySmy rozpatrywac cztery przypadki w zaleznosci od
tego, na ktérym miejscu znajduje si¢ ostatnia dziewigtka. Szczegdly takiego rozwigzania
pozostawie jako ¢wiczenie.

VI sposéb rozwigzania

W tym sposobie zastosujemy zasade wiaczen i wylaczen dla czterech liczb. Definiujemy
cztery zbiory A, B, C i D w nastepujacy sposdb:

e w zbiorze A znajduja si¢ liczby, w ktorych na pierwszym miejscu znajduje sie cyfra 9,
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e w zbiorze B znajduja si¢ liczby, w ktérych na drugim miejscu znajduje sie cyfra 9,
e w zbiorze C znajduja sie liczby, w ktérych na trzecim miejscu znajduje sie cyfra 9,
e w zbiorze D znajdujga sie liczby, w ktérych na czwartym miejscu znajduje sie cyfra 9,

Oczywiscie chcemy obliczy¢ |[AUBUCUD)|. Zastosujemy wzdr:

JAUBUCUD|=]|A|+|B|+I|C|+|D|—-|ANB|—|ANC|—|AND|—|BNC|—|BND|—|CNDJ+
+ANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+|BNCND|—|ANBNCND|.

Teraz mamy (szczegdly obliczen zostawiam jako ¢wiczenie):

IA|=10-10-5=500, [B|=9-10-5=450, [C|=9-10-5=450, [D|=9-10-10="900,
IANB|=10-5=50, |[ANC|=10-5=50, |AND|=10-10=100,
IBAC|=9-5=45, [BND|=9-10=90, |CND|=9-10=90,

IANBNC|=5 |ANBND|=10, |[ANCND|=10, |[BNCND|=9,
IANBNCND|=1.

Stad

[AUBUCUDI|=500+450+450+900—-50—50—100—45—90—90+5+10+10+9—1=
=2300—425+34—1=1908.

5.6. Wspoétczynniki dwumianowe i dowody
kombinatoryczne.

Ostatnim pojeciem kombinatorycznym, ktére omoéwie w tych wyktadach, jest tzw. wspot-
czynnik dwumianowy. Zanim go zdefiniuje, zajme si¢ jeszcze raz zliczaniem ciggdw zero-
jedynkowych. Jak wiemy, istnieje 2™ takich ciggéw. Wazne ¢wiczenie polega na wypisaniu
wszystkich takich ciggéw diugosci 2, 3, 4 i 5 i policzeniu, ile wéréd nich jest ciaggéw z dang
liczba jedynek. Oto te ciggi dtugosci 5:

00000 00001 00011 00111 01111 11111
00010 00101 01011 10111
00100 00110 01101 11011
01000 01001 01110 11101
10000 01010 10011 11110
01100 10101
10001 10110
10010 11001
10100 11010
11000 11100

W pierwszej kolumnie mamy jedyny ciag majacy same zera, czyli majacy zero jedynek.
W drugiej kolumnie mamy 5 ciagéw z jedng jedynka, w nastepnej 10 ciggdw z dwiema
jedynkami i tak dalej. Po prawidlowym wypisaniu wszystkich ciggdw i obliczeniu, ile z nich
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ma dang liczbe jedynek, zauwazamy, ze otrzymane liczby sg dobrze znane z tréjkata Pascala
(ktdéry uczniowie powinni widzie¢ wczesniej, na przykiad przy okazji wzoréw skréconego
mnozenia):

n
Teraz wprowadzamy definicje wspétczynnika dwumianowego: liczba (k> jest réwna liczbie

ciggdw zerojedynkowych diugosci n, w ktdérych jest k jedynek. Otrzymany tréjkat Pascala
wyglada wtedy nastepujaco:

1 1

0 1

O 0 G 0
O 0 & 6 O 6

Znamy zasade tworzenia tréjkata Pascala: kazdy wiersz zaczyna si¢ i koiczy jedynka oraz

kazdy wyraz jest suma dwdéch wyrazéw stojacych nad nim jeden wiersz wyzej. Te zasade
mozemy sformutowaé w postaci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1. Dla dowolnego . > 1 mamy:

B-)-

Ponadto dla dowolnego n > 2 i dowolnego k takiego, ze 0 < k <n mamy
ny /n-1 n n—1
k) \k—1 k /)

Dowéd

Réwnosé (g) =1 wynika stad, ze istnieje doktadnie jeden cigg zerojedynkowy dilugosci n

majacy 0 jedynek, mianowicie cigg sktadajacy sie z samych zer. Podobnie (n) =1, bo tylko
n

jeden ciag zerojedynkowy dlugosci n ma n jedynek; jest to ciag skladajacy sie z samych
jedynek. Przypusémy teraz, ze mamy liczby n i k takie, ze n > 2 oraz 0 < k <n. Wszystkie
ciggi zerojedynkowe dlugosci n i majace k jedynek podzielimy teraz na dwa zbiory. W
zbiorze A znajda si¢ te ciagi, w ktérych ostatni wyraz jest réwny 1. W zbiorze B znajda sie
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te ciagi, w ktérych ostatni wyraz jest réwny 0. Popatrzmy na przyktad. Niech n=61 k=4.
Oto wszystkie ciagi zerojedynkowe dlugosci 6, w ktérych wystepuja 4 jedynki:

001111 0111110
010111 1011110
011011 1101110
011101 1110110
1001111 1111010
1010111
1011011
110011
110101
1110011

Ostatnie wyrazy tych ciggdw zostaly oddzielone kreska. Po lewej stronie mamy ciggi kon-
czace sie jedynka, po prawej stronie mamy ciggi konczace sie zerem. Zauwazmy, ze przed
kreska mamy po lewej stronie wszystkie mozliwe ciagi zerojedynkowe dlugosci 5 z trzema
jedynkami, a po prawej stronie wszystkie mozliwe ciggi zerojedynkowe dtugosci 5 z czterema
jedynkami. A wiec w naszym przyktadzie mamy réwnosc

()-()()

Popatrzmy teraz na te ciagi w calej ogdlnosci. Najpierw we wszystkich ciggach nalezacych
do zbioru A skre§lmy ostatnig jedynke — otrzymamy wszystkie mozliwe ciggi zerojedynkowe
dlugosci n—1 majace k—1 jedynek (pamietajmy, ze jedng z k jedynek skresliliémy). Na-
stepnie we wszystkich ciggach nalezacych do zbioru B skre§lmy ostatnie zero — otrzymamy
wszystkie ciagi zerojedynkowe dlugosci n majace k jedynek. Zatem z definicji wspoétczynnika
dwumianowego mamy réwnosci

n—1 n—I1
|A|_<k—1> oraz IBI—( K >

Poniewaz zbiory A i B nie majg wspdélnych elementéw oraz zbiér AUB sklada si¢ ze wszyst-
kich ciggéw zerojedynkowych dlugoséci n majacych k jedynek, wiec

A e )

To koniczy dowdd twierdzenia. O

Naturalnym pytaniem jest to, w jaki sposéb mozemy oblicza¢ wspdtczynniki dwumianowe.
Dla matych n mozemy po prostu wypisa¢ kilka poczatkowych wierszy tréjkata Pascala. Dla
k=2 i k=3 mozemy skorzysta¢ z wynikdw nastepujacych dwdch zadan.

Zadanie 47.

Dana jest liczba naturalna n > 2. Definiujemy zbiory A i B w nastepujacy sposéb:
e zbiér A sklada sie z par (i,j) takich, ze 1<i<j<n,

e zbiér B sklada sie z par (1,j) takich, ze 1< 1i,j <n oraz i#j.
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Udowodnij, ze wéwczas 2-|A|=|B|. Wyprowadz stad wniosek, ze (2) =|S2(n)|=Al=———.

Rozwigzanie

Najpierw wykazemy, ze 2-|A|=|B|. W tym celu kazda pare (i,j) ze zbioru A polaczymy w pary
z dwiema parami ze zbioru B: (1i,j) oraz (j,1). Nietrudno sprawdzic¢, ze kazda para ze zbioru B
bedzie w ten spos6b polaczona z dokladnie jedna parg ze zbioru A. To dowodzi, ze 2-|A|=|B|.

Z zadania 7 wiemy, ze |[A|=|S2(n)|= (;) oraz z zadania 32 wiemy, ze |B|=n(n—1). To

L ny .. (n) _ nn-1)
dowodzi, ze 2- (2) =n(n—1), czyli ze (2> ==

Zadanie 48.
Dana jest liczba naturalna n > 2. Definiujemy zbiory A i B w nastepujacy sposéb:

e zbiér A sklada sie z tréjek (i,j,k) takich, ze T<i<j<k<n,

e zbiér B sklada sie z trdjek (i,j,k) takich, ze 1<1i,j,k<n oraz i#j, i#k, j#k.
Udowodnij, ze wéwczas 6-|A|=|B|. Wyprowadz stad wniosek, ze

(g‘) =53] = A= MDD

Rozwigzanie
Najpierw wykazemy, ze 6-|A|=|B|. W tym celu kazda tréjke (i,j,k) ze zbioru A polaczymy
w pary z szeScioma tréjkami ze zbioru B:

(i‘)j)k)) (i‘)k)j)) (j)i‘)k)) (j)k)i’)) (k7i?j)) (ij)i‘)'

Nietrudno sprawdzié, ze kazda tréjka ze zbioru B bedzie w ten sposdb polaczona z doktadnie

jedna tréjka ze zbioru A. To dowodzi, ze 6-|A|=|B|. Z zadania 8 wiemy, ze |A|=|S3(n)|= <T31)

oraz z zadania 33 wiemy, ze |B|=n(n—1)(n—2). To dowodzi, ze 6- (3

czyli ze (n _—n(n—l)(n—Z)
y 3)” 6 '

Oczywiscie w podobny sposéb mozna udowodnié, ze

n\ nn-1n-2)(n-3) n nn—1n-2)(n—3)(n—4)
<4> 24 ’ (5) 120

“) —n(n—1)(n—-2),

i tak dalej. Nastepne zadanie pokazuje, ze powyzsze wzory mozna uogoélni¢. Otrzymujemy
w ten sposéb wzdr ogdlny na wspdlczynniki dwumianowe.

Zadanie 49.

Dane sg liczby naturalne k i n takie, ze 1 <k <n. Definiujemy zbiory A i B w nastepujacy
sposdb:
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e zbidr A sktada sie z ciggdw (ai,...,ay) takich, ze 1<a; <...<ax<n,

e zbiér B sklada sie z ciggéw (aq,...,ax) takich, ze 1< ay,...,ax <N oraz zadne dwa
wyrazy ciggu nie sa réwne (tzn. a; # a; dla dowolnych 1i,j takich, ze 1<i<j<k).

Udowodnij, ze wéwczas k!-|A| =|B|. Wyprowad# stad wniosek, ze

(n) :|Sk(n)\:|A\:n'("fn""'(“*kﬁ).

k k!

Rozwigzanie

Najpierw wykazemy, ze k!-|/A|=|B|. W tym celu kazdy ciag (aq,...,ax) ze zbioru A polaczymy
w k! par z tymi ciggami ze zbioru B, ktére maja te same wyrazy co ciag (aj,...,ax), ale we
wszystkich mozliwych kolejno$ciach. Inaczej méwiac, ciag (ai,...,ax) taczymy z ciggami,
ktére sa wszystkimi mozliwymi permutacjami wyrazéw tego ciggu. Nietrudno sprawdzié,
ze kazdy cigg ze zbioru B bedzie w ten sposéb polaczony z dokladnie jednym ciagiem ze
zbioru A — mianowicie z tym ciagiem, w ktérym wyrazy sa uporzadkowane rosngco. To

dowodzi, ze k!-|A|=|B|. Z zadania 9 wiemy, ze |A|=|Sy(n)|= 1]: oraz z zadania 35 wiemy,

ze |Bl|=n-(n—1)-...-(n—k+1). To dowodazi, ze k!- (2) =n-(n—1)-...-(n—k+1), czyli ze
ny n-n—1)...-(n—=k+1)

( >_ Kl

n) n-n—1)-...-(n—k+1)

k

Wazdr ( )= W mozna zapisa¢ w innej postaci, rozszerzajac utamek

po prawej stronie. Mianowicie licznik i mianownik tego ulamka mnozymy przez (n—k)!.
Otrzymujemy wéwczas

<n) n-mn-1-....m—k+1) n-n—-1)-...-(n—k+1)-(n—k)! n!

k)~ K! - K- (n—K)! K-k

Inny sposéb wyprowadzenia tego wzoru wynika z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Dane sg liczby naturalne k i n takie, ze 1 <k <n. Wéwczas
n n—1
“ ()= ()

Dowdéd
Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposob:

e zbidr A sktada sie z ciggdw dlugosci n, w ktdrych jest k—1 wyrazéw réwnych 1, jest
jeden wyraz réwny 2 i wszystkie pozostate wyrazy sg rowne 0.

Zauwazmy, ze W kazdym ciggu ze zbioru A jest dokladnie k wyrazdéw réznych od zera
i n—k wyrazéw réwnych 0. Wérédd wyrazéw réznych od zera jest jedna dwdjka i k—1
jedynek. Pomyst rozumowania polega na tym, by ciggi nalezace do zbioru A zliczy¢ dwoma
sposobami. Poniewaz liczba elementéw zbioru nie zalezy oczywiscie od sposobu zliczania,
wiec otrzymane dwie liczby beda réwne. Oba sposoby zliczania polegajg tak naprawde na
tym, by policzy¢, na ile sposobdéw mozemy taki cigg skonstruowac.
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Sposob 1. Najpierw tworzymy ciagg zerojedynkowy diugosci n, w ktérym jest k jedynek
(z definicji wspélczynnika dwumianowego mozemy to zrobi¢ na z> sposobéw), a nastepnie
jedng jedynke zamieniamy na dwdjke (poniewaz jest k jedynek, wiec niezaleznie od tego, na
ktérych miejscach one stojg w naszym ciggu, mozemy to zrobi¢ na k sposobéw). Z reguly

mnozenia wynika, ze istnieje k- K ciggdéw rozwazanej postaci.

Sposéb 2. Najpierw wybieramy miejsce, na ktérym wpiszemy dwdjke. Mozemy to miejsce
wybra¢ na n sposobéw. Pozostaje n—1 miejsc; mozemy je potraktowac jako miejsca, w ktd-
re wpiszemy wyrazy ciaggu zerojedynkowego dlugosci n—1, w ktérym jest k—1 jedynek.

—1
Z definicji wspdlczynnika dwumianowego wiemy, ze istnieje <2 ]> takich ciggdw. Znéw

n—1

K 1) ciagdéw rozwazanej

korzystamy z reguly mnozenia i stwierdzamy, ze istnieje n- (
postaci.

Jak wspomnialem, niezaleznie od sposobu zliczania elementéw, musimy otrzymac ten sam
wynik. Mamy zatem réwno§c
K n n—1
. =Nn-
k k—1)’

co konczy dowdd twierdzenia. (I

Whiosek. Dane sa liczby naturalne k i n takie, ze 1 <k <n. Wéwczas

ny_ n /m-Il

k) k \k—=1)
Sposéb, w jaki mozemy zastosowaé ten wniosek do obliczania wspétczynnikéw dwumiano-
wych, pokazuje na przyktadzie zadania o grze losowe;.

Zadanie 50.

Na ile sposobéw mozna wybraé 6 réznych liczb sposrdd liczb od 1 do 49?7 Inaczej moéwiac,
ile jest 6-elementowych podzbioréw zbioru 49-elementowego?

Rozwiazanie

49
Z definicji wiemy, ze liczba takich podzbioréw jest réwna ( ¢ ) Korzystajac kilkakrotnie

. . n .
% POWYZSZego WZOI'l Oraz ze zhanego Nam juz wzoru ( 0) =1, otrzymujemy:

49\ 49 [48\ 49 48 [47\ 49 48 47 (46
(9)-1(5) 22 () .7 (1)
49 48 47 46 (45\ 49 48 47 46 45 (44
:6.5.4.3.<2): fffff <1>:
49.48.47.46.45.44.(43>._49 48 47 46 45 44 |
0

6 5 4 3 27
_49.48.47.46-45-44
T 654321
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Po skréceniu utamka (bo: 48 =6-4-2 oraz 15=5-3), otrzymujemy

4
( 69> =49.47-46-3-44 =13983816.
Nietrudno uogélni¢ to rozumowanie, by otrzymac wzdér na wspdétczynnik dwumianowy (2) .

Sciste rozumowanie wymaga indukcji matematycznej. Ale mozemy przekonac uczniéw o stusz-
nosci wzoru na podstawie kilku przykladéw pokazujacych w istocie to samo rozumowanie
lub za pomoca obliczenia:

(B)=%(0)-

- nn—-1 /n-2\
_k'k—1'<k—2)_
- nn—-1n-2 Mm-3\
S k_z'(k_3>
n n—-1 n-2 n—k+1 /n—k
Tk k=1 k=21 '(k—k):
7E'n—1 n—2 'n—k—H.]i
k k=1 k=2 ' 1 N
n-(n—1-m—-2)-...-(n—k+1)

k!

Znajomo$¢ wzoru ogélnego jest oczywiscie bardzo przydatna w obu postaciach:

(n)_n-(n—])-(n—Z)-...~(n—k—H) n!

K! K- (n—k)

k

Prosze jednak uczniéw, by zapamietali kilka szczegélnych przypadkow tego wzoru i by w tych
przypadkach nie odwolywali si¢ do wzoru ogdlnego. Oto te najwazniejsze przypadki:

ny n\ n(mn-1) n\ nn-1)n-2)
() (5)-t (5)-ve e

Wzér ogdlny na wspdlczynniki dwumianowe mozemy takze wyprowadzi¢ za pomocg bezpo-
Sredniego rozumowania kombinatorycznego.

Twierdzenie 3. Dane sg liczby naturalne k i n takie, ze 1 <k <n—1. Wéwczas
ny n!
k) kl-(n—k)!’

Uwaga

Zalozenia, ze k> 1 oraz k <n—1 zostaly przyjete tylko ze wzgledu na czytelno$¢ dowodu
kombinatorycznego. Korzystajac ze wzoréw

<g> :C) oraz 0!=1
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mozemy pozby¢ sie tych zatozen w sformutowaniu twierdzenia.

Dowad

Zliczamy dwoma sposobami permutacje zbioru {0, 1,...,n}, w ktérych 0 stoi na miejscu k+1
(to znaczy przed zerem stoi k liczb, a po nim n—k liczb; po to, by przed zerem i po zerze stata
co najmniej jedna liczba, zostaly przyjete zalozenia, o ktérych pisalem w uwadze powyzej).

Najpierw zauwazamy, ze skoro we wszystkich rozwazanych ciggach zero stoi na tym samym
miejscu, wiec mozna je z tego ciggu usungé. Otrzymamy dowolny cigg dlugosci n, w ktérym
wystepuja wszystkie liczby od 1 do n, a wiec dowolna permutacje zbioru [n]. Istnieje n!
takich permutacji, a wigc istnieje n! rozwazanych ciggdw.

Teraz zliczamy te ciggi drugim sposobem. Zliczanie polega na tym, by policzy¢, na ile spo-
sobdéw taki cigg mozna utworzyé. Wykonujemy w tym celu trzy czynnosci:
n

e wybieramy k liczb ze zbioru [n]; mozemy to zrobié¢ na (k) sposobdw,

o ustawiamy w dowolny sposéb wybrane liczby na pierwszych k miejscach ciggu; mozemy
to zrobi¢ na k! sposobdéw,

e po tych k liczbach na nastepnym miejscu w ciggu ustawiamy 0 i po nim na ostatnich
n —k miejscach ustawiamy pozostate n —k liczb w dowolnej kolejnosci; mozemy to zrobié
na (n—k)! sposobéw.

. , (M s

Z reguly mnozenia wynika, ze w ten sposdéb mozemy utworzyc ( k) -kl-(n—X)! ciggdw.

Oczywiscie tak mozemy utworzy¢ dowolny cigg dtugosci n+ 1 zawierajacy wszystkie liczby
od 1 do n i taki, ze na miejscu o numerze k+1 stoi zero. Zatem w ten sposéb policzyliSmy
wszystkie rozwazane ciggi. Poniewaz liczba ciggdéw nie zalezy od sposobu zliczania, wiec

otrzymujemy réwnosé
n
nl= <k) k- (n—Xk)!,

ny n!
<k> k- (n—K)!

To konczy dowdd twierdzenia. O

czyli

Przydatne wlasnosci wspéiczynnikéw dwumianowych podajg nastepujgce dwa twierdzenia:

Twierdzenie 4. Dla dowolnych liczb naturalnych k i n takich, ze 0 <k <n zachodzi réwnos¢
ny /([ n
k) \n—-k/°

Dowad

Kazdy ciag zerojedynkowy dlugodci n zawierajacy k jedynek laczymy w pare z ciagiem
powstalym przez zamiane zer i jedynek —tak jak to robiliSmy w rozwigzaniu zadania 2.
Ciag, w ktorym jest k jedynek, ma oczywiscie n—k zer. Jest on polaczony w pare z ciggiem
majacym n—k jedynek i k zer. Sprawdzenie warunkéw (R1), (R2) i (R3) jest tatwym
¢wiczeniem. ([l
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Twierdzenie 5. Dana jest liczba naturalna n > 1. Wtedy zachodzi nastepujaca réwnos¢:
n + " + n +...= n + " + n +
0 2 4) 7\ 3 5)

Dowad

Zauwazmy, ze suma po lewej stronie jest réwna liczbie tych ciggdéw zerojedynkowych dtugosci
n, w ktorych wystepuje parzysta liczba jedynek. Podobnie, suma po prawej stronie jest
réwna liczbie tych ciggéw zerojedynkowych dlugosci n, w ktérych wystepuje nieparzysta
liczba jedynek. Z uwagi zamieszczonej po zadaniu 3 wynika, ze te liczby sa réwne. To koiczy
dowdd twierdzenia. (]

Ten wyktad chce zakonczy¢ kilkoma ogdélnymi uwagami dotyczacymi nauczania kombinato-
ryki. Po pierwsze, kombinatoryka to nie tylko permutacje, kombinacje i wariacje (z powté-
rzeniami lub bez) i wzory na liczbe tych obiektéw. Tych pojeé na lekcji wrecz nie omawiam.
Kombinatoryka (przynajmniej w zakresie obowigzujacym w szkole) to przede wszystkim
sztuka zliczania elementéw zbioréw skonczonych. Chcialbym, by uczniowie nauczyli sie tej
sztuki korzystajac z najprostszych zasad —ten sposéb mys$lenia przyda im si¢ w dalszej
nauce kombinatoryki, bardziej niz wytacznie umiejetnos¢ rozpoznawania wybranych obiek-
téw kombinatorycznych (wspomniane permutacje, kombinacje i wariacje). Kazde zadanie,
w ktérym korzysta sie z gotowych wzordw na liczbe wariacji, mozna bardzo tatwo rozwigzac
bezpo$rednio z reguty mnozenia— ale nie na odwrét. Przyktadami byly zadania 44-46.

Pokazane wyzej dwa wazne wzory:

n\y /n-1 n n—1 oraz k- (™) =n n—1
k) \k k—1 k) \k—1
(gdzie 1 <k<n—1) zostaly wyprowadzone bezposrednio z definicji wspdiczynnika dwumia-

n
nowego K jako liczby ciggdw zerojedynkowych dtugosci n, w ktérych jest k jedynek, a nie

za pomocy przeksztalcen algebraicznych wzoru z silniami. Takie dowody nazywamy w kom-
binatoryce dowodami kombinatorycznymi. Otrzymane w drodze rozumowania kombinato-
rycznego wzory maja widoczny sens; nie sg tylko wynikiem zrecznej manipulacji symbolami
i wzorami. To bardzo wazne, bo w ten sposéb uczniowie dostrzegaja tre$¢ poznawanych
wzoréow. Wiele wzoréw mozna tez znacznie latwiej uzasadni¢ metoda kombinatoryczna, niz
metodami algebraicznymi.

Przyktadem jest nastepujaca tozsamosc:

2 2 2 2 2
n n n n n — n n ny"_ 2n
0 1 2 T \n-1 n n/’

Dowdd polega na zliczaniu dwoma sposobami ciggdw zerojedynkowych dlugosci 2n majacych

n
n jedynek. Z jednej strony jest ich oczywiscie ( ) To jest prawa strona wzoru. Z drugiej
n

strony patrzymy na liczbe jedynek wsrdd pierwszych n wyrazéw ciggu — jest to liczba od 0
do n. Jesli wéréd pierwszych n wyrazéw ciggu jest k jedynek, to wérdd ostatnich n wyrazéw

jest n—k jedynek. Istnieje (E ciagdw majacych k jedynek i ( " k)’ czyli (2) ciagdéw
n_
majacych n—k jedynek. Musimy wzig¢ dwa ciagi: jeden majacy k jedynek i jeden majacy
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2
. .. L. . ., n .
n—k jedynek. Reguta mnozenia moéwi, ze mozemy to zrobi¢ na <k> sposobow. Reguta
dodawania méwi z kolei, ze te liczby mamy doda¢; to daje lewa strone wzoru.

Oczywiscie istnieje takze dowdd rachunkowy tej tozsamosci. Nie polecam szukania bezpo-
$redniego dowodu powyzszej tozsamosci przez indukcje. Latwiej bedzie udowodnic tozsamosé
ogolniejszg, zwang tozsamoscig Cauchy’ego—Vandermonde’a:

L))

dla dowolnych liczb m, n i k. Wyjasnienia wymaga tylko, co to znaczy E dla k >n,
co w tej tozsamosci moze si¢ zdarzy¢ (najprosciej przyjaé, tak jak sie to zwykle robi, ze
n

k
dowdd kombinatoryczny mozna pokazac uczniom liceum.

=0 dla k<0 oraz dla k>n). Tego dowodu raczej nie przeprowadzalbym w szkole;

5.7. Wzory arytmetyczne

W tym rozdziale udowodnimy trzy wzory, z ktérych czesto korzystamy w zadaniach. Sa to
mianowicie wzory:

1424 4n—nntD
==
12422 +n2*n(n+1)(2n+])

==
]3+23+ +T13:M
1

Istnieje wiele sposobéw dowodzenia tych wzordw. Sposdb, ktéry pokaze, na pewno nie jest
najprostszy. Ma on jednak te warto$¢, ze pokazuje znaczenie symboli wystepujacych we
wzorach. Inaczej méwiac, nadaje kombinatoryczny sens tym wzorom.

Zadanie 51.

Dana jest liczba naturalna n > 1. Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposdb:
e zbiér A sklada sie z par (i,j) takich, ze T<i<j<n+1.

Udowodnij, ze wéwczas |A|=14+2+...4+n.

Rozwigzanie

Zauwazmy najpierw, ze jesli (1,j) € A, to 2<j <n+1. Definiujemy teraz n czynnosci:
e czynno$¢ pierwsza polega na wybraniu pary postaci (i,2),
e czynno$¢ druga polega na wybraniu pary postaci (i,3),

e czynnos$¢ trzecia polega na wybraniu pary postaci (i,4),
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e ...
e czynno$¢ przedostatnia polega na wybraniu pary postaci (i,n),
e czynno$¢ ostatnia polega na wybraniu pary postaci (i,n+1).

Wykonujemy teraz jedng z tych n czynnosci. W ten sposéb mozemy otrzymac pare ze zbioru
A; co wiecej, kazda para ze zbioru A jest wynikiem ktorej$ z tych czynnosci. Zauwazmy na-
stepnie, ze pierwsza czynno$¢ koniczy si¢ jednym mozliwym wynikiem (jest nim para (1,2)),
druga czynno$¢ konczy sie jednym z dwéch wynikéw (s to pary (1,3) i (2,3)), trzecia czyn-
no$¢ konczy sie jednym z trzech wynikéw (sg to pary (1,4), (2,4) 1 (3,4)) i tak dalej. Ostatnia
czynno$¢ konczy sie jednym z n wynikéw (sg to pary (1,n+1),(2,n+1),...,(n,n+1)). Ogdl-
nie, k-ta czynno$¢ koriczy sie jednym z k wynikéw (sg to pary (1,k+1), (2, k+1),..., (k,k+1)).
Oczywiscie zaden wynik ktdrejkolwiek czynnosci nie jest wynikiem innej czynnosci (otrzyma-
ne pary réznig sie bowiem drugg liczbg). Stad wynika, ze wykonanie jednej z tych czynnosci
konczy sie jednym z 1+2+...4+n wynikéw, a wiec |A|=14+2+...4+n.

Twierdzenie 6. Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi réwnos¢

nn+1)

142+...4+n= 5

Dowdd
Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposéb:
e zbiér A sklada sie z par (i,j) takich, ze 0 <i<j<n.

1
7 zadania 51 wynika, ze |[A|=1+2+...+n. Z zadania 47 wynika, ze |A|=|S; (n+1 )|:@~

To konczy dowdd twierdzenia. (I

Zadanie 52.
Dana jest liczba naturalna n > 1. Definiujemy nastepujace dwa zbiory A i B:
e zbidr A sktada sie z tréjek (i,j,k) takich, ze 1<i,j <k<n.
e zbiér B sklada sie z tréjek (i,j,k) takich, ze 1 <i<j<k<2n.
Udowodnij, ze 4-|A|=|B].

Rozwiazanie
Wezmy tréjke (1,j,k). Wéwczas
e jesli i<<j, to trdjke (i,j,k) taczymy w pary z nastepujacymi czterema tréjkami:

(24,2,2k),  (2i—1,2j,2k),  (2i—1,2j—1,2k),  (2i—1,2j—1,2k—1),

e jesli 1>, to tréjke (i,j,k) laczymy w pary z nastepujacymi czterema tréjkami:

(2j,20—1,2k),  (2},2i—1,2k—1),  (2j,2i—2,2k—1),  (2j—1,2i—2,2k—1).

Popatrzmy na przyktad. Niech n=3. Zbiér A sktada si¢ wtedy z nastepujacych tréjek liczb:

1M
12 122 212 222
113 123 133 213 223 233 313 323 333
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Zbiér B sklada si¢ z nastepujacych tréjek liczb:

1M
122
133
144
155
166

112
123
134
145
156

113
124
135
146

114
125
136

115
126

444 445 446

116

455 456

466

222 223
233 234
244 245
255 256

266

555 556

566

224 225 226
235 236

246

666

333
344
355
366

334 335 336
345 346
356

A oto jak wyglada laczenie w pary (w pierwszej kolumnie mamy tréjki ze zbioru A, w na-
stepnych czterech kolumnach znajduja sie tréjki polaczone w pare z tréjka z pierwszej
kolumny):

1
112
122
212
222
113
123
133
213
223
233
313
323
333

222
224
244
234
444
226
246
266
236
446
466
256
456
666

122
124
144
233
344
126
146
166
235
346
366
255
455
566

112
114
134
223
334
116
136
156
225
336
356
245
445
556

111
113
133
123
333
115
135
155
125
335
355
145
345
555

Znéw sprawdzenie, ze kazda tréjka (i,j,k) ze zbioru A wystepuje w dokladnie czterech
parach i kazda tréjka ze zbioru B wystepuje w dokladnie jednej parze, jest nietrudnym
¢wiczeniem. To dowodzi, ze w zbiorze B jest cztery razy wiecej elementéw niz w zbiorze A.

Zadanie 53.

Dana jest liczba naturalna n > 1. Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposéb:

e zbiér A sklada sie z tréjek (i,j,k) takich, ze 1<i,j<k<n.

Udowodnij, ze

Rozwigzanie

A|=124+22+...+n°.

Zauwazmy najpierw, ze jesli (1,j,k) € A, to 1 <k < n. Definiujemy teraz n czynnosci:

e czynno$¢ pierwsza polega na wybraniu tréjki postaci (i,j,1),

e czynno$¢ druga polega na wybraniu tréjki postaci (i,j,2),

e czynno$¢ trzecia polega na wybraniu tréjki postaci (i,j,3),
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e czynno$¢ przedostatnia polega na wybraniu tréjki postaci (i,j,n—1),
e czynno$¢ ostatnia polega na wybraniu tréjki postaci (i,j,n).

Wykonujemy teraz jedng z tych n czynnosci. W ten sposéb mozemy otrzymal tréjke ze
zbioru A; co wiecej, kazda tréjka ze zbioru A jest wynikiem ktdrej§ z tych czynnosci.
Zauwazmy nastepnie, ze pierwsza czynno$¢ kornczy sie jednym mozliwym wynikiem (jest
nim tréjka (1,1,1)), druga czynno$é¢ konczy sie jednym z czterech wynikéw (sg to tréjki
(1,1,2), (1,2,2), (2,1,2) i (2,2,2)), trzecia czynnoéé¢ konczy sie jednym z dziewieciu wyni-
kéw (sa to tréjki (1,1,3), (1,2,3) (1,3,3), (2,1,3), (2,2,3), (2,3,3), (3,1,3), (3,2,3) 1 (3,3,3))
i tak dalej. Ostatnia czynno$é konczy sie jednym z n? wynikéw (sa to tréjki (i,j,n), gdzie
1<1,j<n). Ogélnie, k-ta czynnos¢ koriczy sie jednym z k? wynikéw (tymi wynikami sa
tréjki (i,j,k), gdzie 1<1,j <k). Oczywiscie zaden wynik ktérejkolwiek czynnosci nie jest
wynikiem innej czynnoéci (otrzymane tréjki réznig sie bowiem trzecia liczba). Stad wynika,
ze wykonanie jednej z tych czynnosci koriczy sie jednym z 17422 +...4+n? wynikéw, a wiec
Al=12+22+...4+n°.

Twierdzenie 7. Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi réwnos¢

12 +22 + +T12 = w
= c .
Dowdéd
Definiujemy nastepujace dwa zbiory A i B:
e zbiér A sklada sie z tréjek (i,j,k) takich, ze 1<i,j<k<n.
e zbiér B sklada sie z tréjek (i,j,k) takich, ze 1 <i<j<k<2n.

7 zadania 53 wynika, ze |A|=1%+2%+...4n?. Z zadania 52 wynika, ze 4-|A|=|B|. Z zadania 11
2n(2n+1)(2n+2)
¢ .

wynika, ze |B|=|S3(2n+2)|. Wreszcie z zadania 48 wynika, ze |S3(2n+2)|=
Yiacznie dostajemy:

12+22+m+n2:%.Zn(Zn-i—:S)(Zn—FZ) :;1'4~n(n+16)(2n+1) :n(n—|—1)6(2n+1)

To konczy dowdd twierdzenia. O

Zadanie 54.
Dana jest liczba naturalna n > 1. Definiujemy nastepujace dwa zbiory A i B:
e zbiér A sklada sie z czwérek (i,j,k, m) takich, ze 1 <i,j,k<m<n+1.

e zbidr B sklada si¢ z czwoérek (i,j,k,m) takich, ze 1<i<j<n+1oraz 1<k<m<n+1.
Udowodnij, ze |A|=B].

Rozwigzanie

Wezmy czworke (i,j,k, m). Wéwczas:
e jesli i< j, to cawdrke (i,j,k, m) taczymy w pare z czwérks (i,j,k,m),
e jesli >3, to cawdrke (i,j,k, m) taczymy w pare z czwérka (k, m,j, 1),

e jesli i=j, to cawdrke (i,j,k, m) taczymy w parg z czwérka (i, m,k,m).
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Popatrzmy na przyktad. Niech n=3. Zbiér A sklada si¢ wtedy z nastepujacych ciaggow
diugosci 4:

1112
1113 1123 1213 1223 2113 2123 2213 2223
1114 1124 1134 1214 1224 1234 1314 1324 1334
2114 2124 2134 2214 2224 2234 2314 2324 2334
3114 3124 3134 3214 3224 3234 3314 3324 3334
Zbiér B sklada sie za$ z ciggdw:
1212 1213 1214 1223 1224 1234
1312 1313 1314 1323 1324 1334
1412 1413 1414 1423 1424 1434
2312 2313 2314 2323 2324 2334
2412 2413 2414 2423 2424 2434
3412 3413 3414 3423 3424 3434
Yiaczenie w pary wyglada teraz nastepujaco:
(1112,1212) (1114,1414) (2114,1412) (3114,1413)
(1113,1313) (1124,1424) (2124,2412) (3124,2413)
(1123,1323) (1134,1434) (2134,3412) (3134,3413)
(1213,1213) (1214,1214) (2214,2414) (3214,1423)
(1223,1223) (1224,1224) (2224,2424) (3224,2423)
(2113,1312) (1234,1234) (2234,2434) (3234,3423)
(2123,2312) (1314,1314) (2314,2314) (3314,3414)
(2213,2313) (1324,1324) (2324,2324) (3324,3424)
(2223,2323) (1334,1334) (2334,2334) (3334,3434)

Sprawdzenie, Ze spetnione sa warunki (R1), (R2) i (R3) sformutowane w zasadzie réwnolicz-
nosci, pozostawie jako ¢wiczenie.

Zadanie 55.
Dana jest liczba naturalna n > 1. Definiujemy zbiér A w nastepujacy sposdb:
e zbiér A sklada sie z czwérek (i,j,k, m) takich, ze 1 <i,j,k<m<n+1.

Udowodnij, ze |A|=134+23+...4n>.

Rozwiagzanie
Zauwazmy najpierw, ze jedli (1,j,k,m) €A, to 2<m<n+1. Definiujemy teraz n czynnosci:
e czynno$¢ pierwsza polega na wybraniu czwérki postaci (1,j,k,2),
e czynno$¢ druga polega na wybraniu czwdrki postaci (i,j,m,3),
e czynnos$¢ trzecia polega na wybraniu czwérki postaci (i,j, m,4),
L I
e czynno$¢ przedostatnia polega na wybraniu czwdrki postaci (i,j, m,n),

e czynno$¢ ostatnia polega na wybraniu czwdrki postaci (i,j, m,n+1).
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Wykonujemy teraz jednag z tych n czynnosci. W ten sposéb mozemy otrzymac czworke ze
zbioru A; co wiecej, kazda czwdrka ze zbioru A jest wynikiem ktdrejs z tych czynnosci.
Zauwazmy nastepnie, ze pierwsza czynno$¢ konczy si¢ jednym mozliwym wynikiem (jest
nim czwérka (1,1,1,2)), druga czynno$¢ koniczy si¢ jednym z oSmiu wynikéw (sg to czwdrki
(1,1,1,3), (1,1,2,3), (1,2,1,3), (1,2,2,3), (2,1,1,3), (2,1,2,3), (2,2,1,3) i (2,2,2,3)), trzecia
czynno$¢ koriczy sie jednym z 27 wynikéw (sg to czworki (i,j,k,4), gdzie 1<1,j,k<3) i tak
dalej. Ostatnia czynnos¢ konczy si¢ jednym z n® wynikéw (sa to cawérki (i,j,k,n+1), gdzie
1<1i,j,k<n). Ogdlnie, 1-ta czynno$é¢ konczy si¢ jednym z 1? wynikéw (tymi wynikami sa
czworki (i,j,k,1+1), gdzie 1 <1,j,k <1). Oczywiscie zaden wynik ktdrejkolwiek czynnosci
nie jest wynikiem innej czynnosci (otrzymane czwdrki réznig sie bowiem czwarta liczbg).
Stad wynika, ze wykonanie jednej z tych czynnosci koriczy sie jednym z 13423 +...4+n3
wynikéw, a wiec |A|=134+23+...+n3.

Twierdzenie 8. Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi réwnos¢

n?(n+1)?

1P+234+. . 4n3= 7

Dowdd
Definiujemy nastepujace cztery zbiory A, B, Ci D:
e zbiér A sklada sie z czwérek (i,j,k, m) takich, ze 1 <i,j,k<m<n+1,
e zbidr B sklada si¢ z czwoérek (i,j,k,m) takich, ze 1<i<j<m+1oraz 1<k<m<n+1,
e zbidr C sklada sie z par (i,j) takich, ze 1<i<j<n+1,
e zbiér D sklada sie z par (x,y) takich, ze x i y sg parami nalezacymi do zbioru C.

7 zadania 55 wynika, ze |A|=13423+...+n>. Z zadania 54 wynika, ze |A|=|B|. Z zadania

1
10 wynika, ze |C|=|S2(n+1)|. Z zadania 47 wynika, ze |S;(n+1)|= % Oznaczmy
1
c= M Teraz z zadania 30 (dla m=c i n=2) wynika, ze zbiér D ma c? elementéw.

Wreszcie pokazujemy, ze zbiory B i D maja tyle samo elementéw. W tym celu czwérke
(i,j,k, m) ze zbioru B laczymy w pare z parg (x,y) ze zbioru D, gdzie:

x=(1,j), y:(k»m)~

Sprawdzenie wlasnosci (R1), (R2) i (R3) zostawie jako ¢wiczenie.

Yiacznie dostajemy:

n(n+1)>2:n2(n+1)2

1¥+22+...+n°=|A|=B|=|D|=c?*=
+2°+...4n° =|A|=|B|=|D|=c 3 7

To konczy dowdd twierdzenia. (I
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5.8. Dodatki

5.8.1. Zasada wfaczen i wytaczen

W tym dodatku pokaze dwa dowody wzoru wlaczen i wylaczen. Pierwszy dowdd korzysta
ze wzoru dla dwdéch zbiordw:

[AUB|=|A|+|B|—|]ANBI.
Teraz dowodzimy wzoru na liczbe elementéw sumy trzech zbioréw:
IJAUBUC|=[(AUB)UC|=|AUB|+|C|—|(AUB)NC|=
=|Al+[B|—|ANB|+|C|—|(ANC)U(BNC)|=
=|Al+[B|+|C|—|ANB|— (JANC|+[BNC|—|(ANC)N(BNC)|) =
=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|(ANC)N(BNC)|=
=|A|+|B|+|C|—]ANB|—|ANC|—|BNC|+|]ANBNC]|.

W tym dowodzie korzystaliémy z nastepujacych dwdch tozsamosci rachunku zbioréw:
(AUB)NC=(ANC)U(BNC),
(ANC)N(BNC)=ANBNC.

Oba dowody mozna latwo przeprowadzi¢ za pomoca diagraméw Venna.

W podobny sposéb mozemy udowodni¢ wzdér wlaczen i wylaczen dla czterech zbioréw. Teraz
bedziemy korzystaé ze wzoru wlaczen i wyltaczen dla dwdch i dla trzech zbioréw. A oto
dowdd. Najpierw korzystamy ze wzoru dla dwédch zbioréw:

IJAUBUCUD|=[(AUBUC)UD|=|AUBUC|+|D|—-|[(AUBUC)ND|=
=|AUBUC|+D|-|(AND)U(BND)U(CND)|.

Teraz dwukrotnie korzystamy ze wzoru wiaczen i wylaczen dla trzech zbioréw:
IAUBUC|=|Al+[B|+|C|—|ANB|—|ANC|—-BNC|+|ANBNC]|
oraz
[(AND)U(BND)U(CND)|=
=|AND|+|BND|+|CND|—|[(AND)N(BND)|—|(AND)N(CND)|—|(BND)N(CND)|+
+|[(AND)N(BND)N(CND)|=
=|AND|+[BND|+|CND|—-|ANBND|—-|ANCND|—|BNCND|+|ANBNCND|.

Yiaczac ostatnio otrzymane wzory, otrzymujemy wzdr wiaczen i wyltaczen dla czterech zbio-

row:

IJAUBUCUD|=I|A|+B|+|C|+|D|—]ANB|—|ANC|—|AND|—|BNC|—|BND|—|CNDIJ+
+lANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+BNCND|—|ANBNCND|.
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W tym dowodzie korzystaliémy, oprécz wymienionych wyzej, z nastepujacych tozsamosci
rachunku zbioréw:
(AUBUC)ND=(AND)U(BND)U(CND),
(AND)N(BND)N(CND)=ANBNCND.
Dowody tych tozsamosci takze mozna przeprowadzi¢ za pomocg diagraméw Venna (o dia-
gramach Venna dla czterech zbioréw pisalem wczesniej).

Nietrudno zauwazy¢, ze te dwa dowody mozna uogdlnié, to jednak wymaga zastosowania
indukcji. Oto ten dowdd.

Twierdzenie 9. Jesli Aq,...,A,, sa zbiorami skoriczonymi, to

n
ATU.UAR = (1)< ‘ﬂA’
k=1 TePx(n) jeT
Dowdd
Wprowadzmy oznaczenie. Dla dowolnych zbioréw By,...,B;, niech:
Sk(BiyonBm)= > |[(By]
TePy(m) JET

Teza twierdzenia przybiera wtedy postaé:

n

ATU.LUAL =D (DTS (A, An).
k=1

Twierdzenia dowodzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n =1 twierdzenie jest oczywiste.
Dla n=2 i n=3 bylo juz udowodnione. Zakladamy teraz, ze dla dowolnych n zbioréw
(gdzie n > 2) twierdzenie jest prawdziwe i dowodzimy, ze jest prawdziwe dla dowolnych
n+1 zbioréw. Niech wiec Aq,...,A 11 beda dowolnymi zbiorami skonczonymi. Wéwczas

A4 U...UAn+]|=|(A1 U...UAH)UATH_HZ
:|A1 U---UAn‘+|An+1|_|(A1 U---UAn)mAnJr]‘:
:|A1 U"'UATL‘+|ATL+]|7|(A1 mAn—H)U-“U(AnﬁAn—H )|

Korzystamy teraz dwukrotnie z zatozenia indukcyjnego dla n zbioréw: dla zbiordw Aq,..., A
oraz dla zbioréw A1 NAL{1y...,AnNAL 1!

n
‘A1U---UAn|: (_])k+1sk(A1a---)An)a
k=1
n

(ATAAR DU UARNAR) = ) (1 S(AT N At An N A,
k=1
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Zauwazmy nastepnie, ze

n
|A1 U-'-UAHH‘|AH+1|251(A1)"')An)+|An+1|+Z (_])k+1sk(A1)"'>An):

n
= A+ AR A+ ) (DTS (A AR =
k=2
n

=S1(A1ye Anp)+ ) (1) TSK(A,LL L AR)
k=2

oraz

n

(ATNAR UL UARN AR )= ) (1 S(AT N AR, An N AR ) =
k=1

3
L

71)k+15k(A] ﬂAn_._],...,AnﬁAn_H )+(7‘|)n+1sn(A] ﬂAn+1,...,AnﬂAn+1):

I
3~
L

(DTS (AT N Ansty ey An N AR )H (=T (AT N A1) N (AR A1) =

EPH’I

3
IR

(=D S (AT N AR 1y An N AR ) + (=D TAT N NAL N A =

|
I\/]

~
Il

(=) Skt (ATN At 1y e, AN AR 1) — (=) AT N L NAL N AR =

I
I\/]:

i
N

( 1) Sk 1(A1mAnJr]a---»AnmAnJﬂ)_(_])n+zsn+1(A1>---)An+1):

I
I\/]:

i
N

( 1)k+1sk71 (A] mAn+1»---)AnmAn+1)_ (_])n+25n+1 (A1)--')AT1+1 )

|
Mj

k=2
Zatem
n

ATU.UAR|=S$1(AT,... Ani) Z DSk (A, An)+

. k=2

+Z (_1)k+1 Skf1 (Al mAn+1»---)AnmAn+1)+ (_])n+25n+1 (Ah--wAnJH ) =
k=2
n

=S51(A1,..,Ans1) Z k_H (Sk(A1yee iy An) + Sk 1 (Ayee oy At )+

k=2
+(_] )n+28n+1 (A1 yer -)An+1 )

Nastepnie zauwazmy, ze

Sk(Ah---»An)"i'skf] (A1 ﬂAn+1,...,AnﬂAn+1 ) :Sk(A1)---»An+1)
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Stad ostatecznie dostajemy

|Aq U...UAn‘:
n
:Sl (AI»H-)AnJrI)"‘Z (_1)k+]sk(A1a--')An+1)+(_1)n+zsn+1 (A],...,An+1):
k=2
n+1

=Y (—1)*S(Ar,...,Ans1),
k=1

co konczy dowdd twierdzenia. (Il
Pokaze teraz dowéd kombinatoryczny wzoru wiaczen i wylaczen.

Mamy udowodni¢ réwnosé
IAUBUC|=|A|+|B|+]|C|—]ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC]|.

Przegladamy kolejno 7 zbiordw wystepujacych po prawej stronie wzoru. Przy kazdym ele-
mencie kolejno rozpatrywanych zbioréw stawiamy jeden znak: plus lub minus. Jesli rozpatry-
wany zbidr wystepuje we wzorze ze znakiem +, to przy kazdym jego elemencie piszemy znak
plus; jesli za$ ten zbidr wystepuje we wzorze ze znakiem —, to przy kazdym jego elemencie
piszemy znak minus. Te znaki pokazuja, ile razy dany element byt liczony po prawej stronie.
Wykazemy, ze przy kazdym elemencie sumy zbioréw AUBUC liczba pluséw jest o 1 wieksza
od liczby minuséw. To znaczy, ze kazdy element tej sumy ostatecznie byt liczony po prawej
stronie dokladnie jeden raz, a wiec prawa strona jest réwna liczbie elementéw sumy.

Te procedure zilustrujemy serig rysunkéw.

Rysunek 1: zbiory A, B i C wraz z zaznaczonymi przykladowymi elementami (po jednym

elemencie w kazdej skladowej).

Rysunki 2, 3 i 4: najpierw przy kazdym elemencie zbioru A rysujemy znak plus, potem przy
kazdym elemencie zbioru B rysujemy znak plus, a nastepnie przy kazdym elemencie zbioru
C rysujemy znak plus.
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Rysunki 5, 6 i 7: przy kazdym elemencie zbioru ANB rysujemy znak minus, potem przy
kazdym elemencie zbioru ANC rysujemy znak minus, a nastepnie przy kazdym elemencie
zbioru BN C rysujemy znak minus.

Rysunek 8: przy kazdym elemencie zbioru ANBNC rysujemy znak plus

o
&

|

g
&

1>
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Zauwazamy, ze rzeczywiscie przy kazdym elemencie sumy AUBUC liczba narysowanych
pluséw jest o jeden wieksza od liczby narysowanych minuséw: przy elementach nalezacych
do jednego zbioru narysowaliSmy tylko jeden plus, przy elementach nalezacych do dwdéch
zbioréw narysowaliSmy dwa plusy i jeden minus, wreszcie przy elementach nalezacych do
wszystkich trzech zbioréw narysowaliSmy cztery plusy i trzy minusy. To daje réwnosé

(liczba pluséw) — (liczba minuséw) =|AUBUC|.

Nietrudno przy tym zauwazy¢, ze w kazdym z siedmiu powyzszych krokéw liczba narysowa-
nych znakéw byla réwna liczbie elementéw rozpatrywanego zbioru. Stad dostajemy réwnosé

(liczba pluséw) — (liczba minuséw) = |A|+|B|+|C|—|ANB|—]ANC|—|BNC|+|ANBNC|,

z ktérej wynika wzdr wlaczen i wylaczen dla trzech zbiorow.

To, ze przy kazdym elemencie sumy AUBUC liczba pluséw jest o 1 wieksza od liczby
minuséw, mozna wykaza¢ bez odwolywania si¢ do rysunkéw. Popatrzmy teraz na takie ro-
zumowanie. Niech x bedzie dowolnym elementem sumy AUBUC. Rozwazamy trzy przypadki.

Przypadek 1. Element x nalezy do dokladnie jednego z trzech zbioréw A, B, C.

Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zaltozy¢, ze x nalezy do zbioru A i nie nalezy do zbioréw
B i C. Wéwczas przy x napisaliSmy tylko jeden znak plus; miato to miejsce przy rozpatry-
waniu zbioru A.

Przypadek 2. Element x nalezy do dokladnie dwéch zbioréw.

Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zaltozyé, ze x nalezy do zbioréw A i B oraz nie nalezy
do zbioru C. Wéwczas przy x napisaliémy dwa znaki plus (przy rozpatrywaniu zbioréw A
i B) oraz jeden znak minus (przy rozpatrywaniu zbioru ANB).

Przypadek 3. Element x nalezy do trzech zbioréw.

Wéwczas przy x napisaliS§my 4 znaki plus (przy rozpatrywaniu zbioréw A, B, Ci ANBNC)
i trzy znaki minus (przy rozpatrywaniu zbioréw ANB, ANC i BNC).

W catej ogélnosci dowdd kombinatoryczny twierdzenia 9 polega takze na przegladaniu kolej-

no sktadnikéw sumy stojacej po prawej stronie réwnosci i zapisywaniu przy kazdym elemen-

cie zbioru ﬂ A; znaku plus lub minus w zaleznoéci od tego, czy liczba ’ m Aj ‘ wystepowatla
jeT jeT

W sumie zJee znakiem plus czy minus. Inaczej moéwiac, jesli zbidér T m]aE nieparzysta liczbe

elementdw, to piszemy znak plus; jesli za$§ zbidr T ma parzysta liczbe elementéw, to piszemy

znak minus.
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Prawa strona réwnosci wystepujacej w tezie twierdzenia 9 jest réznica miedzy liczba plu-
sow i liczbg minuséw. Wystarczy zatem pokazaé, ze przy kazdym elemencie sumy zbioréw
AjU...UA, narysowaliémy o jeden plus wiecej. Niech x € A;U...UA,. Niech nastepnie

M={j: x€A;}.

Inaczej méwiac, x € A; wtedy i tylko wtedy, gdy j € M. Oznaczmy m=|M|; oczywiscie m>1.
Niech teraz T € Py (n) i popatrzmy na zbidr ﬂ Aj; jest to jeden ze zbioréw wystepujacych
jeT
po prawej stronie réwnosci. Jesli T\ M # 0, to oczywiscie mamy x & ﬂ Aj. Przypuéémy

jeT
zatem, ze TC M. Wtedy przy elemencie x rysowaliémy znak plus lub minus, w zalezno$ci od
parzystosci k: plus dla nieparzystych k, minus dla parzystych k. Dla danego k liczba takich

zbioréow T jest réwna k)' Liczby pluséw i minuséw narysowanych przy x sg zatem réwne

(liczba pluséw) = (T) + <?> + <T;) +...
(liczba minuséw) = (T) + (T) + (12) +...

(liczba pluséw) — (liczba minuséw) =

()G () ) (B) () (8) )

Z twierdzenia 5 (przypominam, ze m > 1) dostajemy:

() (5)+(5) o 5+ (42 ()

Stad wynika, ze

() ()= ()=~ ((B)(0) () ) -(3)

To znaczy, ze przy elemencie x narysowaliSmy o jeden plus wiecej. Tak jest dla kazdego
elementu x sumy A;U...UA,,. To za$ oznacza, ze suma po prawej stronie réwnosci bedzie
réwna liczbie elementéw sumy A U...UA,, co koiczy dowdd twierdzenia 9.

skad dostajemy

5.8.2. Wz6r dwumianowy Newtona

Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10. Dana jest liczba naturalna n > 1. Wéwczas dla dowolnych liczb rzeczywi-
stych a i b zachodzi réwnosc

(at+b) =" )am+ (T )am b+ (T )am b2 (T a4 ()b
0 1 2 n—1 n
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Dowéd

Przeprowadzimy dowdd twierdzenia w trzech krokach. W kroku pierwszym zastosujemy
rozumowanie kombinatoryczne. W kroku drugim zastosujemy znane twierdzenie dotycza-
ce wielomianéw jednej zmiennej rzeczywistej. Wreszcie w kroku trzecim udowodnimy teze
twierdzenia za pomoca prostych przeksztalcen algebraicznych.

Krok 1.

Przyjmijmy, ze dane sg dwie liczby naturalne myn>1. Udowodnimy, ze wéwczas prawdziwa
jest réwnosé

(m+1)"= (2) mt (nT_L]) mt (niZ) mh i+ (2) mi+ (T) m!+ (g) -m°.

Definiujemy nastepujacy zbior A:

e zbidér A sktada sie z ciggéw (ai,...,a,) takich, ze 1< ay,...,a, <m+1.
Z zadania 28 wynika, ze [A|=(m+1)™. Definiujemy nastepnie zbiory Ag,A1,A2,...,An_1,An
w nastepujacy sposéb. Zbiér Ay (gdzie 1 <k < n) sklada sig¢ z tych ciagéw (ai,...,an),
ktére maja dokladnie k wyrazéw réwnych m+ 1. Obliczmy, ile elementéw ma zbidr Ay.
Zastanéwmy sie w tym celu, ile réznych ciaggdw nalezacych do zbioru Ay mozemy utworzyc.

Najpierw wybieramy k liczb spos$réd 1,2,...,n. To mozemy zrobié¢ na <2> sposobéw. Na-
stepnie dla kazdej liczby j spoérod k wybranych liczb przyjmujemy a; =m-+1. Wreszcie dla
kazdej z niewybranych n—k liczb j wybieramy liczbe a; ze zbioru [ml]; z zadania 28 wynika,

. . .. _ . . ) n ko2
ze to mozemy zrobi¢ na m™ ¥ sposobéw. Lacznie w ten sposéb tworzymy ( k) m" ¥ ciagéw

n —
i () o

(a7,...,an). Stad wynika, ze

dla k=0,...,n.

Zauwazamy nastepnie, ze
A=A UAL_1UAL 2U...UAUATUAp
oraz wszystkie zbiory po prawej stronie sg parami roztaczne. Stad wynika, ze
IAl=|An]+|An_1[+[An_2l+... +IA2[+]A1][+]|Ao],

czyli

(m+1)"= (2)111“4— <ni1)m"1 + (niz)m"2+...+ (;)m2+ (T)nﬂ + (g)mo.

W ten sposéb krok 1 zostal zrealizowany. Teraz pora na algebre.

Przypominam, ze wielomianem stopnia n nazywamy dowolng funkcje W(x) postaci
W(x) = an X+ an_1x™ "+ an_2x"2+...+a;x+ao,

gdzie an,an_1,an_2,...,01,00 s3 liczbami rzeczywistymi, przy czym a, # 0. Bedziemy
korzysta¢ z nastepujacych wlasnosci wielomiandw:
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1. Iloczyn wielomianéw (po wykonaniu mnozenia i uporzadkowaniu wyrazéw) jest wie-
lomianem. Stopien iloczynu jest suma stopni czynnikdw.

2. Funkcja W(x) = (x+1)" jest wielomianem stopnia n.

3. Jesli wartosci dwdch wielomianéw W(x) i V(x) stopnia n sg réwne dla co najmniej
n+1 (w szczegdlnosci dla nieskoriczenie wielu) réznych argumentéw rzeczywistych, to sg
réwne dla wszystkich argumentéw rzeczywistych. Zatem, jesli

W(Xl ) :V(Xl )) W(XZ) = V(XZ)) [EXS) W(Xn) :V(Xn), W(Xn—H ) = V(XH—H )a

gdzie wszystkie liczby x1,X2,...,Xn,Xn11 $3 rézne, to W(x) =V(x) dla kazdej liczby rzeczy-
wistej x.
Krok 2.

Przyjmijmy, ze dana jest liczba naturalna n > 1. Udowodnimy, ze wéwczas prawdziwa jest
réwnosc

oo (e () () )

dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

Ustalamy liczbe naturalng n > 1. Definiujemy dwa wielomiany stopnia n:

W(x)=(x+1)"

Vi = (M) (e (e e (5 (1) (3):

Wtedy z kroku 1 wynika, ze dla kazdej liczby naturalnej m mamy réwnos¢ W(m)=V(m).
Zatem dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé¢ W(x)=V(x), czyli

(x+1)" = (E)Xn-l- <ni1>x”1 + <nT_12>x"2+...+ (2)X2+ (T>x+ <g>

Krok 3.

oraz

Ustalmy teraz liczby rzeczywiste a i b. Przypusémy najpierw, ze b=£0. Niech wéwczas x = %.
Z kroku 2 wynika, ze

(e () (2 (s ()44 0)

czyli

) =) G+ () G+ () ()

Przeksztalcamy otrzymang réwnosc:

a+b\" /n af“_i_ n a“_1+ n a“_2+ L afz_’_ n) a, (n
b “\n) b \n—1/) b1 " \n-2) bn2 7" \2) b2 \1/ b \0o)’




czyli
(a+b)™  /n af“_‘_ n a“_1b+ n a“_2b2+
b \n/) bm \n-1 bn n—2 bn

(M azb“*2+ n ab“”_’_ n) b"
2 bn 1 bn 0/ bn’

Po pomnozeniu obu stron ostatniej réwno$ci przez b™, otrzymamy teze twierdzenia.

Wreszcie wystarczy zauwazy¢, ze dla b=0 teza jest oczywista. To koniczy dowdd twierdzenia.
|
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O rozwigzywaniu zadan
z rachunku prawdopodobienstwa

Edward Stachowski
konsultacja: Anna Olechnowicz

Wstep

1.

Przed wprowadzeniem na lekcjach tresci programowych z teorii prawdopodobienstwa
niezbedne jest wczesniejsze omodwienie zagadnien dotyczacych elementéw kombinatoryki
w zakresie przewidzianym dla danego poziomu nauczania. Kombinatoryka jest to dziat
matematyki wykorzystywany czesto w teorii prawdopodobiefistwa. Zapoznanie uczniow
z elementami kombinatoryki w ramach teorii prawdopodobieistwa prowadzi do sytu-
acji, ktérag mamy aktualnie — wigkszo§¢ uczniéw nie rozumie kombinatoryki i nie umie
rachunku prawdopodobienstwa.

»ozkolna” teoria prawdopodobienstwa jest znacznie trudniejsza od ,,akademickiej”.
»Akademicka” teoria prawdopodobienstwa zaczyna sie od podania modelu:

dana jest przestrzen probabilistyczna (Q,FP) ....

W ,szkolnej” teorii prawdopodobienstwa w wielu zadaniach opisane jest do§wiadczenie
losowe i podany problem z nim zwigzany. Dla tego doswiadczenia i podanego problemu
musimy zbudowaé model probabilistyczny i to na ogdét sprawia wiele klopotdw.
Koniecznie nalezy pamieta o tym, ze dla danego do$wiadczenia losowego, w wielu przy-
padkach, model mozna zbudowal na kilka sposobdw, czyli () nie jest jednoznacznie
wyznaczona przez doSwiadczenie losowe. Np. model zbudowany za pomocg drzewa jest
czesto rézny od modelu klasycznego.

Pojeciem pierwotnym teorii prawdopodobienstwa jest zdarzenie elementarne.

Jak wiadomo, pojecia pierwotnego nie definiuje sie, jednak przy rozwigzywaniu zadan, bu-
dujac model, musimy zdecydowaé, co w danym doSwiadczeniu losowym jest zdarzeniem
elementarnym.

Proponujemy nastepujacy sposéb postepowania.

Analizujemy do$wiadczenie losowe i sporzadzamy liste jego mozliwych wynikéw, tak aby
lista ta spelniata nastepujace warunki:

1.

Ma by¢ kompletna, tzn. do§wiadczenie nie moze zakonczy¢ sie wynikiem, ktérego nie ma
na liscie,

. Elementy listy muszg by¢ parami roztaczne, tzn. kazdy wynik umieszczony na li§cie musi

wykluczaé¢ wszystkie inne wyniki tej listy.

Elementy tak sporzadzonej listy przyjmujemy za zdarzenia elementarne.
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Pamietamy o postulacie rozréznialnosci:

Jezeli jest kilka monet o tym samym nominale, kilka szeSciennych kostek do gry, kilka kul
tego samego koloru (ogdlnie kilka elementéw tego samego rodzaju ,optycznie nierozréznial-
nych”), to w naszych rozwazaniach beda one zawsze rozréznialne, to znaczy ponumerowane.
Umawiamy sie, ze jest element pierwszy, element drugi, ...

Zbiér wszystkich zdarzen elementarnych oznaczamy symbolem Q.

Zdarzeniem losowym nazywamy kazdy podzbidér skonczonego zbioru wszystkich zdarzen
elementarnych.

Prawdopodobienstwo jest to funkcja P, okre§lona na wszystkich zdarzeniach losowych za-
wartych w danym zbiorze (), spelniajaca nastepujace warunki:

1. Dla kazdego zdarzenia losowego A jest P(A) > 0.
2. P(Q)=1.
3. Dla kazdej pary zdarzen rozitacznych A, B, jest P(AUB) =P(A)+P(B).

Podstawowe wtasnosci prawdopodobienstwa

P(0)=0.

Jezeli A C B, to P(B\A) =P(B)—P(A).

Jeseli A C B, to P(A) < P(B).

Dla kazdego A, P(A) < 1.

P(A’)=1—P(A), gdzie A’ to zdarzenie przeciwne do zdarzenia A.
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

S otk W

Wazna konsekwencjg wtasnosci 4 oraz 6 jest nieréwno$¢ P(ANB) >P(A)+P(B)—1.
Twierdzenie. Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Jezeli zbidr wszystkich zdarzen elementarnych Q) jest zbiorem skonczonym i wszystkie zda-
rzenia jednoelementowe sg réwnoprawdopodobne, to dla kazdego zdarzenia losowego A C Q

_ Al
P(A)= -

Wyrézniamy nastepujace typowe do§wiadczenia losowe:

1. W do$wiadczeniu polegajagcym na losowaniu po jednym elemencie z kazdego ze zbioréw
A1,A2,..., Ay, zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie ciagi (x1,x2,...,Xi) takie, ze
xi €A dlaie{l,2,...,k}. Jest to model klasyczny i |Q| =|A1]-|Az]-...-|Ax].

2. W dos$wiadczeniu polegajacym na k-krotnym losowaniu po jednym elemencie ze zwra-
caniem ze zbioru A, zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie funkcje f: {1,2,...,k} = A,
lub réwnowaznie wszystkie ciagi (x1,x2,...,Xi) takie, ze x; € A; dla i€{1,2,...,k}, lub
réwnowaznie wszystkie k-elementowe wariacje z powtdrzeniami zbioru A; jest to model
klasyczny i jezeli |A|=n, to |Q|=nk.

3. W doéwiadczeniu polegajacym na k-krotnym losowaniu po jednym elemencie bez zwra-
cania ze zbioru A, takiego, ze |A|=n i k< n, zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie
funkcje réznowartos$ciowe f: {1,2,...,k} — A lub réwnowaznie wszystkie ciagi réznowar-
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tosciowe (x1,x2,...,xx) takie, ze x; € A dla 1€{1,2,...,k} lub réwnowaznie wszystkie
k-elementowe wariacje bez powtdrzen zbioru A; jest to model klasyczny i

n!

Ql=n-(n—1)-...-(n—k+1)= CEe

4. W dosSwiadczeniu polegajagcym na porzadkowaniu wszystkich elementéw takiego zbio-
ru A, ze |A|=n, zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie funkcje réznowartosciowe
f:{1,2,...,k} — A lub réwnowaznie wszystkie ciggi réznowartosciowe (x1,x2,...,Xn) ta-
kie, ze x; € A dla i€{1,2,...,k} lub réwnowaznie wszystkie permutacje zbioru A; jest to
model klasyczny i |[Q]=n!.

5. W do$wiadczeniu polegajacym na jednoczesnym losowaniu k elementéw ze zbioru A lub
k-krotnym losowaniu po jednym elemencie bez zwracania ze zbioru A takiego, ze |A|=n
i1 k<n, ale nie interesuje nas kolejno$¢ losowania a tylko to czy dany element zostal
wylosowany czy nie, zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie k-elementowe podzbiory

!
zbioru A; jest to model klasyczny i |Q|= (2) = m

6.1. Zakres podstawowy

Zadania z teorii prawdopodobienstwa, w zakresie podstawowym, dotycza prostych doswiad-
czen losowych typu:

a) losowanie jednego elementu z podanego zbioru,

b) losowanie po jednym elemencie z dwéch (trzech) zbiordéw,

c) kilkukrotne losowanie po jednym elemencie ze zwracaniem z danego zbioru, np. rzuty
kostka to losowanie po jednym elemencie ze zwracaniem ze zbioru {1,2,3,4,5,6},

d) kilkukrotne losowanie po jednym elemencie bez zwracania z danego zbioru.

Przyktad 1.

Dane sg liczby 2 oraz 4. Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7,8} wybieramy losowo jedng licz-
be i oznaczamy jg k. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: istnieje tréjkat o dlugosciach
bokéw 2, 4, k.

Rozwigzanie
Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie elementy zbioru {1, 2, 3,4,5,6,7, 8}.

Zdarzenia jednoelementowe sg réwnoprawdopodobne, spelnione sg zalozenia twierdzenia
yklasyczna definicja prawdopodobienistwa”, |Q| =8.

Okreslamy zdarzenia A:
A —liczby 2, 4, k sg dlugosciami bokdéw tréjkata, czyli spelniajg nieréwnosci tréjkata tzn.
suma dlugosci kazdych dwdch bokdéw jest wieksza od dlugosci trzeciego boku.

2+4>k k<6 3
2+k>4 stad k>2 ,cwhkeBAjhﬂmHM:SiHAyzg
4+k>2 k>-2
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Przyktad 2.

Sa dwa pojemniki. W kazdym z nich sg cztery kule. W pierwszym pojemniku jest 1 kula
biata i 3 kule czarne, w drugim sa 2 kule biate i dwie kule czarne. Z kazdego pojemnika
losujemy jedna kule. Oblicz prawdopodobiefistwo zdarzen:

A —otrzymamy dwie kule biale,

B — otrzymamy dokladnie jedng kule biata.

| sposéb rozwigzania

Pamietamy o postulacie rozréznialnosci i numerujemy kule w kazdym pojemniku. W po-
jemniku pierwszym kula biala ma numer 1, kule czarne —numery 2, 3, 4; w pojemniku
drugim kule biale majg numery 1, 2, kule czarne majg numery 3, 4. Zdarzeniami elementar-
nymi w tym do$wiadczeniu sg wszystkie ciagi dwuelementowe (a,b) o wartosciach w zbiorze
{1,2,3,4}. Zdarzenia jednoelementowe sg réwnoprawdopodobne, mamy model klasyczny.

Korzystajac z reguly mnozenia mamy:
Q] =4-4=16.

Zdarzeniu A sprzyjaja wszystkie ciggi odpowiadajgce wyborowi kuli biatej z kazdego po-

jemnika,
2
|Al=1-2=21P(A) :EZO’]ZS'

Zdarzenie B jest suma dwdch zdarzen roztacznych B =B, UB,, gdzie
B1 —z pierwszego pojemnika wylosujemy kule bialg i z drugiego czarna,

B, — z pierwszego pojemnika wylosujemy kule czarng i z drugiego biala.

Bl =1-2=2,
B2l =3-2=6.
Zdarzenia By, B, sa roztaczne, stad
8
IB| = [B1]+[B2| oraz P(B)zﬁzo,s.

Il sposéb rozwigzania (metoda tabeli)

Ponumerujmy kule w kazdym pojemniku. Niech w pojemniku pierwszym kula biata ma
numer 1, kule czarne numery 2, 3, 4; w pojemniku drugim kule biate majg numery 1, 2, kule
czarne majg numery 3, 4. Zdarzeniami elementarnymi w tym doSwiadczeniu sa wszystkie
ciagi dwuelementowe (a,b) o wartosciach w zbiorze {1, 2, 3,4}. Zdarzenia jednoelementowe
sg rownoprawdopodobne, jest to model klasyczny.

Zbiér wszystkich zdarzen elementarnych (O mozemy przedstawi¢ w postaci tabeli 4 x 4.

Rysujemy dwie tabele. W pierwszej zaznaczamy zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarze-
niu A, w drugiej zaznaczamy zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu B i obliczamy
odpowiednie prawdopodobienstwo.

Uwaga

Mozemy narysowac tabele 2 x 2, ale w tak opisanym zbiorze () zdarzenia jednoelementowe
nie sg réwnoprawdopodobne, nie bytby to model klasyczny.
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111 sposéb rozwigzania (metoda drzewa)

Rysujemy drzewo, ktére ma dwa poziomy. Drzewo moze mie¢ 16 gatezi, albo w prostszej
wersji 4 galezie. Zapisujemy prawdopodobienstwa przy odcinkach drzewa i obliczamy praw-
dopodobienstwo.

Przyktad 3.

W pewnym liceum ogdlnoksztalcacym sg dwie klasy trzecie, ktorych sktad osobowy przed-
stawiono w tabeli.

klasa liczba wszystkich uczniéw liczba dziewczat

Illa 30 18
IIIb 32 16

Z kazdej klasy wybieramy losowo jednego ucznia. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A
polegajacego na tym, ze zostanie wybrana dziewczynka i chtopiec. Wynik podaj w postaci
ulamka zwyklego nieskracalnego.

| sposéb rozwigzania
Na podstawie tabeli odczytujemy skiad obu klas:

e IITa: 18 dziewczynek i 12 chlopcéw,
o IITb: 16 dziewczynek i 16 chtopcdw.

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie pary (a, b), gdzie a oznacza ucznia klasy IIla, za§
b oznacza ucznia klasy IIIb. Zdarzenia jednoelementowe sg réwnoprawdopodobne, mamy
schemat klasyczny.

|Qf = 30-32=960.
Zdarzenie A jest suma dwodch zdarzen:

e A; —z klasy IIla zostanie wybrana dziewczynka i z klasy I1Ib zostanie wybrany chlopiec,
e A, —zklasy IIla zostanie wybrany chlopiec i z klasy IIIb zostanie wybrana dziewczynka.

A=A1UA,.
A1NA2 =0, stad |A] = [A1]+|Azl,

A1l =18-16=288
Azl =12-16=192

CJAl 480 1

Il sposéb rozwigzania (metoda drzewa)

Rysujemy drzewo, ktére ma dwa poziomy. Drzewo dla zdarzenia A, na ktérym sa tylko
istotne galezie, ma 4 galtezie (wyrézniamy plec).
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Zapisujemy prawdopodobienstwa przy odcinkach drzewa i obliczamy prawdopodobiefistwo
dodajac odpowiednie iloczyny.

Przyktad 4.

Ze zbioru liczb {0,1,2,3,4,5} losujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie bez zwracania
1 oznaczajac pierwszg wylosowang liczbe przez a, druga przez b, tworzymy liczbe x=10a+b.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:
A —x bedzie dwucyfrowg liczbg parzysta,
B — x bedzie dwucyfrowg liczbg podzielng przez trzy.

| sposéb rozwigzania

Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie dwuelementowe ciggi réznowartosciowe (a,b) o war-
tosciach w zbiorze {0, 1,2, 3,4, 5} — dwuelementowe wariacje bez powtdrzen zbioru szescio-
elementowego.

Zdarzenia jednoelementowe sg réwnoprawdopodobne, jest to model klasyczny i |Q|=6-5=30.
Obliczamy P (A).
Zauwazmy, ze A=A1UA,, gdzie

e A —pierwsza liczba bedzie parzysta, rézna od zera i druga liczba bedzie parzysta (rézna
od pierwszej),
e A, —pierwsza liczba bedzie nieparzysta i druga liczba bedzie parzysta.

|A1[=2-2=4,
|A2[=3-3=9,
13

A1NA2 =0, stad |A|=[A1|+]Az|=13 i P(A):%.
Obliczamy P (B).

Liczba jest podzielna przez trzy, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez trzy, stad

B :{(],2),(1,5),(2,]),(2,4),(3,0),(4,2),(4,5),(5,]),(5,4)},|B| =91 P(B) :0)3

Il sposéb rozwigzania (metoda tabeli)
Zbioér wszystkich zdarzen elementarnych () mozemy przedstawi¢ w postaci tabeli 6 x 6 z usu-
nietg przekatna zawierajaca (0,0). W tabeli jest 6-6—6 =30 pdl.

Rysujemy dwie tabele. W pierwszej zaznaczamy zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarze-
niu A, w drugiej zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu B i obliczamy odpowiednie
prawdopodobienistwa.
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111 sposéb rozwigzania (metoda drzewa)

Rysujemy dwa drzewa, pierwsze dla zdarzenia A, drugie dla zdarzenia B. Drzewo ma 2
poziomy. Zapisujemy prawdopodobienstwa przy odcinkach drzewa i obliczamy prawdopo-
dobienstwo dodajac odpowiednie iloczyny.

Drzewo dla zdarzenia A, na ktérym sa tylko istotne galezie, ma 4 galezie.
22 33 13

= — . — + —_—= = —,
6 5 65 30

Drzewo dla zdarzenia B, na ktérym sg tylko istotne galezie, ma 10 gatlezi.

9
=—=0,3.
O )

P(A)

P(B)=4-

A =
@il =

et
5

| =

Przyktad 5. — stosowanie wtasnosci prawdopodobienstwa

Zdarzenia losowe A,B sg zawarte w Q i P(B’)=0,65; P(AUB)=0,5; P(ANB)=0,2. Oblicz:
a) P(A),

b) P(B\A).

Rozwigzanie

P(B)=1—P(B’), stad P(B) =0,35.

Korzystajac ze wzoru P(AUB) =P(A)+P(B)— P(ANB) obliczamy P(A).
P(A)= P(AUB)—P(B)+ P(ANB)=0,5—0,35+0,2=0,35.

Korzystajac z wzoru P(B\A)=P(B)— P(ANB) obliczamy P(B\ A).

P(B\A)=0,35—0,2=0,15.

6.2. Zakres rozszerzony

Przyktad 1.

Zdarzenia losowe A,B sg zawarte w Q. Liczby P(ANB), P(A), P(B) sag w podanej kolej-
no$ci pierwszym, trzecim i czwartym wyrazem ciggu arytmetycznego oraz P(AUB) =0,65
i P(B\A)=0,3. Oblicz P(A’UB).

Rozwigzanie

Niech (a,) bedzie ciaggiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a; i réznicy r.
P(ANB)=a;, P(A)=aj;+2r, P(B)=a;+3r.

Korzystajac z wlasnosci prawdopodobienstwa zapisujemy uktad réwnan:

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
{ P(B\A)=P(B)—P(ANB)
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Podstawiajac dane otrzymujemy:

0,65=a;+2r+a;+3r—ay
0,3=a;+3r—qg

0,65=a;+5r
0,3=3r
stad a; =0,15, r=0,11i P(ANB)=0,15, P(A)=0,15+0,2=0,35, P(B) =0,15+0,3=0,45.

P(A’UB)=P(A’)+P(B)—P(A'NB)=1—P(A)+P(B)—P(B)+P(ANB)=0,8.

Przyktad 2.

Pie¢ ponumerowanych kul rozmieszczamy losowo w trzech ponumerowanych komérkach.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:

A — pierwsza komédrka bedzie pusta,

B — pierwsza komoérka bedzie pusta lub druga komérka bedzie pusta.

Rozwiazanie

Zdarzeniami elementarnym sa wszystkie piecioelementowe wariacje z powtdrzeniami zbioru
trzyelementowego (kazdej kuli przyporzadkujemy numer komdrki, w ktérej bedzie umiesz-
czona).

Zdarzenia jednoelementowe sg réwnoprawdopodobne, jest to model klasyczny,
Q| =3>=243.

Zdarzeniu A — pierwsza komoérka bedzie pusta —sprzyjaja zdarzenia elementarne odpo-
wiadajace rozmieszczeniu wszystkich kul w drugiej i trzeciej komdrce — piecioelementowe
wariacje z powtorzeniami zbioru dwuelementowego.

2\° 32
= 5. = —_— = —
IA| =2 1P(A)—<3) TER

Zdarzenie B jest suma dwoch zdarzen, B =B; UB,, gdzie zdarzenie B; oznacza zdarzenie
polegajace na tym, ze komérka o numerze i bedzie pusta, i €{1,2}.

P(B) ZP(B)] UBz) ZP(B1)—|—P(Bz)—P(B1 ﬂBz).
B1] = [B2| =22, [B1NB2 =1,

(jest tylko jedno rozmieszczenie, w ktérym pierwsza i druga komoérka bedg puste — wszystkie
kule bedg w trzeciej komdrce).

Przyktad 3.

Osiem ponumerowanych kul rozmieszczamy losowo w trzech ponumerowanych pojemnikach.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:
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A —w pierwszym pojemniku bedg cztery kule,

B — w pierwszym pojemniku beda cztery kule i w drugim pojemniku beda trzy kule.

Rozwigzanie

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie oémioelementowe wariacje z powtdrzeniami zbioru
tréjelementowego — kazdej kuli przyporzadkujemy numer komérki, w ktérej bedzie umiesz-
czona. Zdarzenia jednoelementowe sg réwnoprawdopodobne, jest to model klasyczny i

Q| =38 =6561.

Zdarzeniu A sprzyjaja te rozmieszczenia, w ktérych cztery kule sg w pierwszym pojemniku,
a pozostate cztery kule sg rozmieszczone dowolnie w pozostatych dwdch pojemnikach.
Obliczamy |A|: numery kul, ktére bedg w pierwszym pojemniku wybieramy na ( j ) spo-

sobéw, pozostate kule, w dwéch pozostatych pojemnikach rozmieszczamy na 2% sposobéw,
korzystajac z reguty mnozenia, otrzymujemy

A| = ( j ) 2%=11201 P(A) =0,170705....
Zdarzeniu B sprzyjaja te rozmieszczenia, w ktérych cztery kule s w pierwszym pojemniku,
trzy w drugim pojemniku i jedna w trzecim pojemniku.

Obliczamy |B|:

numery kul, ktére bedg w pierwszym pojemniku wybieramy na < i > sposobéw,

. . . . 4
numery kul, ktére bedg w drugim pojemniku wybieramy na ( 3 > sposobow,

korzystajac z reguty mnozenia, otrzymujemy

|B|—( i )( ;‘ )—280 oraz P(B)=0,042676...

Przyktad 4.

Do$wiadczenie losowe polega na pieciokrotnym rzucie symetryczna szeScienna kostka do gry.
Oblicz prawdopodobieistwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze otrzymamy doktadnie trzy
razy Scianke z trzema oczkami i suma liczb oczek uzyskanych we wszystkich rzutach bedzie
parzysta.

Rozwigzanie

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie piecioelementowe wariacje z powtdrzeniami zbioru
{1,2,3,4,5,6}. Jest to model klasyczny, [Q] =6°.

Zdarzenie A polega na tym, ze doktadnie w trzech rzutach otrzymamy trzy oczka, w jednym

z pozostatych dwdch rzutéw otrzymamy jedno albo pigé¢ oczek, a w drugim parzysta liczbe
oczek.
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Obliczamy |Al:
numery trzech rzutéw dla trzech oczek wybieramy na ( g ) =10 sposobow,

numer rzutu, z dwéch pozostatych, dla liczby oczek ze zbioru {1,5} wybieramy na 2 sposoby,
liczbe oczek na 2 sposoby

parzysta liczbe oczek na 3 sposoby;

korzystajac z reguly mnozenia, otrzymujemy |A| = ( g ) -2-2-3=120.
120 5
Przykfad 5.

Doswiadczenie losowe polega na pieciokrotnym rzucie symetryczna szescienng kostka do gry.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze otrzymamy dokladnie trzy
razy Scianke z trzema oczkami i iloczyn liczb oczek uzyskanych we wszystkich rzutach bedzie

parzysty.

Rozwigzanie

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie piecioelementowe wariacje z powtdrzeniami zbioru
{1,2,3,4,5,6}. Jest to model klasyczny, |Q| =6°.

Zdarzenie A polega na tym, ze w dokladnie trzech rzutach otrzymamy trzy oczka i w pozo-
stalych dwdéch rzutach otrzymamy co najmniej raz parzysta liczbe oczek.

Obliczamy |A]:

numery trzech rzutéw dla trzech oczek wybieramy na ( ) =10 sposobdéw, co najmniej

3

raz parzysta liczbe oczek, w pozostatych dwéch rzutach, mozemy otrzymac na 5222 =21
sposobéw — mozliwe sg wyniki ze zbioru {1,2,4,5,6} (albo 3-3+2-3-2=21 sposobéw),

korzystajac z regulty mnozenia, otrzymujemy |A| = ( g > -21=210.
210 35
Przyktad 6.

Dos$wiadczenie losowe polega na pigciokrotnym rzucie symetryczng szeScienna kostka do gry.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze otrzymamy doktadnie trzy
razy Scianke z trzema oczkami i iloczyn liczb oczek uzyskanych we wszystkich rzutach bedzie
podzielny przez 45.

Rozwigzanie

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie piecioelementowe wariacje z powtdrzeniami zbioru
{1,2,3,4,5,6}. Jest to model klasyczny, |Q| =6°.
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Zdarzenie A polega na tym, ze w dokladnie trzech rzutach otrzymamy trzy oczka i w pozo-
statych dwoch rzutach otrzymamy co najmniej raz pie¢ oczek.

Obliczamy |Al:

. 5
numery trzech rzutéw dla trzech oczek wybieramy na ( 3

raz pie¢ oczek w pozostalych dwéch rzutach mozemy otrzymaé na 5% —4? =9 sposobéw —
mozliwe sg wyniki ze zbioru {1,2,4,5,6} (albo 1-14-2-1-4=9 sposobdw), korzystajac z reguly

> =10 sposobdéw, co najmniej

mnozenia, otrzymujemy |A| = < g -9=90.
90 5
Przyktfad 7.

Do$wiadczenie losowe polega na pieciokrotnym rzucie symetryczna szeScienna kostka do gry.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze otrzymamy doktadnie trzy
razy $cianke z trzema oczkami i suma liczb oczek uzyskanych we wszystkich rzutach bedzie
podzielna przez 3.

Rozwigzanie

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie piecioelementowe wariacje z powtdrzeniami zbioru
{1,2,3,4,5,6). Jest to model klasyczny, |Q| =6°.

Zdarzenie A polega na tym, ze doktadnie w trzech rzutach otrzymamy trzy oczka i w pozo-
staltych dwdch rzutach otrzymamy liczby oczek, ktérych suma jest podzielna przez 3, tzn.
otrzymamy dwa razy 6 oczek albo w jednym z rzutéw bedzie liczba oczek ze zbioru {1,4},
a w drugim ze zbioru {2,5}.

Obliczamy |Al:

numery trzech rzutéw dla trzech oczek wybieramy na ( g > =10 sposoboéw, otrzymamy
dwa razy 6 oczek na 1 sposéb albo wybieramy numer rzutu, w ktérym bedzie liczba oczek
ze zbioru {1,4} na 2 sposoby, liczbe ze zbioru {1,4} na 2 sposoby i liczbe ze zbioru {2,5}
na 2 sposoby; razem 1+2-2-2=9 sposobdéw, korzystajac z regulty mnozenia, otrzymujemy

5
|A|_< 3 >-9_9o.

20 5
Przyktad 8.

Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7, 8,9} losujemy trzy razy po jednej liczbie bez zwracania. Ozna-
czajac kolejno wylosowane liczby przez a,b,c tworzymy liczbe x =100a+ 10b+c.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A — liczba x bedzie nieparzysta.
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| sposéb rozwigzania (peina informacja o wyniku do§wiadczenia)

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie trzyelementowe wariacje bez powtdrzen zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, jest to model klasyczny, |Q| =9-8-7=504.

Zdarzeniu A sprzyjaja zdarzenia elementarne, w ktérych c jest liczba nieparzysta.

W typowym rozwigzaniu zdarzenie A jest sumg czterech parami roztgcznych zdarzen
A=A1UAUA3UA,,

gdzie

A1 —a,b,c sa nieparzyste, |[A1| =5-4-3=60

A, — a,c sa nieparzyste, b jest parzysta, |[Az] =5-4-4 =80
A1 —Db,c nieparzyste, a parzysta, |A3| =4-5-4=280

A1 —a,b sa parzyste, c jest nieparzysta, |[A4] =4-3-5=60

A|=280 i P(A)=2

Il sposéb rozwigzania

Aby sprawdzié, czy liczba x jest trzycyfrowa i nieparzysta wystarczy znac liczbe c, liczby
a oraz b sg ,nieistotne”. Na trzecim miejscu moze wystapi¢ kazda z dziewieciu liczb i sg
to sytuacje jednakowo mozliwe. Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie liczby ze zbioru

5
{1,2,...,9}, jest to model klasyczny, |Q| =9, |A| =5 oraz P(A) = 5

Uwaga 1.

Fakt, ze na trzecim miejscu moze wystapi¢ kazda z liczb ze zbioru {1,2,...,9} nie budzi
sprzeciwu, ale to, ze wszystkie maja rowne prawdopodobienistwo nie jest dla wielu oséb
oczywiste. Nie jest tez oczywiste, ze najpierw mozemy wybrac liczbe c, potem pozostate
w dowolnej kolejnosci i otrzymamy ten sam model.

Uwaga 2.

Jak wynika z rozwigzania, w ktérym stosujemy Il sposéb rozwiazania, przy uogdlnie-
niu tego zadania na przypadek, gdy losujemy k liczb bez zwracania i tworzymy liczbe
x=10"T.a;+10 2. a,+...4+ax (2<k<10), wynik tego zadania nie zalezy od tego
ile liczb losujemy.

Uwaga 3.

Zadanie, ktérego rozwigzanie przedstawiliSmy, ma wiele innych wariantéw ,historyjek”, idea
jest ta sama, mozna je rozwigza¢ w pamieci budujac odpowiednik Il sposobu rozwigzania.

Przyktad — typowe zadanie z wielu zbioréw zdan

Z pojemnika, w ktérym jest siedem kul biatych i cztery kule czarne, losujemy trzy razy po
jednej kuli bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania kuli czarnej w trzecim
losowaniu.
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Wiekszos¢ ,,zalecanych” sposobdw rozwigzania, to odpowiednik | sposobu rozwigzania z pel-
ng informacja o wyniku doswiadczenia.

Uwaga 4.

Pomocg w ksztalceniu intuicji w tym zagadnieniu moze by¢ lezaca na stole talia kart.
Powinno by¢ jasne, ze zdarzenia:

A — pierwsza karta jest pikiem,

B — trzecia karta jest pikiem

sg réwnoprawdopodobne.

Przykfad 9.

Ze zbioru liczb {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} losujemy trzy razy po jednej liczbie bez zwracania.
Oznaczajac kolejno wylosowane liczby przez a,b,c tworzymy liczbe x =100a+ 10b+c.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A — liczba x bedzie trzycyfrowa i nieparzysta.

| sposéb rozwigzania (pelna informacja o wyniku do$wiadczenia)

Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie trzyelementowe wariacje bez powtdrzen zbioru
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, jest to model klasyczny, |Q] =10-9-8 =720.

Zdarzeniu A sprzyjaja zdarzenia elementarne, w ktérych a#0 orazc jest liczbg nieparzysta.

W typowym rozwigzaniu zdarzenie A jest suma czterech parami roztacznych zdarzen
A=A1UAUA3UA,,

gdzie

A1 —a,b,c sa nieparzyste, |A1| =5-4-3=60

A2 — a,c sg nieparzyste, b jest parzysta, |Az] =5-5-4=100
A3 —Db,c sg nieparzyste, a jest parzysta, |Az| =4-5-4=80
A4 — a,b sg parzyste, c jest nieparzysta, |A4] =4-4-5=80

4
AI=320 i P(A)=g

Il sposéb rozwigzania

Aby sprawdzié, czy liczba x jest trzycyfrowa i nieparzysta wystarczy znac liczby a oraz c,
liczba b jest ,nieistotna”.

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie dwuelementowe wariacje bez powtdrzen zbioru
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, jest to model klasyczny, |Q] =10-9.

Zdarzeniu A sprzyjajg zdarzenia elementarne, w ktérych a#0 oraz c jest liczbg nieparzysta.

4
|A| =5-8 =40, (najpierw wybieramy c, potem a), P(A) = 5



142 6. O rozwigzywaniu zadan z rachunku prawdopodobieistwa

Uwaga

Jak wynika z rozwigzania, w ktérym stosujemy Il sposéb rozwigzania, przy uogdlnieniu
tego zadania na przypadek, gdy losujemy k, (2<k<10), liczb bez zwracania i tworzymy
liczbe x=10%""-a; +10%2.a,+...+ay. Wynik tego zadania nie zalezy od tego, ile liczb lo-
sujemy. W przypadku losowania np. szedciu liczb rozwiazanie, w ktérym stosujemy | sposéb
rozwigzania (pelna informacja), jest bardzo ucigzliwe rachunkowo.

Sygnalizujemy tu bardzo wazne zagadnienie. Uczac rozwigzywania zadan dotyczacych ra-
chunku prawdopodobienstwa nalezy pokazywac uczniom, ze czasami model zbudowany zgod-
nie ze ,szczegdtami technicznymi” przebiegu dos§wiadczenia jest rachunkowo bardzo ucigz-
liwy, a model uwzgledniajacy tylko problem zwigzany z tym do§wiadczeniem pozwala roz-
wigzaé zadanie w pamieci.

Przyktad 10.

Zbidr liczb {1,2,...,7} porzadkujemy w sposéb losowy. Oblicz prawdopodobienistwo zdarze-
nia A polegajacego na tym, ze suma kazdych dwdéch sasiednich liczb bedzie liczba nieparzy-
sta. Wynik podaj w postaci utamka zwyklego nieskracalnego.

Rozwigzanie

Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie permutacje zbioru siedmioelementowego, zdarzenia
elementarne sg réwnoprawdopodobne, jest to model klasyczny i [Q] =7!.

Zdarzeniu A sprzyjaja te permutacje zbioru {1,2,...,7}, w ktérych na miejscach o nume-
rach nieparzystych beda liczby nieparzyste, a na miejscach o numerach parzystych liczby
parzyste.
Stad

43t 1

=41.31 i RARLS
|A| =4!-31'i P(A) = 35

Przyktad 11.

Liczby 1,2,3,4,5,6,7 ustawiamy w szeregu w sposob losowy. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia A polegajacego na tym, ze liczba 1 nie bedzie stala obok liczby 2 oraz iloczyn
kazdych dwoch sasiednich liczb bedzie parzysty.

Rozwigzanie

Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie permutacje zbioru {1,2,3,4,5,6,7}. Jest to model
klasyczny, |Q| =7!=5040.

Zdarzenie A polega na tym, ze liczby nieparzyste stojg na miejscach o numerach nieparzy-
stych, liczby parzyste stoja na miejscach o numerach parzystych i liczby 1 oraz 2 nie stoja
obok siebie. Wyrézniamy dwa przypadki, liczba 1 stoi na miejscu pierwszym lub ostatnim
albo liczba 1 stoi ,, w srodku”.

Obliczamy |A|: gdy liczba 1 stoi na miejscu pierwszym lub ostatnim, to liczbe 2 mozemy usta-
wié na 2 sposoby, a gdy liczba 1 stoi ,,w §rodku” to liczbe 2 mozemy ustawié na 1 sposéb, po-
zostale liczby nieparzyste ustawiamy na 3! =6 sposobdéw i pozostate liczby parzyste ustawia-
my na 2! =2 sposoby; korzystajac z reguly mnozenia otrzymujemy |[A| =(2-2+2-1)-6-2=72.
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72 1

Przyktad 12.

Liczby 1,2, 3,4,5,6, 7,8 ustawiamy w szeregu w sposéb losowy. Oblicz prawdopodobieistwo
zdarzenia A polegajacego na tym, ze liczba 1 nie bedzie stala obok liczby 2 oraz suma
kazdych dwdéch sasiednich liczb bedzie nieparzysta.

Rozwigzanie

Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie permutacje zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8}. Jest to model
klasyczny, |Q| = 8! =40320.

Zdarzenie A polega na tym, ze liczby nieparzyste stojg na miejscach o numerach nieparzy-
stych, liczby parzyste stoja na miejscach o numerach parzystych albo odwrotnie i liczby 1
oraz 2 nie stojg obok siebie. Wyrdzniamy dwa przypadki, liczba 1 stoi na miejscu pierwszym
lub ostatnim albo liczba 1 stoi ,w §rodku”.

Obliczamy |Al:

gdy liczba 1 stoi na miejscu pierwszym lub ostatnim, to liczbe 2 mozemy ustawi¢ na 3
sposoby, a gdy liczba 1 stoi ,,w §rodku”, to liczbe 2 mozemy ustawi¢ na 2 sposoby, pozostate
liczby nieparzyste ustawiamy na 3! =6 sposobdw i pozostale liczby parzyste ustawiamy na
3! =6 sposobdw;
korzystajac z reguty mnozenia otrzymujemy |A| =(2-3+6-2)-6-6=0648.

648 9

Stad P(A) = 10350 = 560"

Przyktad 13.

Liczby 1,2,3,4,5,6,7,8 ustawiamy w szeregu w sposéb losowy. Oblicz prawdopodobiefistwo
zdarzenia A polegajacego na tym, ze liczba 1 bedzie stala obok liczby 2 oraz liczba 3 bedzie
stata obok liczby 4.

Rozwigzanie

Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie permutacje zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8}. Jest to model
klasyczny, |Q| = 8! =40320.

| sposéb obliczenia |A]

Zdarzenie A polega na tym, ze liczby 1 i 2 stojg obok siebie oraz liczby 3 i 4 stojag obok

siebie. Jest 7 par kolejnych miejsc. Wyrdzniamy dwa przypadki:

1. gdy liczby 1 i 2 stoja na miejscach 1,2 albo 7,8, to dla pary 3 i 4 mamy 5 par kolejnych
miejsc,

2. w pozostatych przypadkach (gdy liczby 1 i 2 stojg na miejscach 2,3 albo 3,4 albo 4,5
albo 5,6 albo 6,7) dla pary 3 i 4 mamy 4 pary kolejnych miejsc.

Obliczamy |A]:
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gdy liczby 1 i 2 stojg na miejscach 1, 2 albo 7, 8 — 2 mozliwosci, to dla pary 3 i 4 mamy 5
par kolejnych miejsc, w pozostalych 5 przypadkach dla pary 3 i 4 mamy 4 pary kolejnych
miejsc;

na wybranych miejscach liczby 1, 2 oraz 3, 4 ustawiamy na 2-2 =4 sposoby, pozostale 4
liczby na pozostatych 4 miejscach ustawiamy na 4! =24 sposoby;

korzystajac z reguly mnozenia otrzymujemy |A| =(2-5+5-4)-2-2-24 =2880.

Il sposob obliczenia |A]

Potraktujmy pare (1,2) jako jeden element oraz pare (3,4) jako jeden element. Zatem wraz
z pozostalymi 4 liczbami ustawiamy w szeregu 6 elementéw na 6! sposobdéw, w kazdym
z tych ustawien pare (1,2) mozna ustawi¢ na 2 dwa sposoby i pare (3,4) na dwa sposoby.

Korzystajac z reguly mnozenia otrzymujemy |A|=2-2-6! =2880.
2880 1

Przyktad 14.

Liczby 1,2, 3,4,5,6, 7,8 ustawiamy w szeregu w sposéb losowy. Oblicz prawdopodobieistwo
zdarzenia A polegajacego na tym, ze liczba 1 bedzie stata obok liczby 2 lub liczba 3 bedzie

stata obok liczby 4.

Rozwigzanie

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie permutacje zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8}. Jest to model
klasyczny, |Q| = 8! =40320.

Zdarzenie A jest suma dwdch zdarzen A=A UA,.
Zdarzenie A polega na tym, ze liczby 1 i 2 stoja obok siebie,

zdarzenie A, polega na tym, ze liczby 3 i 4 stoja obok siebie.
IAl=|A1 UAZ[=[A1]+|A2[—[A1NA,]

Jest 7 par kolejnych miejsc.
Zdarzenie A polega na tym, ze liczby 1 i 2 zajmuja kolejne miejsca.
Obliczamy |A4].

Kolejne miejsca wybieramy na 7 sposobow, liczby 1, 2 ustawiamy na tych miejscach na
2 sposoby, pozostate 6 liczb na pozostatych 6 miejscach ustawiamy na 6! =720 sposobdéw;
korzystajac z reguly mnozenia otrzymujemy |A;|=7-2-6! =10080.

Analogicznie obliczamy |A;|=|A1| =10080.

Zdarzenie A1 N A, polega na tym, ze liczby 1,2 bedg obok siebie oraz liczby 3,4 beda obok
siebie.

| sposdb obliczenia A1 NA;]

Zdarzenie |A1NA;| polega na tym, ze liczby 1 i 2 stojg obok siebie oraz liczby 3 i 4 stoja
obok siebie. Jest 7 par kolejnych miejsc. Wyrézniamy dwa przypadki:



Zakres rozszerzony 145

a) gdy liczby 11 2 stoja na miejscach 1, 2 albo 7, 8, to dla pary 3 i 4 mamy 5 par kolejnych
miejsc,

b) w pozostalych przypadkach (gdy liczby 1 i 2 stoja na miejscach 2, 3 albo 3, 4 albo 4, 5
albo 5, 6 albo 6, 7) dla pary 3 i 4 mamy 4 pary kolejnych miejsc.

Obliczamy |A1 NA3|:

gdy liczby 1 i 2 stojg na miejscach 1,2 albo 7,8 —2 mozliwosci, to dla pary 3 i 4 mamy 5
par kolejnych miejsc, w pozostatych 5 przypadkach dla pary 3 i 4 mamy 4 pary kolejnych
miejsc;

na wybranych miejscach liczby 1,2 oraz 3,4 ustawiamy na 2-2=4 sposoby, pozostale 4 liczby
na pozostatych 4 miejscach ustawiamy na 4! =24 sposoby;

korzystajac z reguly mnozenia otrzymujemy: |A;NA,| =(2-545-4)-2-2-24 =2880.

Il sposéb obliczenia |A;NA;]

Potraktujmy pare (1,2) jako jeden element oraz pare (3,4) jako jeden element. Zatem wraz
z pozostalymi 4 liczbami ustawiamy w szeregu 6 elementéw na 6! sposobdéw, w kazdym
z tych ustawien pare (1,2) mozna ustawié na 2 dwa sposoby i pare (3,4) na dwa sposoby.

Korzystajac z reguly mnozenia otrzymujemy |A|=2-2-6! =2880.
17280 3

Stad [A|=2-10080—2880=172801 P(A) = 1030 7

Przyktad 15. (Arkusz I. Matura 17.01.2006. Zadanie 3.)

Po wiadomosciach z kraju i ze Swiata telewizja TVG ma nadal pie¢ reklam: trzy reklamy
réznych proszkéw do prania oraz dwie reklamy réznych past do zebdéw. Kolejno$¢ nadawania
reklam jest ustalana losowo. Oblicz prawdopodobienstwo, ze dwie reklamy produktéw tego
samego rodzaju nie beda nadane bezposrednio jedna po drugiej. Wynik podaj w postaci
nieskracalnego utamka zwyktlego.

Rozwigzania

Dla ustalenia uwagi przyporzadkujemy proszkom do prania liczby 1, 2, 3, a pastom do zgbdw
liczby 4, 5. Przez A oznaczmy zdarzenie opisane w tresci zadania.

| sposéb rozwiazania (pelna informacja o wyniku do§wiadczenia)

Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie permutacje zbioru {1,2,3,4,5}, jest to model kla-
syczny, |Q] =5!=120

Zdarzeniu A sprzyjaja permutacje, w ktérych proszki stoja na miejscach o numerach 1, 3, 5,

a pasty na miejscach 2, 4.

1
Al =31-21=12, P(A)=—.
Al=3  PIA) =5

Il sposéb rozwigzania

Zauwazmy, ze aby odpowiedzie¢ na pytanie, czy dwie reklamy produktéw tego samego ro-
dzaju nie beda nadane bezposrednio jedna po drugiej, wystarczy wiedzie¢, ktére miejsce
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zajmuje pierwsza pasta i ktére miejsce zajmuje druga pasta (albo, ktére miejsca zajmujg
kolejne proszki).

Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie dwuelementowe wariacje bez powtdrzen zbioru
piecioelementowego, jest to model klasyczny, |Q| =5-4=20 (albo wszystkie tréjelementowe
trzyelementowe wariacje bez powtdrzen zbioru piecioelementowego, jest to model klasyczny,
Q| =5-4-3=60)

201

Al=2-1=2,P(A)=55 =15
(dmbﬂ—&zw—eryni—lg
B o T 60 107

11l sposéb rozwigzania

Zauwazmy, ze aby odpowiedzie¢ na pytanie, czy dwie reklamy produktéw tego samego ro-
dzaju nie beda nadane bezposrednio jedna po drugiej, wystarczy wiedzie¢, ktére miejsca
zajmujg pasty - bez precyzowania ustawienia (albo, ktdre miejsca zajmujg proszki).

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie dwuelementowe podzbiory zbioru piecioelemento-
5

wego, jest to model klasyczny, |Q| = < )

) =10 (albo wszystkie trzyelementowe podzbiory

zbioru piecioelementowego, jest to model klasyczny, |Q| = ( g > =10).

Zdarzeniu A sprzyja jeden podzbidr

1
:1 = —.
Al =1, P(A) 10

Przyktad 16.

10 oséb, wsrdd ktérych sg panowie X oraz Y ustawia sie¢ w sposéb losowy w szeregu. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze pomiedzy panami X i Y beda
staly dokladnie dwie osoby.

| spos6b rozwigzania (pelna informacja o wyniku do$wiadczenia)

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie permutacje zbioru dziesiecioelementowego, jest to

model klasyczny, |Q| =10!

7
=2.7.8l, P(A)=—.
AI=27-8, P(A)=

Il sposéb rozwigzania

Aby sprawdzié, czy pomiedzy panami X i Y stoja doktadnie dwie osoby, wystarczy wiedziec,
na ktérym miejscu stoi pan X, a na ktérym pan Y.

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie dwuelementowe wariacje bez powtdrzen zbioru
dziesiecioelementowego, jest to model klasyczny, |Q] =10-9=90

7
Al=2.7=14, P(A)=—
Al . PA)=
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11l sposéb rozwigzania

Aby sprawdzié, czy pomiedzy panami X i Y stoja doktadnie dwie osoby, wystarczy wiedziec,
ktére miejsca zajmuja panowie X i Y, bez precyzowania ustawienia.

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie podzbiory dwuelementowe zbioru dziesiecioele-

mentowego, jest to model klasyczny, |Q] = ( 120 ) =45,

7
AI=7, P(A)= .

Przyktad 17.

Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7,8} wybieramy losowo jednoczeénie cztery liczby. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze najmniejsza wylosowang liczbg bedzie
3 lub najwieksza wylosowang liczbg bedzie 7.

Rozwigzanie
Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie podzbiory czteroelementowe zbioru{1,2,3,4,5,6,7,8}.

Jest to model klasyczny, |Q] = ( i ) =70.

Zdarzenie A jest suma dwdch zdarzen A=A UA,.
Zdarzenie A polega na tym, ze najmniejszg liczbg jest 3,

zdarzenie A, polega na tym, ze najwigksza liczbg jest 7.
IAl=|A1UA[=[A1]+ A2l —|A1NAS].

Zdarzenie A polega na tym, ze wérdd wylosowanych liczb jest 3 oraz trzy liczby ze zbioru

(4,5,6,7,8}. Stad |A1|:< 2 ) =10.

Zdarzenie A, polega na tym, ze wérdéd wylosowanych liczb jest 7 oraz trzy liczby ze zbioru
{1,2,3,4,5,6}. Stad |A;|= ( g ) =20.
Zdarzenie A1 NA; polega na tym, ze wérdd wylosowanych liczb sg 3 i 7 oraz dwie liczby ze

zbioru {4,5,6}. Stad [A1NA;|= ( ; ) =3.

2
Otrzymujemy: [A|=10+20—3=27 i P(A)= 7—(7)

Przyktad 18.

Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} wybieramy losowo jednoczes$nie cztery liczby. Oblicz
prawdopodobiefistwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze wiréd wylosowanych liczb beda
doktadnie dwie liczby parzyste oraz dokladnie jedna liczba podzielna przez 5.
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Rozwigzanie
Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie podzbiory czteroelementowe zbioru {1,2,3,...,10}.

Jest to model klasyczny, |Q| = ( 140 ) =210.

Zdarzenie A polega na tym, ze wérdd wylosowanych liczb beda dokladnie dwie liczby pa-
rzyste oraz doktadnie jedna liczba podzielna przez 5. Wyrdzniamy dwa przypadki:

wsréd wylosowanych liczb jest liczba 10 i nie ma liczby 5,

wsréd wylosowanych liczb jest liczba 5 i nie ma liczby 10.

Obliczamy |Al:

gdy wéréd wylosowanych liczb jest liczba 10, to sposrdéd pozostaltych liczb parzystych nalezy
wybraé jedng na 4 sposoby i spoéréd nieparzystych réznych od 5 nalezy wybra¢ dwie na

( 421 ) =6 sposobow;

gdy wéréd wylosowanych liczb nie ma liczby 10, to musi by¢ liczba 5, spo$réd pozostatych

liczb parzystych nalezy wybra¢ dwie na ( ) =6 sposoboéw i sposrdd nieparzystych réznych

2
od 5 nalezy wybrac jedng na 4 sposoby.

Stad |A| =4-6+6-4=48 i P(A) = % - %

Przyktad 19.

Dwunastu zawodnikéw, wérdd ktorych sa X, Y oraz Z, podzielono losowo na dwie réw-
noliczne grupy eliminacyjne, czerwong i zielong. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A
polegajacego na tym, ze zawodnicy X i Y bedg w tej samej grupie eliminacyjnej, a zawodnik
Z w innej.

| sposéb rozwigzania (podzial na grupy)

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie szeScioelementowe kombinacje zbioru dwunasto-
elementowego np. sktad grupy czerwone;j.

Jest to model klasyczny, |Q] = < 162 ) =924,

Oznaczmy przez A; zdarzenie polegajace na tym, ze zawodnicy X i Y beda w grupie czer-
wonej, a zawodnik Z w zielonej oraz przez A, zdarzenie polegajace na tym, ze zawodnicy X
1Y beda w grupie zielonej, a zawodnik Z w czerwone;j.

Obliczamy |A4].

Do zawodnikéw X i Y nalezy dobraé¢ 4 zawodnikéw sposrod 9 pozostatych.

Mozemy to zrobi¢ na ( Z ) sposobdw, stad |Aq|= < Z ) =126.

Analogicznie obliczamy |A,|= ( Z ) =126.
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_|A|_2'<Z>_3

a2 1
6

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie piecioelementowe kombinacje zbioru jedenastoele-
mentowego, sktad grupy, w ktérej bedzie zawodnik X.

Zatem |A|=2- ( Z ) =252, wiec P(A)

Il spos6b rozwigzania (grupa z X)

Jest to model klasyczny, |Q] = ( 151 ) —462.

Obliczamy |A].

Do zawodnikéw X i Y nalezy dobra¢ 4 zawodnikéw sposrdd 9 pozostatych.
. . 9
Mozemy to zrobi¢ na < 4 ) sposobow.

(3

)

111 spos6b rozwigzania (uporzadkowanie zawodnikéw)

9

Zatem |A|= ( 4

Ustawiamy losowo wszystkich zawodnikéw w szeregu. Zawodnicy zajmujacy miejscaod 1 do 6
to grupa czerwona, a zajmujacy miejsca od 7 do 12 to grupa zielona.

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie tréjki (x,y,z) parami réznych liczb ze zbioru
{1,2,...,12}, x to numer miejsca zawodnika X, y to numer miejsca zawodnika Y, z to numer
miejsca zawodnika Z — informacje o pozostalych zawodnikach s nieistotne.

Jest to model klasyczny, |Q] =12-11-10=1320.

Dla kazdej wartoéci x jest b sprzyjajacych wartoéci y oraz 6 sprzyjajacych wartosci z.
Zatem |A|=12-5-6 =360, wiec P(A) :%,
Przyktad 20.

Ze zbioru liczb {1,2,3,...,20} losujemy jednoczeénie 8 liczb. Oblicz prawdopodobienistwo, ze
wsréd wylosowanych liczb beda doktadnie dwie pary liczb, ktérych suma jest réwna 21.

Rozwigzanie
Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie o§mioelementowe kombinacje zbioru{1,2,3,...,20}.

Jest to model klasyczny, |Q] = ( 280 ) =125970.

Oznaczmy przez A zdarzenie polegajace na tym, ze wsréd wylosowanych liczb beda doktad-
nie dwie pary liczb, ktérych suma jest rowna 21.

Obliczamy |A].



Jest 10 par liczb, ktérych suma jest réwna 21. Aby zaszlo zdarzenie A, musza wystapi¢ dwie

. . 10 ) i1
pary, wybieramy je na ( ) >sposobow oraz z czterech spo$réod o$miu pozostalych par,

ktére wybieramy na ( ) sposobéw, ma wystepowaé po jednej liczbie na 2* sposobéw.

4
Stad

(10 8 4 . _|IA] 1680
|A|—< 5 > <4 >-2 =50400 i P(A)_|Q|_4]99,



Rozdziat 7

Prawdopodobienstwo warunkowe
Twierdzenie o prawdopodobienstwie
catkowitym

Edward Stachowski
konsultacja: Anna Olechnowicz

W podstawie programowej obowigzujgcej na egzaminie maturalnym od 2015 r. pojawity sie
nowe tresci programowe. Wérdd nich sg miedzy innymi zagadnienia dotyczace prawdopodo-
bienstwa warunkowego oraz twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym. Zatem w tych
materiatach edukacyjnych wigkszo$§¢ uwagi zostata skupiona na pojeciu prawdopodobienstwa
warunkowego, w szczegdlnosci na intuicji zwigzanej z tym pojeciem (paradoksy). Jak poka-
zuja dane historyczne, z poprzednich matur, zadania zwiazane z zastosowaniem twierdzenia
o prawdopodobiefistwie catkowitym nie sprawiajg wiekszych klopotéw. Uczniowie poprawnie
rozwiazuja takie zadania (na ogé! za pomoca metody drzewa probabilistycznego).

Z prawdopodobienstwem warunkowym spotykamy sie, gdy rozpatrujemy do$§wiadczenie lo-
sowe 1 mamy dodatkowsa informacje, ze zaszlto jakie§ zdarzenie.

Przyktad 1.

Doséwiadczenie losowe polega na rzucie symetryczng szeScienng kostka do gry taka, ze §cianki
z jednym, dwoma i trzema oczkami sg biale, a pozostate Scianki sg czarne.

Wprowadzmy oznaczenia dla zdarzen:

A — otrzymamy parzysta liczbe oczek,

B — otrzymamy Scianke biala

i obliczmy prawdopodobienstwo zdarzenia A, jezeli wiadomo, ze zaszlo zdarzenie B.

(Mozemy sobie wyobrazi¢, ze ktos rzucit kostks i nakryt jg dlonia, ale miedzy palcami widac,
ze na wierzchu jest cianka biata).

0 ={1,2,3,4,5,6}, mamy model klasyczny, A ={2,4,6}, B={1,2,3}.

Poniewaz wiemy, ze zaszlo zdarzenie B, wiec mozemy ograniczy¢ nasze rozwazania wylacznie
do zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu B. Zdarzeniu B sprzyjaja trzy zdarzenia
elementarne, sposrdd nich jedno sprzyja zdarzeniu A, tak wiec prawdopodobienstwo zajscia

zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B, jest réwne 3

1
Prawdopodobieristwo to oznaczamy symbolem P(A|B). Mamy wiec P(A|B)= 3 1 zZauwazamy,

1
ze jest ono mniejsze od P(A) = 3 bezwarunkowego prawdopodobienistwa zdarzenia A.
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Jezeli przez C oznaczymy zdarzenie — otrzymamy Scianke czarna, to rozumujac analogicznie,
2
otrzymamy P(A|C) = 3 i P(A|C)>P(A).

Analizujac oba powyzsze przypadki, zauwazamy, ze zaréwno

1 L PANB) 2 2 PANQ)
PAB)=-=%=—~""_"- P(AIC) =26 "V '~
AB)=3=$=T5g > PAO=3-{-T5G

Uwaga
Gdyby na kostce §cianki z jednym oczkiem i dwoma oczkami byly biate, a pozostale czarne,
to rozumujac jak poprzednio otrzymamy P(A|B)=P(A|C) = 7= P(A).

W tym przypadku informacja o kolorze $cianki, ktéra wypadta, nic nie wnosi, gdy interesuje
nas prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia A.

Otrzymaliémy na podstawie naturalnego rozumowania w tym i innych przyktadach wzdr

(ANB)

P
P(A|B) = PB) i mamy nadzieje, ze nastepujaca definicja nie bedzie dla nikogo zasko-

czeniem.

Definicja

Niech Q bedzie skoficzonym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych, P — prawdopodo-
bienstwem okre§lonym na wszystkich zdarzeniach losowych zawartych w () oraz niech BC Q
bedzie zdarzeniem losowym takim, ze P(B)>0. Dla kazdego zdarzenia losowego A C Q praw-
dopodobienstwo warunkowe realizacji zdarzenia A pod warunkiem zaj$cia zdarzenia B, jest
to liczba okreslona wzorem

P(AIB) = P(];A(ig)B)

Uwagi

1. Obliczajac P(A|B) obliczamy tylko P(B) i P(ANB). Nie obliczamy P(A).
P(ANB) |ANB|

P(B) B

2. W przypadku modelu klasycznego P(A|B) =

7.1. Podstawowe wtasnosci prawdopodobienstwa
warunkowego

1. Jezeli P(ANB) =0, to P(A]
P
2. Jezeli ACB, to P(A|B) = PB
3. Jezeli ADB, to P(A|B)=1.
4. Mozliwe sg wszystkie trzy przypadki: P(A|B) <P(A), P(A|B) >P(A), P(A|B)=P(A).

=
2

—

Zadanie 1.

1
Zdarzenia losowe A,B zawarte w Q sa takie, ze P(B’) =

,P(A]B)= ;. Oblica P(ANB).

Wl =
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Szkic rozwigzania

1 2 P(AnB) 1 21 1
PB)=1—--=-, ———=—,stad P(ANB)==--—-=—.
BI=1=3=3 —p@ —pSadPANBI=3-7=¢
Zadanie 2.
Zdarzenia losowe A,B zawarte w Q) sg takie, ze P(A) = %, P(B)= ;1, P(AB)= 1§
Oblicz P(AUB).
Szkic rozwigzania
P(ANB) 1
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB), ——— ==
(AUB) =P(A)+P(B)~P(ANB), e = 5,
stad
T 1 1. 21 1 10 5
Zadanie 3.
1 P(B
Zdarzenia losowe A,B zawarte w Q sg takie, ze P(A|B) = 3 Oblicz %ﬁ)
Niech B\ A oznacza réznice zdarzen B oraz A.
Szkic rozwiazania
P(B\A) P(B)—P(ANB) 7
= =1-P(A|B)=-.
P(B) P(B) (AB) 8

Zadanie 4.

Osiem os6b, w tym X i Y, ustawiono losowo w szeregu. Oblicz prawdopodobienstwo, ze X1 Y
stojg obok siebie, jezeli wiadomo, ze Y stoi na miejscu pigtym.

2
Odpowiedz: 2

Zadanie 5.

Na kétku mamy, losowo rozmieszczonych, szes¢ ponumerowanych kluczy, z ktérych doktadnie
jeden otwiera dany zamek. Oblicz prawdopodobienstwo, ze czwarty klucz otwiera ten zamek,
jezeli wiadomo, ze pierwszy i drugi klucz nie otworzyl tego zamka.

1
Odpowiedz: T

Zadanie 6.

Rozmieszczamy losowo trzy ponumerowane kule w czterech ponumerowanych komérkach.
Przyjmujac oznaczenia dla zdarzen:
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A — w pierwszej komdrce bedzie co najmniej jedna kula,
B — w drugiej komorce bedzie co najmniej jedna kula,

oblicz prawdopodobieristwo warunkowe P(A|B).

Szkic rozwiazania

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie tréjelementowe wariacje z powtdrzeniami zbioru
czteroelementowego (wszystkie funkcje f:{1,2,3}—{1,2,3,4}, numer kuli —numer komérki).
Jest to model klasyczny.

Q| =43 =64.
|IANB]
P(AB) =
IB|=43—-33=37.

Zdarzenie ANB jest suma trzech parami roztacznych zdarzen:

a) w pierwszej komdrce sg dwie kule i w drugiej jest jedna kula, takie rozmieszczenia sg 3
(na 3 sposoby wybieramy jedna kule do drugiej komérki),

b) w drugiej komdrce sg dwie kule i w pierwszej jest jedna kula, takie rozmieszczenia sg 3,

c) pierwszej komdrce jest jedna kula i w drugiej jest jedna kula, takich rozmieszczen jest
12 (na 3 sposoby wybieramy kule do komdrki pierwszej i na dwa sposoby wybieramy
kule do komérki drugiej i na 2 sposoby wybieramy komoérke dla trzeciej kuli, 3-2-2=12
albo na 2 sposoby wybieramy komorke, ktéra bedzie ,zajeta” i rozmieszczamy 3 kule
w 3 komérkach po jednej na 3! sposobdw, 2-31=12).

Stad [ANB|=3+3+12=181 P(A|B):;—§.

7.2. Ciekawostki

Zaktadamy, ze wszystkie podane nizej prawdopodobienstwa warunkowe sa okreslone, nie
bedziemy pisali zatozen dla kazdego przykladu oddzielnie.

Przykfad 2.

P(A[B)>P(A) wtedy i tylko wtedy, gdy P(B|A)>P(B), (%)
poniewaz, przeksztalcajac rownowaznie, otrzymujemy
P(A[B) >P(A),

>P
P(ANB)>P(A)P(B),
P(BJA) >P(B).

Nieréwno$¢ P(A|B) > P(A) interpretujemy w ten sposéb, ze zajscie zdarzenia B zwieksza
prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia A. Nierdwno$¢ (x) jest sprzeczna z intuicjg wielu
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oséb, ktérym wydaje sig, ze jeSli zajScie B zwicksza prawdopodobienstwo zajscia A, to
zajScie A zmniejsza prawdopodobienstwo zajscia B.

Przyktad 3.

Jezeli A,B,C sg zdarzeniami takimi, ze C C ANB oraz P(B\A) >0 (B\ A oznacza réznice
zdarzen), to P(C|A) >P(C|AUB).

Nieréwno$¢ ta wynika z réwnosci CNA=CN(AUB) i nieréwnosci P(A)<P(AUB) wynikajacej
z zalozenia P(B\ A) > 0.

Korzystajac z tej nieréwnoséci widzimy, bez zadnych obliczen, ze w grze w brydza prawdo-
podobienstwo zdarzenia, ze gracz X ma 4 asy, jezeli wiemy, ze ma asa pik, jest wigksze od
prawdopodobienistwa, ze gracz X ma 4 asy, jezeli wiemy, ze ma co najmniej jednego asa.

Ten fakt w koncu XIX wieku byl przyczyng nieporozumienia miedzy egzaminatorami na
Wydziale Matematyki Uniwersytetu w Cambridge. Wiele oséb, opierajac si¢ na intuicji, jest
zdania, ze prawdziwa jest nieréwnos¢ ,,w druga strone”.

7.3. Paradoksy

Paradoks trzech komod

Sg trzy komody A, B, C. W kazdej z nich sa dwie szuflady. W kazdej szufladzie jest jedna
moneta, przy czym w komodzie A w obu szufladach sg monety ztote, w komodzie B w obu
szufladach sg monety srebrne, a w komodzie C w jednej z szuflad jest moneta ztota a w dru-
giej moneta srebrna. Wylosowano komode, nastepnie szuflade i znaleziono w niej monete
ztota. Oblicz prawdopodobienistwo, ze w drugiej szufladzie tej komody tez jest moneta ztota.

Typowa agitacja (btedna)

Na pewno nie wylosowano komody B. Sg wiec dwa przypadki, wylosowano komode A albo
komode C. W przypadku komody A, w drugiej szufladzie jest moneta zlota. W przypadku
komody C, w drugiej szufladzie jest moneta srebrna. Stad wynika, ze prawdopodobieistwo

tego, ze w drugiej szufladzie tej komody tez jest moneta zlota, jest rowne 3

Rozwigzanie tradycyjne
Wprowadzmy oznaczenia dla zdarzen:
A — wylosowano komode A,

Z — wylosowano ztotg monete.

Mamy obliczyé P(A|Z).

pini) - LA

S
N —



156 7. Prawdopodobienstwo warunkowe. T'wierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

Stad

P(ZIA)P(A) 1-5 2
bk i LA =3

P(A|Z) = P(Z)

1
2
Rozwiazanie elementarne

Wylosowano monete ztota. Sg trzy monety ztote. Wylosowanie kazdej z nich jest jednakowo

prawdopodobne. Dwie z nich wskazujg na komode A, jedna na komode C. Stad P(A|Z) = 3
Typowa agitacja, cd.

Blad w rozumowaniu polega na tym, ze opisane dwa przypadki nie sg réwnoprawdopodobne.

Dylemat wieZnia (Problem Serbelloni. W 1966 w Villi Serbelloni odbyla si¢ konferencja
poswiecona biologii teoretycznej, podobno ten problem omal nie doprowadzit do zerwania
obrad)

Trzej zbdjcy X, Y, Z zostali skazani na §mieré. Wtadca, z okazji §wieta, postanowit utaskawi¢
jednego z nich, a dwdch straci¢. Zbdj X nie wie jeszcze, ktérzy z wieznidw zostana straceni
i czy on sam jest jednym z tych dwdch. Zagaduje wiec straznika, ktéry zna decyzje witadcy:
»,ha pewno stracony zostanie Y lub Z , wiec jezeli wyjawisz mi teraz, ktéry z nich zostanie
stracony, to niczego nie powiesz o moim losie”. Straznik po krétkim namyséle przychylit sie
do prosby wieznia i powiedzial, ze umrze Y . Ustyszawszy to, X sie nieco uspokoil, bowiem
prawdopodobieristwo jego ocalenia zwiekszyto sie z 1/3 do 1/2.

(X wie teraz, ze zostanie stracony Y, a drugim nieszcze$nikiem bedzie albo on albo Z).
Czy zbdj X ma racje?
Szczegotowe rozwigzanie

Zestawmy w tabeli wszystkie mozliwe pary zbdjéw skazanych na $mier¢ i decyzje straznika.

imie podane prawdopodobienstwo

skazani ocalony .. . ..
przez straznika podania tego imienia

1

A X, Y Z Y =
' 3

1

B X, Z Y Z =
’ 3

C Y,Z X Y albo Z %

Zauwazmy, ze W trzecim przypadku straznik moze podaé imie Y albo Z.
W tym rozwigzaniu (przypadek klasyczny) przyjmiemy, ze w takiej sytuacji imie kazdego

ze skazanych podaje z prawdopodobienstwem 5 (losowo wskazuje skazarica).
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Mamy zatem cztery mozliwosci:

imie podane prawdopodobienstwo

skazani ocalony .. . o
przez straznika podania tego imienia

1
A XY z Y 3
1
B X Z Y z :
11 1
Cy Y, Z X Y 332
11 1
C, Y, Z 4 Z 337¢

Rozwazmy teraz przypadki, w ktérych straznik powiedzial, ze stracony bedzie Y. Sg to A
1

oraz C;. Prawdopodobienstwo tego, ze straznik poda imie Y jest réwne 3 + 732 i stad
otrzymujemy, ze prawdopodobienstwo tego, ze X zostanie utaskawiony, jezeli straznik powie
1

6

= =, czyli ta informacja nic nie wniosta.

3

imig Y jest réwne -
376
Uwaga

Sa dwa zdarzenia:

A1 —stracony zostanie zbdj Y,

A, — straznik powiedzial, ze stracony zostanie zbdj Y.

A1 DA 1A #A;.

W przypadku klasycznym zdarzenia: A, i ,ulaskawiony zostat X” sg niezalezne.

Wracajac do problemu, odpowiedz bedzie inna, gdyby wiadomo byto, ze straznik w sytuacji,
gdy maja by¢ straceni Y oraz Z podaje imie Y z prawdopodobienistwem p, a imie Z z praw-
dopodobiefistwem 1—p, gdzie 0 <p <1 (np. mozna wyobrazi¢ sobie sytuacje, gdy straznik
bardzo nie lubi wigZnia Z, wtedy p =0).

Mamy zatem cztery mozliwosci, ktore przedstawimy w tabeli.

imie podane prawdopodobienstwo

skazani ocalony .. . o ..
przez straznika podania tego imienia

A X, Y VA Y !
3
1
B X, Z Y VA =
’ 3
1 p
C Y, Z X Y - p==
b 3P73
1 1—p
C Y, Z VA Z —(1=p)= —X
2 ) 3 ( P) 3
" . .. . . , 1T p 1+4p.
Prawdopodobienstwo tego, ze straznik poda imie Y jest réwne 3 + 373 i stad otrzy-
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mujemy, ze prawdopodobienstwo tego, ze X zostanie ulaskawiony, jezeli straznik powiedziat

o . . g P P 1
imig Y, jest réwne - P = Ty O<1—<§ .
§+§ +p +Pp

1
Dla p =0 to prawdopodobienistwo jest réwne 0, a dla p=1 jest réwne 7

Wiezien X powinien mieé nadzieje, ze straznik bardzo nie lubit wieznia Y.

Trzy karty (jedna z wielu wersji paradoksu Monty Halla, w TVP byt teleturniej ,,Id% na
calosc”)

Na stole leza koszulkami do géry, w nieznanej graczowi kolejnosci, trzy karty: As, Krol
i Dama. Jezeli gracz odgadnie prawidlowo polozenie Asa, wygrywa duzg nagrode. Gracz
wskazat karte srodkowg i wtedy bankier méwi: ,,Chwileczke. Odkryje jedng karte z pozosta-
tych dwdch, a ty si¢ zastandéw, czy chcesz zmieni¢ swéj wybdr”, po czym odkrywa pierwsza
karte z lewej i jest nig Krél. Bankier zna polozenie kart i odkrywa zawsze karte réznag
od Asa. Jezeli ma do wyboru dwie karty: Kréla lub Dame, wybiera losowo kazda z nich
z prawdopodobieistwem réwnym 1/2.

Czy gracz powinien zmieni¢ swdj wybdr?

Typowa agitacja (btedna)

Zostaly dwie karty, As i Dama. Jedng z nich ma bankier, a drugg gracz. Jest wiec wszyst-
ko jedno, czy gracz zmieni swéj wybdr czy nie, w obu przypadkach prawdopodobienstwo
wygranej jest réwne 1/2.

Szczegétowe rozwigzanie

Zestawmy w tabeli wszystkie mozliwe pary kart bankiera, karte graczach i decyzje bankiera.

karta odkryta prawdopodobienstwo

karty banki kart . .
Thy baniiera Tia gracza przez bankiera odkrycia tej karty

1

1 A, K D K =
' 3

1

2 A, D K D =
' 3

3 K, D A K albo D %

Zauwazmy, ze W trzecim przypadku bankier moze pokaza¢ K albo D.

W tym rozwigzaniu (przypadek klasyczny) przyjmiemy, ze w takiej sytuacji bankier odkrywa
kazdg z tych kart z prawdopodobieristwem 1/2 (losowo wybiera karte).

Mamy zatem cztery mozliwosci:
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karta odkryta prawdopodobienstwo

karty banki kart . S
Thy banxieta Tia gracza przez bankiera odkrycia tej karty

1
1 A, K D K 3

1
2 A, D K D 3
3 K, D A K %-%:%
5w ko 4 . i

Rozwazmy teraz przypadki, w ktorych bankier pokazal Kréla. Sg to 1 oraz 3;. Prawdo-
1
podobienstwo tego, ze bankier pokaze Kréla, jest rowne — 4+ — = = i stad otrzymujemy,
ze prawdopodobienistwo tego, ze gracz ma Asa, jezeli bankier pokazal Kréla, jest réwne
1
z 1 CL S .
1 6 T = 3, czyli ta informacja nic nie wniosta.

3ts 3

Wiasciwym postepowaniem (wedtug kryterium wigkszej szansy) jest wigc zamiana kart.

2
Prawdopodobienstwo wygranej po zamianie jest réwne 3

Uwaga

Sa dwa zdarzenia:

A1 — bankier ma Krdla,

A, — bankier pokazal Kroéla.

A1 DA 1A #A;.

W przypadku klasycznym zdarzenia: A, i ,gracz ma Asa” sa niezalezne.

Wracajac do problemu, odpowiedz bedzie inna, gdyby wiadomo bylo, ze bankier w sytuacji,
gdy ma Kréla i Dame, pokazuje Kréla z prawdopodobienstwem p, a Dame z prawdopodo-
biefistwem 1—p, gdzie 0 <p < 1 (np. mozna wyobrazi¢ sobie sytuacje, gdy bankier bardzo
nie lubi Kréla, wtedy p =0).

Mamy zatem cztery mozliwosci, ktére przedstawimy w tabeli

karta odkryta prawdopodobienstwo

ka ki ka
rty bankiera rta gracza przez bankiera odkrycia tej karty

1
1 A, K D K -
’ 3
2 A, D K D 1
3

| p

K, D K _p=1r

3 ’ A 3P73

3 K, D A D 1”7)_1;
2 ’ 370 P73

1 T+p
°3

Prawdopodobienstwo tego, ze bankier odkryje Kréla, jest réwn +§ =3 1 stad otrzy-
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mujemy, ze prawdopodobienstwo tego, ze gracz ma Asa, jezeli bankier odkryt Kréla, jest
) 5oy p _1
réwne —— = ——, 0<——<= ).
T+E T+p 1+p 2

1
Dla p =0 to prawdopodobienistwo jest réwne 0, a dla p=1 jest réwne 7

Wiasciwym postepowaniem (wg kryterium wiekszej szansy) jest wiec zamiana kart.

1
Prawdopodobieistwo wygranej jest nie mniejsze od 7

Gracz powinien mie¢ nadzieje, ze bankier bardzo nie lubil Kréla.

Uogdlnienia paradoksu Monty Halla

Na stole, koszulkami do géry, lezy, w nieznanej graczowi kolejnoéci, siedem kart: A, K, D, W,
10, 9, 8. Gracz wskazuje trzy karty i jezeli wérdd jego kart jest As, wygrywa duzg nagrode.
Gracz wskazal trzy pierwsze od lewej karty i wtedy bankier méwi: ,,Chwileczke. Odkryje trzy
karty z pozostalych czterech, a ty si¢ zastandw, czy chcesz zmienié swéj wybdr, tzn. zamienié
trzy twoje wybrane karty na jedna, ktéra pozostala”, po czym odkrywa trzy z prawej i jest
to K, D, W. Bankier zna polozenie kart i odkrywa zawsze karty rézne od Asa. Jezeli ma
do wyboru trzy karty z czterech, wybiera losowo kazda ,tréjke” z prawdopodobieristwem
réwnym 1/4.

Czy gracz powinien zmieni¢ swdj wybdr (trzy za jedng)?
3
Prawdopodobienstwo, ze gracz wskazal karty, wérdd ktérych jest As, jest réwne 7 Prawdo-

podobienstwo, ze wiréd pozostalych czterech kart jest As, jest réwne 7

Mozna przedstawié szczegdtows analize zadania w tabeli (jak poprzednio). W tym przypadku
ograniczymy sie do analizy koncowej, tzn. do wnioskowania w sytuacji, gdy bankier pokazat
K, D, W.

karty odkryte
przez bankiera

prawdopodobienstwo
odkrycia tej karty
1

karta zakryta karty gracza

1
1 K, D, W A 10, 9, 8 — =
) ) ) ) (Z) 35
2 K, D, W 10 A, 98 L
) ) ) ) 4 35
11
3 K, D, W 9 A, 10, 8 - —
) b ) b 4 35
11
4 K, D, W 8 A, 10, 9 -
) b ) b 4 35
. . . . , . . , 1T 31 1
Prawdopodobienstwo tego, ze bankier pokaze Kréla, Dame i Waleta jest réwne g—i—zg =%
i stad otrzymujemy, ze prawdopodobienstwo tego, ze gracz wskazal kary, wsréd ktérych
3.1
735 60 3
jest As, jezeli bankier pokazat Kréla, Dame i Waleta jest réwne + 135 =10"7 czyli ta
20

informacja nic nie wniosta.
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Wiasciwym postepowaniem (wg kryterium wiekszej szansy) jest wigc zamiana trzech kart
na jedna.

4
Prawdopodobienstwo wygranej po zamianie jest réwne —.

Uwaga

Sa dwa zdarzenia:

A1 —Dbankier ma Krdla, Dame, Waleta,

A, — bankier pokazal Kréla, Dame, Waleta.
A1 DA 1A #A;.

W przypadku klasycznym zdarzenia: A; i ,,gracz wskazal karty, wsréd ktorych jest As” sg
niezalezne.

Pouczajace jest rozwazenie sytuacji szczegdlnych, np. gdy bankier zawsze, o ile to mozliwe,

pokazuje

a) Kréla, Dame, Waleta,
b) Kréla, Dame,
c) Krdla.

Bankier pokazal Kréla, Dame i Waleta. W przypadku

a) prawdopodobienstwo, ze wiréd kart wskazanych przez gracza jest As, jest réwne 3/4, nie
nalezy zatem si¢ zamienial (wg kryterium wigkszej szansy),

b) prawdopodobienstwo, ze wiréd kart wskazanych przez gracza jest As, jest réwne 3/5,
réwniez nie nalezy si¢ zamienia¢ (wg kryterium wiekszej szansy),

c) prawdopodobienstwo, ze wirdd kart wskazanych przez gracza jest As, jest réwne 3/6=1/2,
obie decyzje, zamienial sie lub nie, majg réwne prawdopodobienstwo sukcesu.

7.4. Wz6r na prawdopodobienstwo iloczynu
1. Jezeli B jest zdarzeniem losowym zawartym w Q i P(B) >0, to dla kazdego A C Q
P(ANB)=P(B)P(AIB)

2. Jezeli A1,Az,..., A, 83 zdarzeniami losowymi zawartymi w Q i P(A1NA2N...NA,_1)>0,
to

P(A1NA2N...NAL)=P(A1)P(A2]A1)P(A3]A1NAL)---P(ARATNAZN...NAR_1)

Uwagi

Przy rozwiazywaniu zadan metoda drzewa mnozymy prawdopodobienstwa wzdiuz danej
galezi drzewa. Jest to zastosowanie tego wzoru.
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Przyktad 4.

Wedtug danych statystycznych prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana osoba jest nosicie-
lem wirusa X, ktéry jest jedyna przyczyna choroby Z, jest réwne 0,00372. Prawdopodobien-
stwo, ze nosiciel wirusa X zachoruje na chorobe Z, jest réwne 0,496. Obliczymy prawdopo-
dobienstwo, ze losowo wybrana osoba zachoruje na chorobe Z.

Rozwigzanie

Wprowadzmy oznaczenia dla zdarzen:

A — wybrana losowo osoba zachoruje na chorobe Z,

B — wybrana losowo osoba jest nosicielem wirusa X.

Mamy nastepujace dane: P(B)=0,00372, P(A|B)=0,4%6.

Zauwazmy, ze A =ANB, stad P(A)=P(ANB)=P(B)P(A|B)=0,00184512.

7.5. Twierdzenie o prawdopodobienstwie
catkowitym (zupetnym)

Niech Q bedzie skonczonym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych, P — prawdopo-
dobienstwem okre§lonym na wszystkich zdarzeniach losowych zawartych w () oraz niech
Hi,H,...,H, beda zdarzeniami losowym zawartymi w Q) takimi, ze speinione sg jednocze-
$nie trzy warunki:

1. HHUHU...UH,, =Q,
2. HiNH; =0 dla i#j, gdzie i,j€{1,2,...,n} (zdarzenia H;,H>,...,Hy s3 parami roziaczne),
3. P(Hy)>0dlaie{1,2,...,n}

Woéweczas dla kazdego zdarzenia losowego A C Q) prawdziwy jest wzor
P(A) =P(A[H1)P(H1)+P(AH2)P(H2) +...+ P(AIHn)P(Hp) (%)

Wzér (x) nazywamy wzorem na prawdopodobiefistwo catkowite.

Uwagi

1. Graficzna ilustracja tego twierdzenia to drzewo probabilistyczne.

2. Rozwigzujac zadania metoda drzewa i rysujemy tylko istotne galezie, korzystamy z twier-
dzenia o prawdopodobienstwie catkowitym w nastepujacej wersji:
Niech Q) bedzie skoficzonym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych, P — prawdopo-
dobienstwem okreslonym na wszystkich zdarzeniach losowych zawartych w () oraz niech
A bedzie zdarzeniem losowym zawartym w Q.
Jezeli Hy,Hy,...,H;, sa zdarzeniami losowym zawartymi w () takimi, ze spelnione sg
jednocze$nie trzy warunki:
a) HiUHU...UH,; DA,
b) HiNH; =0 dla i#j, gdzie i,j €{1,2,...,n} (zdarzenia H;,H,,...,Hy sa parami roz-

taczne),
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c) P(Hi)>0dlaie{1,2,...,n}.
Wéwczas prawdziwy jest wzor

P(A)=P(AH1)P(H1)+P(A[H2)P(H2) +...+ P(A[Hn)P(Hy) ()

Przyktad 5. (schemat Polya)

W pojemniku jest b+c kul, b kul biatych i ¢ kul czarnych. Z tego pojemnika losujemy
jedng kule, zwracamy jg do pojemnika i doktadamy do pojemnika s kul koloru wylosowa-
nego. Nastepnie losujemy jedna kule z pojemnika, w ktérym jest teraz b+c+s kul. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej w drugim losowaniu.

Szkic rozwigzania

Wprowadzmy oznaczenia dla zdarzen:

B1 —w pierwszym losowaniu otrzymamy kule bialg,
C1 —w pierwszym losowaniu otrzymamy kule czarna,
B, —w drugim losowaniu otrzymamy kule biatla.

Zdarzenia By, C; spelniajg zalozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym, stad

P(B,) =P(B2[B1)P(B1)+P(B2|C1)P(Cy).

b c b+s b
P(B1)=—, P(C;)=—"—, P(BylBy)=— " P(ByCi)=—— .
(B1) brc (Cy) brc (B2/B1) brcts’ (B2[Cy) brcTs
Zatem bt b b b
s c
P(B>) =P(By).

“bicts brc bicts brc bic
Zadanie mozna rozwigzaé za pomoca drzewa.

Mozna wykazad, ze jezeli bedziemy powtarzali to do§wiadczenie tzn. bedziemy zwracac kule,
dosypywac s kul koloru wylosowanego, losowaé, zwracaé, dosypywac, ..., to prawdopodo-
bienstwo zdarzenia B,, polegajacego na otrzymaniu kuli biatej w n-tym losowaniu jest réwne

b
brc dla kazdego n. Stad wynika, ze dla kazdych n,m prawdziwa

jest réwnosé P(Bn|Bm) =P (Bm|Bn).

Zadanie 7.

W pojemniku jest dziesie¢ monet. Siedem jest prawidlowych, a trzy maja orty po obu
stronach. Losowo wybrang monetg rzucono pie¢ razy i otrzymano pie¢ razy orta. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze rzucano moneta z ortami po obu stronach.

Szkic rozwigzania

Wprowadzmy oznaczenia dla zdarzen:

H; — wylosujemy monete z ortami po obu stronach,
H; — wylosujemy monete prawidlowa,

A — otrzymamy pie¢ razy orta.



164 7. Prawdopodobienstwo warunkowe. T'wierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

Mamy obliczy¢ prawdopodobieristwo warunkowe P(H;|A).

P(H,|A) = PANH) _ PAH1P(H1)

P(A) P(A)
Zdarzenia Hi,H, spelniaja zalozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym.
3 7 1 1
H;UH;=Q, H;nH;= P(Hy)=—, P(Hz)=—, P(AH;)=1, PAlH))====.
1UH2 =0, HiNHz=0, P(H;) 0 (H2) 10 (AH1)=1, P(AH2) % =37

Zdarzenia Hi,H, spelniajg zalozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym.

P(A)=P(A[H;)P(H7)+P(A[Hz)P(H>).

Stad
1-3 9%
P(Hi|A) = I =
TRt 103

Zadanie 8.

Na pélce stojg dwa pojemniki. W pierwszym pojemniku jest pie¢ kul: cztery biate i jedna
czarna, w drugim sg trzy kule: dwie biale i jedna czarna. Z losowo wybranego pojemnika
wybieramy losowo dwa razy po jednej kuli ze zwracaniem. Oblicz prawdopodobienstwo
warunkowe, ze druga wylosowana kula bedzie biala, jezeli wiadomo, ze pierwsza wylosowana
kula byta biala.

Szkic rozwigzania

Wprowadzmy oznaczenia dla zdarzen:

H; — wylosujemy pierwszy pojemnik,

H; — wylosujemy drugi pojemnik,

B1 — pierwsza wylosowana kula bedzie biala,

B, —druga wylosowana kula bedzie biata.
P(B,NBy)
P(B1)
Zdarzenia Hi,H; spelniajg zalozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym:

Mamy obliczyé P(B2|B1) =

1
HiUH, =Q,H;, ﬂHZ:[Z),P(H1):P(H2):§>o,

P(By)=P(Bq[H;)P(H;)+P(By[H2)P(H2) =

P(B,NB1)=P(B2NB1[H{)P(H1)+P(B2NB1|H2)P(H;) =

122
122
P(BafB1) =37 =1
7165

Przyktad 6.

(paradoks Simpsona) Przy leczeniu pewnej choroby testowano dwie terapie, terapie X oraz
terapie Y.



Okazalo sie, ze

e procent kobiet, dla ktdrych terapia Y byta skuteczniejsza, byt wiekszy od procentu kobiet,
dla ktérych terapia X bytla skuteczniejsza,

e procent mezczyzn, dla ktorych terapia Y byta skuteczniejsza byt wiekszy od procentu
mezczyzn, dla ktérych terapia X byla skuteczniejsza,

1 jednoczesnie

e procent wszystkich pacjentéw, dla ktérych terapia X byla skuteczniejsza byl wiekszy od
procentu wszystkich pacjentow, dla ktérych terapia Y byta skuteczniejsza.

Jak to mozliwe?
Ten paradoks opisat w 1951 r. H. Simpson.
Dla zrozumienia tego paradoksu przedstawimy nastepujacy przyktad.

Sa cztery pojemniki: Xy, Xm, Yk, Ym. Zawartos$¢ pojemnikéw prezentuje ponizsza tabela

X Y
70 kul biatych 18 kul biatych
30 kul czarnych 2 kul czarnych

2 kule biale 30 kul bialych
18 kul czarnych 70 kul czarnych

K

M

Losujemy jedna kule z pojemnika i przez B oznaczamy zdarzenie polegajace na otrzymaniu
kuli biatej. Zauwazmy, ze

70 18

P(BIXk) = 700 <20~ P(B[Yx),
2 30

P(BIXm) = 20 <700~ P(BIYm).

Teraz zsypujemy kule z pojemnikéw Xk, Xn do pojemnika X oraz zsypujemy kule

z pojemnikéw Yy, Ym do pojemnika Y. Zawarto$¢ pojemnikéw X i Y prezentuje tabela

X Y

72 kule biale 48 kul bialych
48 kul czarnych 72 kule czarne

Teraz
72 48

P(BIX)= 120 7120

P(BIY).



Rozdziat 8

Elementy analizy matematycznej
w zadaniach na egzaminie maturalnym

Piotr Ludwikowski
konsultacja: Leszek Sochanski

Nowa podstawa programowa zawiera hasla, ktére przez wiele lat nie byly tre§cig nauczania
w szkolach ponadgimnazjalnych. Autorzy nowej podstawy programowej starali sie tak sfor-
mulowaé zakres wymagan, aby unikna¢ z jednej strony nadmiernego formalizmu, a z drugiej
strony nie powodowaé uczenia sie algorytméw rozwiazywania poszczegdlnych typdw zadan
na pamieé, bez zrozumienia istoty probleméw, ktérych dotyczyty. Ponizej lista nowych haset
podstawy programowej dotyczacych wstepu do analizy matematycznej.

Poziom rozszerzony

5. Ciagi. Uczen:

1.
2.

11.

o Ok Wi

wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem rekurencyjnym;
oblicza granice ciagéw, korzystajac z granic ciagéw typu 1/n, 1/n? oraz z twierdzen
o dzialaniach na granicach ciggdw;

. rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i oblicza ich sumy.

Rachunek rézniczkowy. Uczen:

oblicza granice funkcji (i granice jednostronne), korzystajac z twierdzen o dziataniach na
granicach i z wtasnos$ci funkcji ciagtych;

oblicza pochodne funkcji wymiernych;

korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacji pochodnej;

korzysta z wlasno$ci pochodnej do wyznaczenia przedzialéw monotonicznosci funkcji;
znajduje ekstrema funkcji wielomianowych i wymiernych;

stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych.

Warto zwrdéci¢ uwage na komentarz, o ktéry autorzy nowej podstawy uzupetnili jej tresci:

ZALECANE WARUNKI I SPOSOB REALIZACIJI

»W przypadku uczniow zdolnych, mozna wymagaé¢ wiekszego zakresu umiejetno-
§ci, jednakze wskazane jest podwyzszanie stopnia trudnosci zadan, a nie poszerzanie
tematyki.”

Rodzaje zadan egzaminacyjnych w arkuszu maturalnym na poziomie rozszerzonym:

1.
2.
3.

Zadania zamknigte (wielokrotnego wyboru lub prawda falsz).
Zadania z kodowang odpowiedzig.
Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi.
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4. Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi.

W przypadku zadan kodowanych sposéb kodowania zostanie doktadnie opisany (np. zako-
duj cyfre jednosci, czesct dziesietnych 1 setnych rozwiniecia dziesietnego otrzymanego
wyniku).

8.1. Przyktady

Zadanie 1. (szereg geometryczny)

2
Dany jest nieskoniczony ciag geometryczny (a, ) okre§lony dla n>1, o ilorazie q = 3 Suma
wszystkich wyrazéw tego ciggu jest réwna —6. Oblicz az —a;.

Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie
a

Ze wzoru na sume wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego S= ﬁ (dla
Iql< 1) obliczamy aj: —6= ](1—12, stad a; =—2. Obliczamy as:
3
4 8
2
= . = —2 e
az=a;-q°=(-2) 9 9
8 10
Zat —ap=—=—(-2)=—.
atem az—ag 5 (—2) 5

W arkuszu odpowiedzi nalezy zakodowa¢ cyfry 1, 1, 1.

Zadanie 2. (granica ciggu)

Obli e I n®—2n3+3n
1em granice 1 +2n+3n2+4n3+5m*+6n°°

Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie

Obliczamy granice:

" n®—2n3+3n ) n
m =
n—oo 14+2n+3n2 +4n3 +5nt+6n° nocond (s +
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W arkuszu odpowiedzi nalezy zakodowac cyfry 1, 6, 6.

Zadanie 3. (granica ciggu)

7p—1)n?-3 2

(7p—T1)n an+ P dlan
1+pn

wartosci p granica ciggu (a,) jest réwna 0. Zakoduj pierwsza, druga i trzecig cyfre po

przecinku otrzymanej liczby p.

Dla liczby p #0 okre§lamy ciag a,, = > 1. Oblicz, dla jakiej

Rozwigzanie

Wyznaczamy granice ciggu (a,) w zaleznosci od p:

3p 2
(7p—1)n?—3pn+2p n2(7p—1—%—n—2>_7p_1

lim lim =
n—oo 1+pn’ n—oo n2 (% +p) P
Rozwigzujemy réwnanie
p—1
=1,
P
_]
p - 7'

W arkuszu odpowiedzi nalezy zakodowaé cyfry 1, 4, 2.

Zadanie 4. (granica ciagu)

1 3-1In+5
Ciagi (an), (bn) okreslone sa nastepujaco: a, = inz —2 oraz b, = ﬁ, dlan>1.

n
Oblicz granice lim (a,, —by). Zakoduj cyfre jednosci oraz pierwsza i druga cyfre po prze-
n—oo

cinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie

Obliczamy granice

. 1, n3—11n+5 . P —dn-n3+1In-5 . 7n-5 7
lim ( n*—2——— | = lim = lim =-.
n—oo 2n n—oo 2n n—oo 21 2
W arkuszu odpowiedzi nalezy zakodowaé cyfry 3, 5, 0.
Zadanie 5. (granica ciggu)
Ciagi (an), (bn) okreslone sa dla n > 1 wzorami: a, =—3n?(n—>5) oraz by = (1 on)s.

Oblicz lim —. Zakoduj cyfre jednosci oraz pierwsza i druga cyfre po przecinku rozwiniecia
n—oo n

dziesietnego otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie

—3n2(n—
Obliczamy granice: lim W = %
n—oo —2n
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W arkuszu odpowiedzi nalezy zakodowac cyfry 0, 3, 7.

Zadanie 6. (granica funkcji)

2 2
Dana jest funkcja f okre§lona wzorem f(x) = X dla x#—2. Granica lim f(x) jest réwna
x+2 x—2
1
A. —c0. B. —. C. 0. D. +o0.

Odpowiedz: B.

Rozwigzanie

Obliczamy:

Zadanie 7. (granica funkcji)

Dana jest funkcja f okre§lona wzorem f(x)= 16122 dla x # —4. Granica X1_i)n_141‘(x) jest
réwna

A —o0. B. 0. C. 8. D. +o0.

Odpowiedz: C.

Rozwigzanie

Przeksztalcamy wzor danej funkcji:

_ 16—x%  (4—x)(4+x)

f =
=273 x+4
i obliczamy granice:
4—x)(4
lim f(x)= lim G0 g 4y =g,
x——4 x——4 x+4 x——4

Zadanie 8. (pochodna funkcji w punkcie)

2
Dana jest funkcja f okre§lona wzorem f(x) = X—Xs dla x # 3. Granica 1i1§1 f(x) jest réwna
— x—3—
A. —oo0. B. 0. C. 6. D. +oo0.
Odpowiedz: A.
Rozwigzanie
Obliczamy granice:
2 li 2
lim f(x)= lim X Mhes X —iz—oo.

x—3— x—3—X—3 o limx_,37x—3 o 0
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Zadanie 9. (pochodna funkcji w punkcie)
5(x+1)?
2x—1
f dla x =3. Zakoduj cyfre jednosci oraz pierwszg i druga cyfre po przecinku otrzymanego

wyniku.

1
Funkcja f jest okres§lona wzorem f(x)= dla x# 5 Oblicz wartos¢ pochodnej funkcji

Rozwiazanie

Przeksztalcamy wzor funkcji f i obliczamy pochodng tej funkcji:

5(x+1)*  5x2410x+5

= ==
) (52 +10x+5)" (2x—1) — (5x? + 10x45) (2x—1)" _
(2x—1)*

~ (10x+10) (2x—1)— (5% +10x+5) -2
B (2x—1)* B
_10x2710x720_10(x2—x—2)
o 2x=1? (2x=1?

40

Zatemf’(3):£:1,6.

W arkuszu odpowiedzi nalezy zakodowa¢ cyfry 1, 6, 0.

Zadanie 10. (réwnanie styczne;j)

1
Dana jest funkcja f okres§lona wzorem f(x) = —§x3 +2x? 41 dla wszystkich liczb rzeczywi-
stych i lezacy na wykresie tej funkcji punkt A o wspétrzednych (3,1(3)). Wyznacz réwnanie
stycznej do wykresu funkcji f w punkcie A.

Rozwigzanie

Styczna do wykresu funkcji o wzorze y=1f(x) w punkcie A =(xo,f (X)) ma réwnanie postaci
y=ax+Db, gdzie wspdlczynnik kierunkowy a jest réwny a=f'(xo). W naszym przypadku

1
f(x) :—§x3 +2x? 41 oraz xo =3.
Mamy zatem f’ (x) = —x?+4x, skad dostajemy a =—3%+4-3=3. Punkt A ma wspélrzedne

(3, f(3)), czyli A=(3, 10). Prosta o réwnaniu y =3x+bma przechodzi¢ przez punkt A, wiec
10=3-3+Db. Zatem b =1 i ostatecznie réwnanie stycznej ma posta¢ y=3x+1.

Zadanie 11. (monotonicznos¢)

Funkcja f dana jest wzorem f (x) =x>+mx?+4x+1. Wyznacz wszystkie wartosci parametru
m, dla ktérych funkcja f jest rosnaca dla wszystkich liczb rzeczywistych.
Rozwigzanie

Obliczamy pochodna funkciji f: f’ (x) =3x?+2mx+4. Na to, by funkcja f byta rosnaca w calej
dziedzinie, wystarczy w tym przypadku, by pochodna funkcji f, bedaca funkcjg kwadratowa,
przyjmowata wartoéci nieujemne kazdej liczby rzeczywistej x. Obliczamy wyréznik tréjmia-
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nu 3x? 4+ 2mx +4:
A=(2m)*—4.3-4=4m?—48

1 wyznaczamy te wartosci parametru m, dla ktérych ten wyréznik jest niedodatni. Otrzy-

mujemy m e <—2\@, 2\@>

Zatem dla m € <—2\@, 2\@> funkcja f jest rosngca w calej swojej dziedzinie.

Zadanie 12. (optymalizacja)

Rozpatrujemy wszystkie prostopadlosciany, w ktérych przekatna ma dlugo$¢ d, natomiast
podstawa jest prostokatem o bokach 3x, 4x dla pewnego x. Dla jakiej wartosci x taki pro-
stopadloscian ma najwicksze pole powierzchni bocznej?

Rozwigzanie

Oznaczmy przez h wysoko$¢ prostopadioscianu. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa wy-
znaczamy dlugos¢ c przekatnej podstawy:

c= (3x)2 + (4x)2 =5x%

oraz zapisujemy zalezno$¢ przekatnej prostopadloscianu od przekatnej podstawy i wysokosci
prostopadtosécianu:
d? =h?+ (5x)* =h? +25x2. (8.1)

Pole P powierzchni bocznej tego prostopadloscianu jest rowne P = 14xh.
Z réwnodci (8.1) wyznaczamy zalezno$é h od x: h=1/d? —25x2 i okre$lamy funkcje P(x)

opisujacg pole powierzchni bocznej prostopadtoscianu w zaleznosci od x:

d
P(x)=14xv/d%—25x% dla x € (0, 5).
, . . . . d
Wzér tej funkcji zapiszemy w postaci P(x) =14v/d?x% —25x* dla x € (0, 5).

d
Rozwazmy funkcje pomocnicza okreslong wzorem f(x) = d*x? —25x* dla x € (O, 5).

Z faktu, ze funkcja g(t) = V/t jest rosnaca w (0; +00) wynika, ze funkcje P oraz f s rosnace
(malejace) w tych samych przedziatach oraz maja ekstrema lokalne (tego samego rodzaju)
dla tych samych argumentdéw.

d
Wyznaczymy warto$¢ najwieksza funkcji f w przedziale (O, 5).
Obliczamy pochodng funkcji f:

f/(x) =2d*x—100x> = 2x (d* —50x?) .

2
W przedziale (0, g) pochodna ma jedno miejsce zerowe x = %,
dv2
f’(X) >0dlaxe (0, ;{) )
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, av2 d
f(x)<0d1axe< 005 )

dv2 . . .. . s
Wynika stad, ze dla x= 17\0[ funkcja f ma maksimum lokalne i jest to jednoczesnie

dv'2
wartos¢ najwieksza, bo w przedziale | 0, ]\OF> funkcja f jest rosnaca, a w przedziale

2
<d]\0[, O> funkcja f jest malejaca.
Odpowiedz
Dtugosci krawedzi podstawy prostopadtoscianu, ktéry ma najwieksze pole powierzchni bocz-
3dv2 2dv2

nej, to: 0 ' 5

Uwaga

1
Zdajacy z réwnosci (8.1) moze wyznaczy¢ zalezno$é x od h: x = EV d2—h2, otrzymujac

funkcje P(h) opisujaca pole powierzchni bocznej prostopadtoscianu w zaleznosci od h:
14
P(h)= fh\/ d2—h? dla he(0,d).
dv2

Funkcja ta przyjmuje najwickszg warto$¢ dla h= -5
Metoda rozwigzania w tym przypadku jest analogiczna.

Przedstawiamy schemat oceniania tego zadania.

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sklada si¢ z trzech etapdw.

1. Pierwszy etap sktada si¢ z trzech czesci:
a) zastosowanie twierdzenia Pitagorasa i zapisanie, ze

A2 =h2+25x2 oraz c?=(3x)"+(4x)? =25%2,

b) zapisanie pola P powierzchni bocznej prostopadlo$cianu jako funkcji jednej zmiennej
P(x) =14x+\/d? —25x2,
d
c) zapisanie, ze dziedzing funkcji P(x) = 14X\/m jest przedzial <O, 5>.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z czesci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czes¢ etapu zostala zrealizowana bezblednie.

2. Drugi etap sklada si¢ z trzech czesci:
a) zapisanie wzoru pochodnej funkcji, np.: f/(x) =2d*x—100x> =2x (dZ—SOXZ),

d
b) zapisanie, ze w przedziale (O, 5) pochodna funkcji f' ma jedno miejsce zerowe

dv2

107



dv2
) zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze dla x= 1\—0[ funkcja P osigga najwiekszg wartosc.

. . . . . dv2 . . .
Oczekujemy, ze zdajacy po zapisaniu, ze w punkcie x = 1\—({ funkcja P osigga maksi-

mum lokalne, uzasadni, ze maksimum lokalne jest jednoczesnie najwieksza wartoscia

dv2
tej funkcji. Wystarczy, jezeli zdajacy zapisze, ze w przedziale <O, 1\Of> funkcja P

. . dv2 . .
jest rosnaca, za§ w przedziale ;{,0) jest malejaca.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z czesci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czes¢ etapu zostala zrealizowana bezblednie.

3. Trzeci etap.
1 punkt zdajacy otrzyma za zapisanie diugosci krawedzi podstawy prostopadlos$cianu

3dv2 2dv2

o najwiekszym polu powierzchni bocznej: 0 5
Uwaga

Punkty za realizacje danego etapu przyznajemy tylko woéwczas, gdy zdajacy rozwigzal po-
prawnie poprzedni etap zadania.

Zadanie 13. (liczba pierwiastkéw réwnania)

Funkcja f okre§lona jest wzorem f(x) = (x—2) (x—|—6)2. Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania
f(x)=12.

Rozwigzanie

Obliczamy pochodna funkcji f:

f/ (X):1~(X+6)Z+(X*2) (2x+12)=(x+6) (x +6+2x—4)=(x+6) (3x+2)=3 (x+6) <x+§> .

Wyznaczamy ekstrema lokalne funkcji f. Miejscami zerowymi pochodnej sa liczby —6 1 —3
Rozwiazujemy nieréwnoéci f' (x) >0 oraz f’ (x) <0 i otrzymujemy:

2 2
f'(x) >0, gdy x € (—o0, —6)U <3,+oo> oraz f'(x) <0, gdy x € <6, 3> .

Dla x =—6 spelniony jest warunek wystarczajacy istnienia ekstremum i jest to maksimum

lokalne, ktoére jest réwne f (—6)=0. Dla X:_§ réwniez spelniony jest warunek wystarczajacy

istnienia ekstremum i jest to minimum lokalne, ktére jest réwne f (—;) 2—2- <]36) 2—723;‘?

Funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla x>2 i jest w tym przedziale rosnaca. Wynika
stad, ze réwnanie f(x) =12 ma doktadnie jedno rozwigzanie.
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Dodatek A

Zestaw zadan |

Halina Kalek

Edyta Marczewska
Elzbieta Sepko-Guzicka
Leszek Sochanski

Zadanie 1.

Oblicz granice ciagu: Lim (or’ 454
gramice ciagn: M \8n+a "ents5)’

Rozwigzanie

Ta granica jest réwna

. (3n+7  3n—4 (344 3—2\ 3 1 7
1 =1 n n =—4-=—-=0,875.
nl—l};o(Sn—f—4+6n+5> S <g+§+6+g 8727870
Zadanie 2.
. . . 2x+7 s s :
Dana jest funkcja f okreslona wzorem: f(x)= 213 dla kazdej liczby rzeczywistej x. Oblicz

1
wartos$¢ pochodnej tej funkcji w punkcie x = —5

Rozwigzanie

Mamy:
(x) = (2X+7)/ (x2+3)—(2X—|—7J (x2+3)’ _ Z(X2+3)—2X(2X+7) _
(X2+3)2 (X2—|—3)2
_ o2 14x46
(x2+3)>
1\ —2-3+7+6 200
O e S I B et
Zatem f ( 2) (E)Z e
1
Zadanie 3.

Dany jest okrag o srodku w punkcie S=(60,40) i promieniu 97. Prosta o réwnaniu 3x+4y+20=0
przecina ten okrag w dwéch punktach A i B. Oblicz dtugo$¢ odcinka AB.
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Rozwigzanie

Niech C bedzie srodkiem odcinka AB. Z zalozenia S jest Srodkiem danego okregu. Wéwczas
tréjkat ACS jest prostokatny, z katem prostym przy wierzchotku C. Zatem z twierdzenia
Pitagorasa mamy AC? =AS? —CS?. Z zalozenia wiemy, ze promien AS =97 oraz odlegtos¢
prostej k od $rodka okregu

_ 13-60+4-40+20]

72.
N

CS

Zatem
AC?=97?—-722=(97—72)-(97+72) =25-169 =5%-13% =65°.

Stad wynika, ze AC =65, a wiec AB=130.

Zadanie 4.

Ramie AD trapezu ABCD (w ktérym AB | CD) przedtuzono do punktu E takiego, ze
AE=2-AD. Punkt M lezy na podstawie AB oraz AM =2-MB. Odcinek ME przecina
przekatng BD w punkcie P. Udowodnij, ze BP=PD.

E

| sposéb rozwigzania
Niech N bedzie punktem przeciecia odcinka EM z prosta DC.

Poniewaz AB || CD, wiec odcinek DN jest réwnolegly do AM, a poniewaz D jest Srodkiem
odcinka AE, wiec N jest §rodkiem odcinka ME. Oznacza to, ze odcinek DN tlaczy Srodki
bokéw AE i ME tréjkata AME. Stad wnioskujemy, ze

1
DN = EAM'

Stad z kolei i z zalozenia AM =2-MB wynika, ze
DN =MB.

Réwnos¢ i rownolegtosé odcinkéw DN i MB oznacza, ze tréjkaty PDN 1 PBM sa przystajace.
Stad wynika wiec, ze
BP=PD.

To wtasnie nalezalo udowodnié.
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Il sposéb rozwigzania

Niech N bedzie punktem przecigcia odcinka EM z prosta DC. Poniewaz AB || CD , wiec
odcinek DN jest réwnolegty do AM. Wnioskujemy stad, ze

YEDN=¥EAM oraz YEND=YXEMA.

To oznacza, ze tréjkaty DNE i AME sg podobne (cecha kgt-kgt podobienstwa tréjkatéw).
Stad wynika proporcja

DE _ AE
DN AM’
ale AE=2-AD, czyli AE=2-DE, wiec
DE _2-DE
DN AM’

Stad wnioskujemy, ze AM =2-DN. Réwno$¢ ta, wraz z réwnoscia AM =2-MB, prowadzi
do wniosku, ze
DN = MB.

To z kolei, wraz z réwnos$ciami katéw {PMB=¢PND i ¥xPBM =%PDN, prowadzi do wniosku,
ze tréjkaty MBP i NDP sa przystajace.

Stad wnioskujemy, ze boki BP i DP tych tréjkatéw maja te sama dlugosé, co konczy dowdd.

Zadanie 5.

Wyznacz zbidr wartosci funkcji f okreslonej wzorem f(x) = A

x2+7

dla kazdej liczby rzeczy-

wistej x.

| sposéb rozwigzania

Zauwazamy, ze aby wyznaczy¢ zbidér wartosdci funkcji f (x) = wystarczy sprawdzié, dla

X+
x2+7

jakich warto$ci parametru m réwnanie =m ma rozwigzanie.

x2+7

Przeksztalcamy to réwnanie i zapisujemy w postaci réwnowaznej mx? —x+7m—23=0.

Dla m =0 réwnanie mx?—x+7m—3 =0 ma postaé —x —3 =0 i ma rozwiazanie x =—3.

Zatem 0 nalezy do zbioru wartosci funkcji f.

Dla m #0 jest to réwnanie kwadratowe o wyrézniku A =1—4m (7m—3). Wystarczy zatem

sprawdzié, dla jakich m#£0 wyréznik jest nieujemny. Mamy wiec nieréwnoéé 28m?—12m—1<0
11

(gdzie m #0), ktdrej zbiorem rozwiazan jest przedziat <—14, 2> z wylaczeniem liczby 0.

5 x+3

—x+7m—3=0 ma rozwigzanie, wigc réwnanie =m
x?+7

Poniewaz dla m =0 réwnanie mx

11
i ie dl —— = ).
ma rozw1qzanledam€< 14,2>

3 11
Ostatecznie stwierdzamy, ze zbiorem wartosci funkcji f (x) = XZL jest przedziat <]4, 2 >
X

+7
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Il sposéb rozwigzania
x+3
x2+7

Znajdujemy najmniejszg i najwiekszg warto$¢ funkcji f(x) = w zbiorze liczb rzeczy-

wistych.

T(x2+7)=2x(x+3) —x2—6x+7
Wyznaczamy pochodna tej funkcji f' (x) = (X ) x(x ): X~ —bx+ '

(x2+7) (x2+7)?
Nastepnie znajdujemy miejsca zerowe tej pochodnej:
—x? —6x+7
— =0,
(x2+7)
co jest réwnowazne réwnaniu —x? —6x+7 =0, stad x; =—7, x, =1.

Teraz zauwazamy, ze:

a) jesli x<—7, to f' (x) <0,
b) jesli -7 <x <1, to f'(x) >0,
c) jeslix>1, to ' (x) <O0.

Zatem funkcja f jest malejaca w przedziale (—oo , —7), rosnaca w przedziale (—7,1) i malejaca
w przedziale (1, 4o00).
1

1
Nastepnie obliczamy f(—7) = T f(1)= 7
Ponadto

e jesli x<—7, to f(x) <O,
e jeslix>1, to f(x)>0.

Stad wynika, ze:

1
e jeslix<—7, to T <f(x) <0,

1
© jeslix>1, 10 0<f(x) < 5.

1 1
Zatem 1 jest najmniejsza wartoscig funkcji f, a 5 jest najwieksza wartoscig tej funkcji.

11
Z ciggtosci funkcji f wynika, ze zbiorem jej wartosci jest przedzial <14, 2>.
Zadanie 6.

Oblicz, ile jest nieparzystych liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepuje
co najmniej jedna siédemkKka.

| spos6b rozwigzania (dopetnienie)

Obliczamy, ile jest nieparzystych liczb naturalnych czterocyfrowych. Pierwszg cyfre (tysiecy)
mozemy wybraé na 9 sposobéw, nastepne dwie cyfry na 10 sposobdw i ostatnig (jednosci)
na 5 sposobéw. Mamy zatem 9-10?-5=4500 liczb czterocyfrowych nieparzystych.

Obliczamy, ile jest nieparzystych liczb naturalnych czterocyfrowych, w zapisie ktérych nie
wystepuje cyfra 7. Pierwsza cyfre mozemy wéwczas wybraé na 8 sposobdéw, kazda z nastep-
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nych dwéch na 9 sposobéw i cyfre jednoéci na 4 sposoby. Mamy zatem 8-92 -4 =2592 takich
liczb czterocyfrowych nieparzystych.

Stad wnioskujemy, ze liczb nieparzystych czterocyfrowych, w ktorych zapisie dziesietnym
co najmniej jedna cyfra jest siédemka, jest 4500—2592=1908 (liczby te naleza do zbioru liczb
czterocyfrowych nieparzystych i nie naleza do zbioru nieparzystych liczb czterocyfrowych,
w zapisie ktérych nie wystepuje cyfra 7).

Uwaga

Mozemy takze zauwazy¢, ze jest 9000 liczb czterocyfrowych, a poniewaz co druga jest nie-
parzysta, to istnieje 4500 liczb czterocyfrowych nieparzystych.

Il spos6b rozwigzania (liczba siédemek)

Rozwazamy cztery parami rozlaczne zbiory nieparzystych liczb czterocyfrowych:

Zbidr liczb, w ktérych zapisie dziesietnym cyfra 7 wystepuje dokladnie jeden raz.
Zbidr liczb, w ktérych zapisie dziesietnym cyfra 7 wystepuje dokladnie dwa razy.
Zbidr liczb, w ktérych zapisie dziesietnym cyfra 7 wystepuje dokladnie trzy razy.
Zbidr liczb, w ktérych zapisie dziesietnym cyfra 7 wystepuje cztery razy.

= w D=

Najpierw obliczamy, ile jest nieparzystych liczb czterocyfrowych, w zapisie ktorych cy-
fra 7 wystepuje doktadnie jeden raz.

1. Jesli pierwsza cyfra (tysiecy) jest siddemka, to dwie nastepne cyfry mozemy wybraé na
9 sposobéw, a cyfre jednosci na 4 sposoby. Mamy zatem 97 -4 = 324 takich liczb.

2. Jedli siédemka jest cyfrg setek, to cyfre tysiecy mozemy wybraé na 8 sposobdéw, cyfre
dziesiatek na 9 sposobéw i cyfre jednosci na 4 sposoby. Takich liczb jest 8-9-4 =288.

3. Analogicznie wykazujemy, ze jest 288 liczb, w zapisie ktérych cyfra dziesigtek jest sié-
demka.

4. Jesli siddemka jest cyfra jednosci, to cyfre tysiecy mozemy wybrac na 8 sposobéw, a kazdg
z dwéch nastepnych cyfr na 9 sposobéw. Takich liczb jest zatem 8-9% =648.

Mamy wiec 324+288+288+-648=1548 nieparzystych liczb czterocyfrowych, w zapisie ktérych
cyfra 7 wystepuje jeden raz.

Nastepnie obliczamy, ile jest nieparzystych liczb czterocyfrowych, w zapisie ktérych cyfra
7 wystepuje doktadnie dwa razy.

1. Jesli dwie pierwsze cyfry to siddemki, to nastepng cyfre mozemy wybrac na 9 sposobdw,
a cyfre jednosci na 4 sposoby. Mamy zatem 9-4 =36 takich liczb.

2. Analogicznie wykazujemy, ze jest 36 liczb, w zapisie ktorych pierwsza i trzecig cyfra jest
siédemka.

3. Jesli pierwszg i ostatnig cyfra jest siddemka, to kazda z cyfr: setek i dziesigtek mozemy
wybraé na 9 sposobéw. Mamy zatem 9% =81 takich liczb.

4. Jedli druga i trzecia cyfrg jest siddemka, to cyfre tysiecy mozemy wybraé na 8 sposobdéw
i cyfre jednos$ci na 4 sposoby. Takich liczb jest §-4 =32.

5. Jesli druga i czwartg cyfra jest siédemka, to cyfre tysiecy mozemy wybrac na 8 sposobéw,
a cyfre dziesigtek na 9 sposobdéw. Mamy zatem 8.9 =72 takie liczby.
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6. Jesli trzeciag i czwartg cyfra jest siddemka, to cyfre tysiecy mozemy wybraé na 8 sposobéw
i cyfre setek na 9 sposobdw. Takich liczb jest 8-9=72.

Mamy wiec 36 +36+81+32+72+72 =329 nieparzystych liczb czterocyfrowych, w ktérych
zapisie dziesietnym cyfra 7 wystepuje dwa razy.

Obliczamy, ile jest nieparzystych liczb czterocyfrowych, w zapisie ktérych cyfra 7 wystepuje
doktadnie trzy razy.

1. Jesli cyfra jednoéci nie jest cyfra 7, to mamy 4 takie liczby (cyfre jednosci mozemy
wybraé na 4 sposoby spoéréd cyfr nieparzystych 1,3,5,9).

2. Jedli cyfrag dziesiatek nie jest cyfra 7, to mamy 9 takich liczb (cyfre dziesiatek mozemy
wybraé na 9 sposobéw sposrdd cyfr 0,1,2,3,4,5,6,8,9).

3. Analogicznie wykazujemy, ze jest 9 liczb, w zapisie ktérych cyfra setek nie jest siédemka.

4. Jesli cyfra 7 nie jest cyfra tysiecy, to mamy 8 takich liczb (cyfre tysiecy mozemy wybraé
na 8 sposobéw sposréd cyfr 1,2,3,4,5,6,8,9).

Mamy wiec 449+ 9+ 8 =30 nieparzystych liczb, w zapisie ktérych cyfra 7 wystepuje trzy
razy.
Ponadto jest jedna liczba czterocyfrowa nieparzysta, w zapisie ktorej wystepuja 4 siddembki.

Z reguty dodawania mamy: 1548+329+30+1=1908 nieparzystych liczby czterocyfrowych,
w ktérych zapisie dziesietnym co najmniej jedna cyfra to 7.

Zadanie 7.

Dany jest nieskorficzony ciag geometryczny (a,,) okre§lony wzorem

2 dlan=123,...
(v3)

Oblicz sume wszystkich wyrazéw tego ciggu.

an =

Rozwigzanie

2 1
Pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu sg odpowiednio réwne: a1 = —, = —.
y Wy €O Cl3gu s3 oap 1 e q /3
2
1 2
Poniewaz |q|—"<1,wi¢c mamy S = @ _ \/§1 =V3+1.
V3 1-q 1-—%

Zadanie 8.

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f (x) =x>—3x+1 i lezacy na wykresie tej funkcji punkt
A o wspolrzednej x réwnej 2. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
A.

Rozwiazanie

Styczna do wykresu funkcji o wzorze y=1f(x) w punkcie A =(xo,f(x¢)) ma réwnanie postaci
y=ax+Db, gdzie wspétczynnik kierunkowy a jest réwny a=f'(xo). W naszym przypadku
f(x) =x>—3x+1 oraz xo =2.
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Mamy zatem f’(x) =3x?—3, skad dostajemy a=3-2>—3=9. Punkt A ma wspélrzedne
(2, £(2)), czyli A=(2, 3). Prosta o réwnaniu y=9x+b ma przechodzi¢ przez punkt A, wiec
3=9-2+Db. Zatem b=—15 i ostatecznie réwnanie stycznej ma posta¢ y=9x—15.

Zadanie 9.

., .. . Tt
Rozwiaz réwnanie sin4x —cos5x =0 w przedziale <O, §>

| sposéb rozwigzania

Réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci réwnowaznej
sin (4x) =cos (5x).

Poniewaz cos (5x) =sin (E —5x), wiec réwnanie mozemy zapisaC w postaci

sin (4x) =sin (g —5x> .

Stad wynika, ze
4x = %[ —5x+2km lub 4x =m1— (g —5X) +2kmt, gdzie k jest liczba catkowita.

2
Zatem x = % +k- 77-[ lub x = —g —2km, gdzie k jest liczba catkowita.

Wybierajac te rozwigzania, ktére naleza do przedziatu <0, §> dostajemy:

Il sposéb rozwigzania
. . . Tt . . . . . .
Poniewaz cos (5x) =sin 5 —5x |, wiec réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci

sin (4x) —sin (g —SX) =0.

Ze wzoru na réznice sinuséw otrzymujemy

4x+F—5x . 4x—(5—5x)

2cos 2 sin 5 =0.
Stad cos (7 —5) =0 lub LAV
ad cos ) ub sin x 7)=°
Zatem T_X_ E+k7't lub — — =km, gdzie k jest liczbg catkowita, czyli *7*2k7‘[ lub
4272 zX 4 —m e . 2 & CAYEX=77

27
X = ﬁ +k- o gdzie k jest liczbg catkowita.

Wybierajac te rozwiazania, ktére nalezg do przedziatu <0, §> dostajemy:
. — 57 — ’s
18’ 18’ 2
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Zadanie 10.

Wykaz, ze jezeli zdarzenia losowe A,B C Q sg takie, ze P(A)=0,6 oraz P(B)=0,8, to
P(A[B) > 0,5. (P(A|B) oznacza prawdopodobiefistwo warunkowe zaj$cia zdarzenia A pod
warunkiem zajécia zdarzenia B).

Rozwigzanie
P(ANB)
P(B)

wiec wystarczy wykazaé, ze P(ANB) > 0,4.
Poniewaz P(AUB)<1oraz P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB), wiec P(ANB)>0,6+0,8—1=0,4,
co nalezalo udowodnic.

P(ANB)

P(AIB) = 53

. Nieréwnos¢ P (A|B) > 0,5 jest réwnowazna nieréwnosci > 0,5,

Zadanie 11.

1—
Niech m=log,; 7. Wykaz, ze log,27 = M

| sposéb rozwigzania
U
log,; 7 m’

Zauwazmy, ze log, 21 =

Zapisujemy kolejno

21 1
log, 27 =log, 3% = 3log, 3 =3log, <7> =3(log;21—1log,7)=3 (m—1) =3 —.
To konczy dowdd.

Il sposéb rozwigzania
Zauwazamy kolejno, ze

3(1—m) 1 21
— =3 (m—l) =3(log;21—1)=3(log,21—log,7) =3log, - =1log, 33 =log, 27,

co konczy dowdd.

Zadanie 12.

W mieisza liczb tural Iniai L . e L
yznacz najmniejsza liczbe naturalng n speiniajaca nieréwnosé Ine1 31530

2n—10 2‘ 1

Rozwigzanie

2n—10 2‘ 1

—31<30o°

Il 3 Stad kolejno otrzymujemy:

Rozwigzujemy nieréwnosé

3(2n—=10)=2(3n+1)| 1
3(3n+1) 30°

<3O.

32 | 1
3(3n+1)
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Wartos¢ bezwzgledna ilorazu jest réwna ilorazowi wartosci bezwzglednych, wiec

|[—32] 1

33nt+1) 30

Stad
32 1

3Bn+1) 30
gdyz 3(3n+1) >0 dla kazdej liczby naturalnej n. Stad

3n+1>320,

1
n>106-.
3
Zatem najmniejsza liczbg naturalng spelniajaca podang nierdwnosé jest

n=107.

Zadanie 13.

Okregi o réwnaniach x*+y? =625 i (7(—36)2 +(y— 15)2 =1600 maja dwa punkty przeciecia:
A 1 B. Oblicz dlugos¢ odcinka AB.

| sposéb rozwigzania

36
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Oznaczmy:

e Srodek pierwszego okregu symbolem O,
e Srodek drugiego okregu symbolem P,
e punkty przeciecia okregéw symbolami A i B.

Niech C bedzie punktem przeciecia odcinkéw AB i OP, |AC|=h, |OC|=x.
ZauvvaZmy, ze |AB|=2h oraz |OP|=39. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

=252 —x? oraz h? =402 — (39—x)2. Rozwiazujemy réwnanie 25% —x? =40% — (39—x)2,
otrzymujqc x=7. Zatem h? =25%—7% =576, stad h =24, czyli |]AB|=2h=48.

Il spos6b rozwigzania (ze wzoru Herona)
Oznaczamy wszystko tak jak w sposobie I. Boki tréjkata oznaczamy tak jak na rysunku.

Obliczamy pole tréjkata OPA ze wzoru Herona. Wzdér ten znajduje sie¢ w ,Wybranych
wzorach matematycznych” wydanych przez CKE.

Niech p oznacza potowe obwodu tréjkata OPA. Wtedy

p=52, p—a=13, p—-b=27, p—c=12 i h%+%a2:b2.

Z drugiej strony Popa = i -39 -h. Zatem h =24, czyli |AB|=2h=48.

Uwaga

Pole tréjkata OPA mozna obliczy¢ réwniez z twierdzenia cosinuséw:
625+1600—1521 704 44

252 4402 —2.25-40cos o« = 392, stad cosx =

2000 © 2000 125
2
44 117 1 117
Zatem sino=+4/1— (]25> 175 . Obliczamy pole tréjkata OPA: POPA_E -25-40- 125 =468.

Il sposéb rozwigzania (punkty przeciecia okregu)
Rozwigzujemy uktad réwnan, aby znalezé punkty przeciecia dwdch okregéw:

X2 +y? =625
(x—36)*+ (y—15)* = 1600

x*+y? =625
x? —72x+y? 30y =79
Odejmujac stronami drugie réwnanie od pierwszego otrzymujemy réwnanie:
91-12
12x+5y=91. Stad y= Tx wstawiamy do pierwszego réwnania i rozwigzujemy réwnanie

2
kwadratowe: x>+ (9]_512)( — 3) =625.

Po uporzadkowaniu otrzymujemy réwnanie kwadratowe: 169x% —2184x — 7344 =0, ktérego
36 204

1302793
2SR L
Y = ]3) Y2 = 13

wyroéznik jest réwny A =3120 oraz x; =— . Obliczamy druga wspolrzedna:
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. 36 323 204 253
Mamy zatem 2 punkty przeciecia: A = (—]3, ]3) oraz B= <13)’_13)'

Obliczamy odlegto$¢ miedzy nimi:

, (204 36\? 253 323\% [240\? [/576\% 242.102 242.242
|AB|" = — + + = + = + =

13 713 1313 13 13 132 132
242 5 5 242.262 2 42 5
:@'(m +24%) = gy = 24727 =487,
Zatem |AB|=48.
Zadanie 14.

Dany jest wykres funkcji kwadratowej f(x) =x? oraz punkt A =(3,0). Znajd# punkt na
wykresie funkcji f lezacy najblizej punktu A.

Rozwigzanie
Dowolny punkt lezacy na wykresie funkcji f ma wspdlrzedne: (x,xz). Obliczamy odlegtos¢

takiego punktu od punktu A: d= \/(x—3)2 + (x2 —0)2.

Wezmy funkcje
g(x)=(x—3)"+ (xz—())2 =x"+x* —6x+9,
gdzie x jest liczba rzeczywista.

Obliczamy pochodng tej funkcji i rozktadamy na czynniki:

g (x) =47 +2x—6=2(2x> +x—3) =2(x—1) (2x* +2x +3)..

Obliczamy wyréznik tréjmianu kwadratowego 2x% +2x + 3:

A=4—4.2.3<0, zatem 2x? +2x+3 >0, wiec jedynym miejscem zerowym funkcji g’ (x) jest
x=1.

Zauwazamy rowniez, ze:

e g'(x)<0dlax<T,
e g'(x)>0dlax>T,

A wiec funkcja g ma minimum dla x=1.

Zatem punktem na wykresie funkcji f lezgcym najblizej punktu A jest punkt (1,1).

Zadanie 15.

Wykaz, ze funkcja f(x) =x>—12x w przedziale (3,5) jest rosnaca.

Rozwigzanie

Wyznaczamy pochodng funkcji f: f/(x) =3x% —12. Pochodna funkcji przyjmuje wartosci
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dodatnie dla x € (—oo, —2)U(2,+ 00), w szczegdlnosci w przedziale (3,5). Zatem funkcja f
jest rosngca w przedziale (3,5).

Zadanie 16.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy jest rowna 10 cm, a kat nachy-
lenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy jest rowny 60 stopni. Ostrostup ten przecieto
plaszczyzng przechodzacy przez krawedz podstawy i nachylona do plaszczyzny podstawy
pod katem 30 stopni. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

A B

Przekrojem, ktérego pole nalezy obliczy¢, jest trapez réwnoramienny BCLK.

Rozwazmy przekrdj ostrostupa plaszczyzng przechodzaca przez wierzcholtek S i Srodki E,F
krawedzi AD i BC. Poniewaz <FES =60°, wiec tréjkat réwnoramienny FES jest tréjkatem
réwnobocznym o boku 10, stad wysokosé PF przekroju BCLK (jako wysoko§¢ tréjkata FES)
jest réwna 5v/3. Punkt P jest spodkiem wysokosci tréjkata réwnobocznego FES, czyli jest
srodkiem odcinka ES. Odcinek KL jest réwnolegty do AD, stad K jest srodkiem odcinka AS.

Z twierdzenia o odcinku laczacym $rodki bokdw tréjkata otrzymujemy: KL =5. Pole prze-

kroju jest zatem réwne P = % (10+5)-5v3= %\@

Zadanie 17.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym A =(0,0), B=(6,0), C=(6p,6q), gdzie p,q >0 oraz p;é%
Punkt H jest punktem przeciecia wysokosci (ortocentrum) tego tréjkata.

Punkt O jest §rodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie.

Punkt S jest srodkiem ciezkosci tego tréjkata.

Wyznacz réwnanie prostej OH i wykaz, ze punkt S lezy na tej proste;j.
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Y

C

D
E
H
g
0

A FI G B @

Rozwigzanie
Oznaczmy, tak jak na rysunku:

e E—srodek odcinka AC,

e F—gdrodek odcinka AB,

e BD i CG — wysokosci tréjkata ABC.
Zauwazmy, ze: E=(3p,3q), F=(3,0), G=(6p,0).
Réwnanie prostej AC ma posta¢ y=ax. Punkt C lezy na tej prostej, wiec 6q =a-6p, zatem
a= % Stad wynika, ze prosta AC ma réwnanie: y= 5 - X.

Réwnanie prostej EO ma postac: y —_P -x+c dla pewnego c. Punkt E lezy na tej prostej,

2 3 2 2
wiec 3q:_%-3p+c. Stad C:3q+3Z:(p+q)'

q
3 2 2
Prosta EO ma zatem réwnanie: y :—E x4+ (p;—q)
3 2_|_ 2
Prosta FO ma réwnanie: x=3. Stad punkt O ma wspélrzedne: O = ( ,—%p + (P q d ) )
3 2 + 2
cayti 0= (3,207 Ha°=P) )
q
Réwnanie prostej BD ma postac¢ y :—% -x+d dla pewnego d. Punkt B lezy na prostej BD,
6 6
wiec 0 :—E -6+d, stad d= ?p Prosta BD ma zatem réwnanie: y= —% X+ ?P

Prosta CG ma réwnanie x = 6p. Zatem punkt H ma wspdlrzedne: H= <6p,
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0+6+6p 0+0+6q
3 ’ 3
Wyznaczamy réownanie prostej OH.

Wreszcie S = ( >, czyli S=(2p+2,2q).

Réwnanie to jest postaci: y=ax+b.

3 2 2 6 _ 2
0= (3,(p+qp)> oraz H= <6p, (Pqp) spelniajg to réwnanie, zatem:

q
3 2 2 6 _ 2
W‘“’”b oraz 2P _ oot
Rozwigzaniem tego uktadu réwnan jest:
_3p—3p*—¢q*
q@2p—1) °
6p (p2+q2—1)
b=———~.
q(2p—1)

Zatem prosta OH ma réwnanie:

_3p=3p?-q®  6p(p’ta’-1)
q(2p—1) q(2p—1)

Sprawdzamy, ze wspolrzedne punktu S spelniajg to réwnanie, tzn. ze zachodzi réwnosé:

PP s Sl WY 6p (p2+q°—1)
q(2p-1) q2p-1)

Po wykonaniu dziatan i uporzadkowaniu wyrazen otrzymujemy réwnos¢ prawdziwa, co kon-
czy dowdd, ze wspolrzedne punktu S spelniajg réwnanie prostej OH.

2p+2)+

Uwaga

Mozna pokazaé, ze OH=3- &, skad wynika, ze punkt S lezy na prostej OH.
—

Obliczamy wspélrzedne wektordw O? oraz OH:

3 2 2 o 2 2
(ﬁ: 2p+23,2q<p+qqp)] - [th‘jwzq}

oraz

OH=

q q

) 2, .2 0n2 2.2
6p_3,5P—P2) 3(pP+q P)}_[@&‘?p 91; 3q }_3.@

Zatem punkt S lezy na prostej OH.

Uwaga

W zadaniu 17 jest sformutowane nastepujace twierdzenie pochodzace od Eulera: w dowolnym
tréjkacie ortocentrum, srodek ciezkosci i §rodek okregu opisanego sa wspétliniowe.

Prosta, na ktorej leza te trzy punkty nazywamy prosta Eulera.
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Twierdzenie Eulera ma wiele dowoddw bezposrednich. Szczegdlnie pickny, choé trikowy, jest
dowdd nastepujacy.

Dowad

Oznaczmy przez O Srodek okregu opisanego, przez S Srodek ciezkosci, za§ przez H punkt
przeciecia wysokosci danego tréjkata.

Poprowadzmy z punktu O przez punkt S odcinek OP tak, by OP =3-0S.

C

CS PS
Niech F bedzie §rodkiem boku AB, a E érodkiem boku AC. Wéwczas 53 =2= 30" zatem

z twierdzenia Talesa wynika, ze CP || OF. Poniewaz OF L AB, mamy takze CP L AB. Zatem
punkt P lezy na wysokosci tréjkata opuszczonej na prosta AB. Poniewaz punkt P zostat
okreslony niezaleznie od wyboru boku, P lezy na wszystkich wysokosciach tego tréjkata
i P=H. Ponadto z konstrukcji mamy OS =2-SH.

W powyzszym dowodzie warto zwrdci¢ uwage na to, ze nie dowodzimy bezposrednio wspol-
liniowo$ci rozwazanych trzech punktéw, ale ,przedefiniowujemy” jeden z tych punktéw.
Definiujemy mianowicie nowy punkt P w taki sposéb, by zagwarantowaé wspotliniowosc,
a nastepnie dowodzimy, ze ten nowy punkt P jest punktem przeciecia wysokodci (orto-
centrum) tréjkata ABC. Jest to piekny pomyst, ale trudno oczekiwaé od ucznia, ze tatwo
przyjdzie mu on do glowy.

Dla kontrastu, dowdd twierdzenia Eulera przedstawiony w rozwigzaniu zadania 17 jest ruty-
nowy i wladciwie nie wymaga zadnego powazniejszego pomystu. Ceng za te rutynowosé jest
oczywiscie dtugo$¢ dowodu, wymagajacego diugich obliczen. Warto w tym miejscu zwrdcié
uwage na to, ze elegancja i piekno w matematyce nie wykluczajg metod rutynowych, dtugich,
ale skutecznych.

Zadanie 18.

1
ABC jest réwne P= 1 (d2 +dv/d? —|—2a2). Dany jest tréjkat prostokatny ABC z katem pro-
stym przy wierzchotku A. Przeciwprostokgtna BC ma dlugo$é¢ a, dwusieczna AD kata pro-
1
stego ma dlugos¢ d. Udowodnij, ze pole tréjkata ABC jest réwne P= 7 (d2 +dvd? +2a2).
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A
B D c
Rozwigzanie
Oznaczmy, tak jak na rysunku: |[AB|=c, |AC|=D).
b
Pole tréjkata ABC jest réwne: P = 7C skad be = 2P.
Obliczamy inaczej pole tréjkata ABC:
dsin45° bdsin45° dv2 bdv2 dv2
p—S Sl; + Slzn = f+ 4\f=(b+c)->Tf.

Chcemy obliczyé b+c. Zauwazamy, ze (b+c)* =b2+2bc+c2.

7 twierdzenia Pitagorasa: b%+c? = a?, wi@c(b—&-c)2 =a’+2bc. Zatem (b—l—c)2 =a%+4p,
czyli
b+c=+va?+4P.
Wobec tego
dv2 dv2
P:(b+c)~>Tf:\/a2+4P-z‘—[,
czyli

P=+va?+4P. —df.

Chcemy z tego réwnania wyznaczy¢ P.

Otrzymujemy kolejno:
2

d
Pzz(a2+4P)-§,
8P2 —4d’P—a?d? =0.

_ d?+dvad?+2a?

7] (drugie

Rozwiazujemy to réwnanie kwadratowe: A =16d? (d2 +2a2), P

rozwigzanie odrzucamy, gdyz jest ujemne).

To konczy dowdd.

Zadanie 19.

Udowodnij, ze jesli a >0, to doktadnie jedna liczba rzeczywista x spelnia réwnanie

x3+ax2+a(a+1)x7(a+1)2:0.
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| sposéb rozwigzania

Zauwazamy, ze 1 jest pierwiastkiem tego réwnania, wiec réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci:
(x=1) (¥ +(a+1)x+(a+1)?) =o0.

Stad x=1 lub x2+(a+1)x+(a+1)2:0_
Réwnanie x4 (a+1)x+ (a+1)* =0 nie ma rozwigzania, gdyz A=—3(a+1)* <0.

Zatem jedyna liczba x, ktéra spelnia réwnanie x> +ax?+a(a+1)x—(a+1 )2 =0, jest x=1.

Il sposéb rozwigzania

Niech
f(x)=x>+ax+ala+1)x—(a+1)>.

Obliczamy pochodng funkcji f:
' (x)=3x*+2ax+a(a+1).
Obliczamy wyréznik tej funkcji kwadratowe;j:
A=—4a(2a+3).

Poniewaz z zalozenia a >0, wiec A < 0. Zatem dla kazdego a >0 pochodna f’(x) >0, czyli
funkcja f jest rosnaca, a wiec ma co najwyzej jedno miejsce zerowe. Poniewaz f (1) =0, wiec
f ma dokladnie jedno miejsce zerowe. To konczy dowdd.

Zadanie 20.

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny. Kat o jest katem dwusciennym miedzy dwie-
ma sasiednimi §cianami bocznymi. Kat 3 jest katem przy podstawie §ciany bocznej (tzn.
katem miedzy krawedzig podstawy i krawedzig boczng ostrostupa) — zob. rysunek. Wykaz,
ze cosx-tgZp =—1.
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Rozwigzanie

Oznaczmy, tak jak na rysunku: a — krawedz podstawy, h — wysoko$¢ §ciany bocznej popro-
wadzona z wierzchotka podstawy, ¢ — odcinek laczacy wierzchotek podstawy ze spodkiem

wysokosci h.

Na podstawie twierdzenia cosinuséw mamy:

(aﬁ)z =h?+h?—2h-h-cosx.

Stad
h?cosax=h?—a?.

Na podstawie tw. Pitagorasa mamy:

h?+c?=a’.
Zatem
h?cosox=—c?.
Stad
hZ
o cosou=—1,
czyli

cosa-tgZp=—1.

To konczy dowdd.

Zadanie 21.

Rozpatrujemy odcinki réwnolegte do osi Oy, ktérych jeden koniec lezy na wykresie funkcji
kwadratowej f okre§lonej wzorem f(x) =x?+2, a drugi koniec lezy na wykresie funkcji g

okreélonej wzorem g (x)=+/x dla x> 0.

Oblicz dlugo$¢ najkrétszego takiego odcinka.
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y=2a>4+2

Rozwigzanie

Niech A= (X, x? +2), B= (x, ﬁ) dla pewnego x > 0. Wéwczas dtugos¢ odcinka AB jest réwna
x24+2—/x.

Rozwazmy funkcje h (t) =t* —t+2. Wéwczas dlugosé odcinka AB jest réwna h (\/;c)
Wyznaczymy minimum funkcji h w przedziale (0, +00).

Obliczamy pochodng funkcji h: h' (t) =4t3—1.

Jesli0<t< %, to h'(t) <0,

74

1
jesli t> —=, to h'(t) >0.

74

1
Zatem w przedziale <0, —
Va

1
> funkcja h jest malejaca i w przedziale <\3/21’+OO) funkcja h
1
jest rosnaca. Stad wynika, ze h przyjmuje najmniejszg wartos¢ w punkcie t =

~~. Ta naj-

S

mniejsza warto$¢ jest dlugoscig szukanego najkrétszego odcinka:

N T e
Vi) ava VA T ava
3

Odp.: |AB|=2———.
p.: |AB] 473

Zadanie 22.

Dana jest funkcja f(x)=x? okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych x oraz punkt
P=(p,p?) lezacy na wykresie funkcji f. Wyznacz a i b tak, by prosta o réwnaniu y=ax+b
bytla styczna do wykresu funkcji f w punkcie P. Wykaz, ze dla kazdego x zachodzi nieréwnos¢

x? > ax+b.
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Rozwigzanie

Pochodna funkcji f jest okreslona wzorem f’ (x) =2x. Stad wynika, ze wspétczynnik kierun-
kowy stycznej w punkcie P jest rtéwny a=2p. Prosta o réwnaniu y=2px-+b przechodzi przez
punkt P, wigc p> =2p-p+b. Zatem b=—p?, czyli réwnanie stycznej ma posta¢ y=2px—p2.
Nieréwnosé¢ x* > 2px —p? jest réwnowazna nieréwnosci x> —2px +p? >0, czyli nieréwnosci
(x—p)2 >0, a wiec jest prawdziwa dla kazdego x.

Zadanie 23.

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f (x) =x> dla dowolnej liczby rzeczywistej x. Wyznacz
punkt P= (p,p?) lezacy na wykresie funkcji f najblizej punktu A = (4,0).

Rozwiazanie

Wystarczy rozpatrywaé punkty P= (p,p3) dla p >0, gdyz dla p <0 punkt o wspdirzednych
(0,0) lezy blizej punktu A niz punkt P:

v

AP>AC>AB.

Odleglos¢ AP dla p >0 jest réwna AP = (p—4)2 + (p3)2.

Mamy zatem znalezé p > 0, dla ktérego wielomian W (p) =p®+ (p —4)? =p®+p?—8p+16
przyjmuje najmniejsza wartos¢. Rozwazamy zatem pochodng wielomianu W:

W (x)=6x>+2x—8=2(x—1) (3x4+3x3+3x2+3x+4) .

Poniewaz dla x >0
3xP4+3x3 +3x% +3x+4 >0,
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wiec:
e W' (x)<0dlaxe(0,1),
e W/ (x)>0dlaxc(1,+00).
Stad wynika, ze:
e wielomian W (x) jest funkcjg malejaca w przedziale (0,1),
e wielomian W (x) jest funkcja rosnaca w przedziale (1, +00).

Zatem szukang wartoscig p, dla ktérej wartos¢ wielomianu W (p) jest najmniejsza, jest p=1.
Szukanym punktem P jest zatem P =(1,1).

Zadanie 24.

2

1 1
Prosta o réwnaniu y = kx przecina parabole o réwnaniu y = -x* — 3 w dwdch punktach

A i B. Udowodnij, ze styczne do tej paraboli w punktach A i B sg prostopadte.

Rozwiazanie

Najpierw wyznaczamy wspolrzedne punktéw A i B. W tym celu rozwigzujemy uklad réwnan

y=kx
1 1
yzixziia
1 1
EXZ*kX7§:O,
A=Xk%+1,
k—vkZ+1
=T VidHT, xa =k VA2

2.1

Stad A = (k—\/kZJr],kz—k k2+1), B— (k+\/k2+1,kz+k\/k2+1).



1 1
Wyznaczamy teraz wspéiczynniki kierunkowe stycznych. Niech f(x) = =x?— 7 Wéwczas

N

mamy réwnania stycznych y=aax+ba oraz y=agx+bg, gdzie ap =f’ (k— VAZEE 1) oraz

ap=f’ (k+\/kz+1>. Poniewaz ' (x) =x, wiec ap =k— v k?+1, ag =k+kZ+1. Stad

ap-ap = <k—\/ kZ—H) . (k+ vV kz—H) =k*— (k*+1) =—1, czyli styczne sa prostopadte.
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B.1. Szereg geometryczny

Zadanie 1.

Dany jest nieskonczony ciag geometryczny taki, ze pierwszy wyraz jest rowny T a suma

9
wszystkich wyrazéw tego ciggu jest réwna T Oblicz iloraz tego ciagu.

Rozwiazanie

Oznaczmy przez q iloraz ciggu (an). Korzystajac ze wzoru na sume wszystkich wyrazéw
3

2
nieskonczonego ciggu geometrycznego zapisujemy: S = 177 4 g czyli q= 3

2 2
Poniewaz dla q = 3 mamy 0< q <1, liczba = spelnia warunki zadania.

3

Zadanie 2.

Dany jest nieskonczony ciag geometryczny o wyrazach dodatnich taki, ze pierwszy wyraz

jest réwny 1 a trzeci wyraz az jest réwny 3 Oblicz sume wszystkich wyrazéw tego ciagu.

Rozwigzanie

. . . C e 3 1
Pierwszy wyraz i trzeci wyraz tego ciggu sg odpowiednio réwne: a; = T az=-.

3
4 2 2
Poniewaz, az = a; - q2, stad q* = % _ 7 Zatem q=—3 lubq=-.
a; 9 3 3

Uwzgledniajac warunki zadania mamy q = 3
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L . : : 2
Poniewaz wszystkie wyrazy naszego ciggu sg dodatnie oraz |q| = ‘3’ <1, zatem

Odpowiedz: Suma S wszystkich wyrazéw tego nieskoniczonego ciaggu geometrycznego o wy-

9
razach dodatnich jest réwna: S =—.

4

B.2. Granice ciagéw

Zadanie 3.

7 3
) . n’—2n’+3n . . . e .
Oblicz nlgrgo A s e Zapisz pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwiniecia dzie-

sietnego otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie

Obliczamy granice:

7_m3+3 n (1—2+3 1
lim — S gy 1( n ;6) =~ =0,l66...
nooo T+4n3 4+5nt en”  nocon’ (L + A4+ 3 46) 6
Zapisujemy cyfry: 1, 6, 6.
Zadanie 4.
Granica lim m jest rowna
oo 121514 1 6n5
1

A, —o0. B. 3 C. 0. D. +o0.
Odpowiedz: D.
Rozwiagzanie
Obliczamy granice:

8 _In343 nd(1—2 +3 n3 ]_Ls""i

lim 1T12 T: . nS = lim 5( 75 v = lim (12 5 ) =too
n—oo 124+5n4+6n nsoo n (?4_;4_6) n—oo (?4_;4-6)
Zadanie 5.
Granica lim —In’+3n jest réwna
nhoo T4+ 2n+3n2 4405 )
1

A. —o0. B. —. C. 0. D. +o0.

2
Odpowiedz: C.
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Rozwigzanie

Obliczamy granice:

: —m3+3 , n’ (2542 , =42 0
lim i +2n == lim ; “22 "43) = lim — “22 “; =-=0.
n—oo 14+2n+3nf+4n n—oo NS (?4»?4»?4»4) n_>00$+ﬁ+?+4) 4
Zadanie 6.
. . —2n343n . . . C .
Oblicz lim W Zapisz pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego
n—oo —4n
otrzymanego wyniku.
Rozwigzanie
Obliczamy granice
. —2nP43 o on3(=2+%) 1
T LS e e LI S PY

nooo (1 —4n)3 n=oo 3 (%_4)3 32
Nie rozwijamy wzoru (1 —4n)3, tylko wylaczamy przed nawias n z kazdego z trzech czyn-
nikdw.

Zapisujemy cyfry: 0, 3, 1.

Zadanie 7.

nd4+29n—7
Ciagi (an), (bn ) okreslone sa nastepujaco: a, =n*+>5 oraz b, = n—|—77n1 dlan>1. Ob-

n

licz granice lim (a,, —b,). Zapisz pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego
n—oo

otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie
Obliczamy granice:

. M43/ —7n’—=29m+7 .. 6n+7 6
im = lim =

7n®4+29n—7
1 4 R ——— = e
nlgr;o (n +5 = ) Jim = Jim —— > 0,85714...
Zapisujemy cyfry: 8, 5, 7.
Zadanie 8.
. , . n342
Ciagi (an), (bn) okreflone sg nastepujaco: a, = oraz by, =———, dla n>1. Ob-

n2 7(n+1)
licz granice lim (a, -b,). Zapisz pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego
n—oo

otrzymanego wyniku.

Rozwiazanie
Obliczamy granice:

: 4 n342 . m3(1+%) 4
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Zapisujemy cyfry: 5, 7, 1.

Zadanie 9.

. , . 3 n3+2
Ciagi (an), (bn) okreslone sa nastepujaco: a, = - oraz bn= YRR dlan>1.

Granica lim (a,-by) jest réwna
n—oo

1
A —c0. B. 3 C. 0. D. +o0.

Odpowiedz: D.

Rozwigzanie
Obliczamy granice

2 2
i tos) _ gy M0+ 5s)
n—oo N2 (] _|_1;

. (3 n3+2> .3 (1
lm | —-
nosoco\n m—+1

Zadanie 10.
. , . n342
Ciagi (an), (bn) okreslone sg nastepujaco: a, = 73 oraz bn= P dlan>1.
Granica lim (a,-by) jest réwna
n—oo
1
A. —oc0. B. —3 C.o. D. +oo0.
Odpowiedz: C.

Rozwigzanie

Obliczamy granice

342 33 (1+% 14+ 5
lim ( 313 A )— lim 14( ”;3) = lim 1(1 “31) =0.
noee \nS Al J e nld (14 5) noeendl (140
Zadanie 11.
Oblicz lim n’ — 3n° Zapisz cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po prze
noo \n+2  (n+2)(3n+7) ) PR YEE P YRy po P
cinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.
Rozwigzanie
Obliczamy granice
. n? 3n3 . 3n347m?-3n3 7n?
lim — =lim ———=1lm ——— =
nSoo \n+2  (n+2)(3n+7) nSoo (M42)(3n+7) nSoeo (n+2)(3n+7)
7n? 7
= lim ==-=2,333...
W1 2) (1+F) 3

Zapisujemy cyfry: 2, 3, 3.
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B.3. Granica ciggu (z parametrem)

Zadanie 12.

(9p—1)n®—4pn+3p dlan>1. Oblicz, dla
1+pn
jakiej wartodci p granica ciggu (a, ) jest réwna 2. Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku

rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Dla liczby p réznej od zera okreslamy ciag a,, =

Rozwigzanie

Wyznaczamy granice ciggu (a,) w zaleznosci od p:

n(9p—1-43) oy
)

_ 2_
lim Fp=T)n 42pn+3p = lim
n—oo T+pn n—oo n2 ( +p

9p—1 1
Zapisujemy réwnanie: Py Rozwigzaniem réwnania jest p = 7= 0,(142857).

Zapisujemy cyfry: 1, 4, 2.

B.4. Granice funkcji

Zadanie 13.
2
Granica lim jest réwna
x—3 Xx+3
A —c0. B. —1. C. 0. D. 4o0.

2
Odpowiedz: B.

Rozwigzanie
6—x? 6—32_ 1

Obliczamy: il_r,n 73 313" 7

Zadanie 14.
Granica lim —x jest réwna
x——3—X4+3
A. —oco. B. 0. C. 6. D. +o0.

Odpowiedz: A.
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Rozwigzanie

—5x
bli ice: li =—o00.
Obliczamy granice Jm 3 00
Zadanie 15.
2_
Granica lim jest réwna
x—1+ x—1
A —c0. B. 0. C. 2. D. +o0.
Odpowiedz: C.
Rozwiazanie
2_
Obliczamy granice lim = lim (x+1)=2.
x—1+ x—1 x—1+
Zadanie 16.
. . , 2t +13 L .
Dana jest funkcja f okreSlona wzorem f(x) = e dla wszystkich liczb rzeczywistych

X # —V6i X # V6. Oblicz wartosé pochodnej tej funkcji w punkcie x=1.

Zakoduj cyfre jednosci i pierwsze dwie cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzy-
manego wyniku.

Rozwigzanie

Obliczamy:
, (2x4+13)/(6—x2)—(2>¢4+13) (6—x2)/
(6—x2)
8 (6—x%) +2x (2x* +13)
- (6—x2) '
Zatem f' (1) = 8(6—1)+2(2+13) _ 8-5+2-15 :E _2s.

(6—1)2 25 5
Zapisujemy cyfry: 2, 8, 0.

Zadanie 17.

Uzasadnij, ze prosta 1l o réwnaniu 10x—y+9=0 jest styczna do wykresu funkcji f okreslonej
wzorem f(x) =4x> —2x+1.

Rozwigzanie
Zapisujemy réwnanie prostej 1 w postaci kierunkowej y =10x+9.
Wyznaczamy pochodna funkcji f: f/ (x) =12x%—2.

Zauwazamy, ze dla x =—1 pochodna funkcji f jest réwna 10 i réwna sie wspoélczynnikowi
kierunkowemu prostej 1. Dla x=1 mamy f'(1)=10, ale f(1)=3. Punkt (1,3) nie jest punktem
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wspélnym wykresu funkcji f i prostej 1, zatem prosta 1 nie jest styczna do wykresu funkcji
f w tym punkcie.

Obliczamy warto§¢ funkcji f w punkcie x=—1: f(—1)=—1.

Punkt o wspdirzednych (—1, —1) nalezy réwniez do prostej 1, wiec dana prosta y+1=10 (x+1),
czyli 10x —y+9 =0 jest styczna do wykresu funkcji f, co konczy dowdd.

Zadanie 18.
Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(x) =—5x%+3x+8, prostopadtej do prostej

o réwnaniu x—17y+17=0.

| sposéb rozwigzania
1
Prosta prostopadta do prostej o réwnaniu y = ﬁer] ma posta¢ y=—17x+b.
Szukamy punktu, w ktérym pochodna funkcji f jest réwna wspdlczynnikowi kierunkowemu
stycznej. Obliczamy pochodng funkcji f

f'(x) =—10x+3.
Nastepnie rozwigzujemy réwnanie
f'(x)=-17,
—10x+3=-17,
x=2.

Obliczamy warto$¢ funkcji w punkcie x =2: f(2) =—6.
Zatem punkt P =(2,—6) jest punktem stycznosci.
Wyznaczamy réownanie stycznej —6=—17-2+Db, stad b=28.

Réwnanie stycznej ma posta¢ y=—17x+28.

Il sposéb rozwigzania

1
Prosta prostopadla do prostej o réwnaniu y= ﬁx—H ma posta¢ y=—17x+b. Ta prosta nie

jest réwnolegla do osi paraboli, a wiec jest styczna do paraboli wtedy i tylko wtedy, gdy ma
z nig dokladnie jeden punkt wspdlny. Nalezy wyznaczy¢ wspdlczynnik b tak, aby réwnanie
—5x%43x+8=—17x+b mialo jedno rozwigzanie. Zatem wyréznik réwnania musi by¢ réwny
zero, wiec 560 —20b =0, a stad b=28.

Réwnanie stycznej ma posta¢ y=—17x+28.

Zadanie 19.
Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = —5x? 4 3x+8, réwnolegtej do prostej

o réwnaniu y=—17x+9.

| sposéb rozwigzania

Prosta réwnolegta do prostej o réwnaniu y=—17x+9 ma posta¢ y=—17x+b.



204 B. Zestaw zadan II

Szukamy punktu, w ktérym pochodna funkcji f jest réwna wspoétczynnikowi kierunkowemu
stycznej. Obliczamy pochodng funkcji f: f'(x) =—10x+3.

Nastepnie rozwigzujemy réwnanie :

f'(x)=—-17,
—10x+3=-17,
x=2.
Obliczamy warto$¢ funkcji w punkcie x =2: f(2) =—6.

Zatem punkt P =(2,—6) jest punktem stycznosci.

Wyznaczamy réwnanie stycznej —6=—17-2+b , stad b=28. Réwnanie stycznej ma postac
y=—17x+28.

Il sposéb rozwigzania

Prosta réwnolegla do prostej o réwnaniu y=—17x+9 ma posta¢ y=—17x+b. Ta prosta nie
jest réwnolegla do osi paraboli, a wiec jest styczna do paraboli wtedy i tylko wtedy, gdy ma
z nig dokladnie jeden punkt wspdlny. Nalezy wyznaczy¢ wspdlczynnik b tak, aby réwnanie
—5x%43x+8=—17x+b mialo jedno rozwigzanie. Zatem wyréznik réwnania musi by¢ réwny
zero, wiec 560 —20b =0, a stad b =28. Réwnanie stycznej ma posta¢ y=—17x+28.
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