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Wstep

,Zbidér zadan maturalnych z matematyki” zawiera zadania otwarte z prébnych egzamindw
maturalnych, jakie odbyly sie w listopadzie 2009 i 2010 roku oraz zadania z egzaminéw matu-
ralnych w 2010 i 2011 roku. Zadania sg pogrupowane tematycznie.

W Dodatku znajduje sie 40 propozycji zadan ilustrujacych typy zadan, jakie moga pojawié
sie na egzaminie maturalnym na poziomie rozszerzonym od 2015 roku. Czeé¢ tych zadan
przedstawiona jest w dwdch wersjach: pierwsza w postaci ,oblicz...”, druga— ,uzasad-
nij, ze...” tj. w postaci zadan na dowodzenie. JesteSmy przekonani, ze zadania te — choé
zazwyczaj uwazane za trudniejsze — sg bardziej przyjazne dla ucznia.

W wielu zadaniach podano rézne sposoby ich rozwigzania. Ma to na celu pokazanie, ze do
rozwigzania zagadnienia mozna dojs$¢ réznymi metodami. Niektdre z tych rozwiazan zostaty
zamieszczone w tym zbiorze dlatego, ze sa typowymi rozwigzaniami uczniowskimi, choé
naszym zdaniem czesto sg zbyt skomplikowane i czasochtonne.

Poczawszy od matury w 2010 roku zadania otwarte z matematyki sg oceniane tak zwanym
systemem holistycznym, ktory polega na spojrzeniu caloSciowym na rozwigzanie i jest bliz-
szy sposobowi, w jaki oceniamy rozwigzania uczniowskie w szkole. Opis takiego systemu
oceniania zadan z matematyki znajduje sie na stronie internetowej CKE.

Nauczyciele przygotowujacy ucznidéw do egzaminu maturalnego z matematyki mogg korzy-
sta¢ réwniez z materiatu ¢wiczeniowego, jakim sg arkusze egzaminacyjne umieszczone na
stronach internetowych CKE i OKE, a przede wszystkim z informatora o egzaminie matu-
ralnym z matematyki.

Autorzy



Rozdziat 1
Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne

W dziale dotyczacym liczb rzeczywistych:

Zdajacy powinien opanowaé¢ umiejetnosci z poziomu podstawowego, rozwigzujac zadania,
w ktérych:

a) planuje i wykonuje obliczenia na liczbach rzeczywistych; w szczegélnosci oblicza pier-
wiastki, w tym pierwiastki nieparzystego stopnia z liczb ujemnych,

b) bada, czy wynik obliczen jest liczbg wymierna,

c) wyznacza rozwiniecia dziesigtne; znajduje przyblizenia liczb; wykorzystuje pojecie biedu
przyblizenia,

d) stosuje pojecie procentu i punktu procentowego w obliczeniach,

e) postuguje si¢ pojeciem osi liczbowej i przedziatu liczbowego; zaznacza przedzialy na osi
liczbowej,
osi liczbowej zbiory opisane za pomocg réwnan i nieréwnosci typu: [x—a|=Db, |x—a|>Db,
[x—al<b,

g) oblicza potegi o wyktadnikach wymiernych oraz stosuje prawa dzialari na potegach o wy-
ktadnikach wymiernych i rzeczywistych,

h) zna definicje logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu, logarytm
ilorazu i logarytm potegi o wykladniku naturalnym

oraz z poziomu rozszerzonego powinien opanowaé umiejetnosci, w ktorych:

a) stosuje twierdzenie o rozkladzie liczby naturalnej na czynniki pierwsze; wyznacza naj-
wiekszy wspolny dzielnik i najmniejszg wspdlng wielokrotnos¢ pary liczb naturalnych,
b) stosuje wzdr na logarytm potegi i wzér na zamiane podstawy logarytmu.

W dziale dotyczacym wyrazein algebraicznych:

Zdajacy powinien opanowaé¢ umiejetnosci z poziomu podstawowego, rozwigzujac zadania,
w ktérych:

a) postuguje si¢ wzorami skréconego mnozenia: (a+b)2, (a—b)z, (a—l—b)3, (a—b)3, a’—b?,
a’+b3, a3 —b3,

b) rozklada wielomian na czynniki stosujac wzory skréconego mnozenia, grupowanie wyra-
z6w, wylaczanie wspdlnego czynnika poza nawias,

c) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany,

d) wyznacza dziedzine prostego wyrazenia wymiernego z jedna zmienng, w ktérym w mia-
nowniku wystepuja tylko wyrazenia dajace sie sprowadzi¢ do iloczynu wielomianéw li-
niowych i kwadratowych za pomocg przeksztalcen opisanych w punkcie b),

e) oblicza wartos¢ liczbowa wyrazenia wymiernego dla danej warto$ci zmiennej,



8 1. Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne

f) dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli wyrazenia wymierne; skraca i rozszerza wyrazenia wy-
mierne;

oraz z poziomu rozszerzonego powinien opanowaé umiejetnosci, w ktérych:

a) postuguje si¢ wzorem (a—1) (1+a+...+a™ ') =a™—1,

b) wykonuje dzielenie wielomianu przez dwumian x— a; stosuje twierdzenie o reszcie z dzie-
lenia wielomianu przez dwumian x—a,

c) stosuje twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspdlczynnikach catkowi-
tych.

Poziom podstawowy

Zadanie 1. (Matura maj 2010 — zadanie 30 (2 p.))
a?+1 S a—|—1'
a+1 2

Wykaz, ze jesli a >0, to

| sposéb rozwigzania

Poniewaz a >0, wiec mnozac obie strony nieréwnosci przez 2(a-+1), otrzymujemy kolejno
nieréwnoéci réwnowazne z dowodzona:

(1—H)2
24 2a+1

2(a®+1)
2a%+2
a?—2a+1

a
0
(a—]) 0.

> (
>
Z
>

Nieréwno$c¢ ta jest spelniona dla kazdego a, co koniczy dowdd.

Il sposéb rozwigzania

Przeksztalcamy nieréwno$¢ w sposéb rownowazny:

a’?+1 a+1
a+1 2
2(a?+1)—(a+1)?
2(a+1)

aZ—2a+1
2(a+1) ~
(a=1)"

2(a+1)

>0

=



Poziom podstawowy

Licznik ulamka po lewej stronie nieréwnoéci jest nieujemny, a mianownik jest dodatni (po-
niewaz zgodnie z zatozeniem a > 0), wiec ulamek jest liczba nieujemna, co konczy dowdd.

Zadanie 2. (Préba 2010 — zadanie 30 (2 p.))
Uzasadnij, ze jesli (a?+b?) (c?+d?) = (ac+bd)?, to ad =bc.
Rozwigzanie
Przeksztalcajac réwnosé (a?+b?) (c?+d?) = (ac+bd)?, otrzymujemy kolejno:
a’c?+a?d? +b%c? +b%d? = a’c? +2abed +b?d?
a’d?—2abcd+b%c? =0
(ad—bc)2 =0,

stad

ad=Dbc.

Zadanie 3. (Matura maj 2011 — zadanie 25 (2 p.))
Uzasadnij, ze jezeli a+b=11 a’?+b2=7, to a* +b* =31.

| sposéb rozwiagzania
Poniewaz a+b=1, wiec (a+b)*> =1, czyli a?+2ab+b2=1.
Poniewaz a”+b? =7, wiec 2ab+7=1. Stad ab=—3, wiec a’b? = (ab)2 =9.

.o . - . 2
Wyrazenie a® +b? mozemy potraktowaé jako sume kwadratéw (az)2 + (bz)

, a nastep-

nie wykorzystujac wzdr skroconego mnozenia na kwadrat sumy, przeksztalci¢ to wyrazenie

w nastepujacy sposéb: a* +b* = (a? —l—bz)2 —2a%?b?=7—-2.9=31.

Il sposéb rozwigzania

Przeksztalcamy teze w sposéb réwnowazny:
a’+b? =31
(a2+b?)* —2a2b% =31.
Poniewaz z zalozenia
a?+b?=7,
wiec
49 —2a’b? =31,

stad

a’b?=9.
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Wystarczy zatem udowodnié, ze a’b? =9. Korzystamy z zalozen a’+b? =7 oraz a+b=1
i otrzymujemy:
7=a’+b?>=(a+b)*—2ab=1-2ab.

Stad ab=-—3. Zatem a’?b? =9, co koriczy dowdd.

11l sposéb rozwigzania
Tak jak w sposobie I obliczamy ab=-—3.
7 zalozenia wiemy, ze a+b=1, wiec (a+b)*=14=1.
Korzystamy ze wzoru dwumianowego Newtona i otrzymujemy:
(a+b)* =a* +4a>b+6a?b? +4ab® +b* = a* +4ab (a? +b?) +6(ab)” +b* =
=a*+b*+4(=3)-7+6-(-3)* =a* + b — 84454 =a* + b* —30.
Zatem 1=a*+b*—30.

Stad a*+b* =31.

IV sposéb rozwigzania

Rozwigzujemy uklad réwnan:

a’?+b*=7
a+b=1.
Stad
1-V13 1+V13
=7 lub =7
1+V1i3 1-V13
b = b = .
2 2
a’?+b*=7
Oto trzy przykladowe sposoby rozwigzania uktadu réwnan { atb—1

e I sposéb
Podstawiamy b=1—a do réwnania a’+b? =7, skad otrzymujemy réwnanie
a?+(1— a)2 =7, ktére jest réwnowazne réwnaniu 2a”—2a—6=0, czyli

a’—a—3=0.

—V1 T+V1
Rozwiazaniami tego réwnania sa liczby 3 3 oraz + 5 3. Zatem uklad réwnan ma
dwa rozwiazania:
1—v13 1+v13
= 2 lub = 2
1+V13 1-V13
b = b == .
2 2
e II sposéb
1 1
Oznaczamy: a= - +x, b=-—x.

2 2



Poziom podstawowy

11
1 13 13 13 13
Wtedy a?+b? =§+2x2 =7, stad 2x2:7, czyli x? =7 Zatem x:\/T» lub X:_\/T»'

Uktad réwnan ma wiec dwa rozwigzania:

1-V13 1413
= lub T2

1+v13  ° 1-V13
b=—" b=

o IIT sposdb
Obliczamy ab =—3 tak jak w I sposobie rozwigzania. Mamy zatem uklad réwnan:

a+b=1
ab=-3.
1—v13
Stad otrzymujemy réwnanie a(1—a) =3, czyli a? —a—3=0. Zatem a= ;ﬁ lub
= 1 +2\/ﬁ. Uktlad réwnan ma wiec dwa rozwigzania:
1-V13 1+V13
= 2 lub = 2
V3 1-V13
b= > b= >

Obliczamy a*+b*:

a’+bt =

(Y o (Y (YBY L (VR
() 2(5) (7) = (%
n 13 169:&:

3 Ty

Uwaga 1.

Przy obliczaniu sumy (x+y)4+(x—y)4 warto zauwazy¢, ze sktadniki pierwszy, trzeci i piaty
w rozwinieciach obu wyrazes (x+y)* i (x—y)* sa takie same, za$ sktadniki drugi i czwarty
sie redukuja.

Uwaga 2.

Mozna tez tak:

4 2\ 2 2 2 2
4 1+v13 1+v13 1+2v13+13 144213 7++V13
a = = = —_—mm = = =
2 2 4 4 2
4
4941413413 6241413 314713 4 1—v13 31—-7V13
= 1 = 7 = > albo a" = ) = >
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oraz

() () () () ()

2 2 4 4 2

4
49—-14/13+13  62—14/13  31—-7/13 4 14+v13 31+7v13
= 7] = ) = 7 albo b"= 7 = > .

31 +7\/ﬁ+31—7m_

> > 31.

Zatem, w obu przypadkach, a*+b* =

Poziom rozszerzony

Zadanie 4. (Matura maj 2011 —zadanie 1 (4 p.))
Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba k® —2k? +k? jest podzielna przez 36.

Rozwigzanie

Przeksztalcamy wyrazenie k® —2k* 4+ k? do postaci:
(K =22+ 1) =12 (K2 —1)° = [(k—1) k(k+1)]2

Wréd trzech kolejnych liczb catkowitych k—1, k, k+1 jest co najmniej jedna liczba parzysta
i dokladnie jedna liczba podzielna przez 3. Iloczyn tych liczb jest podzielny przez 6, a jej
kwadrat przez 36.

Zatem liczba postaci k® —2k* +k?, gdzie k jest liczba catkowita, jest podzielna przez 36.

Zadanie 5. (Matura maj 2010 —zadanie 4 (4 p.))

Wyznacz wartosci wspétczynnikéw a i b wielomianu W(x) = x>+ ax? +bx+ 1 wiedzac, ze
W(2) =7 oraz ze reszta z dzielenia W(x) przez dwumian x—3 jest réwna 10.

| sposéb rozwigzania
Poniewaz reszta z dzielenia W(x) przez dwumian x —3 jest réwna 10 oraz W(2) =7, wiec

8+4a+2b+1=7
274+9a+3b+1=10.

Réwnanie 27+9a+3b+1=10 mozemy otrzyma¢ z warunku W(3) =10 lub wykonujac dzie-
lenie wielomiandw i zapisujac, ze reszta z dzielenia jest réwna 10.

Rozwigzujemy ukiad réwnan:

4a+2b=-2 b=—2a—-1 a=-5
9a+3b=-18, 92a—6a—3=-—18, b=9.

Wspétczynniki a i b wielomianu W(x) sg réwne: a=—-5, b=9.
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Il sposéb rozwigzania

Zapisujemy wielomian W(x) w postaci W(x) = (x—3)(x? +cx+d)+10, stad po przeksztal-
ceniach
W(x) = +(c—3)x? + (d—3c)x—3d +10.

Warunek W(2) =7 zapisujemy w postaci 8 +4a+2b+1=7. Otrzymujemy zatem ukiad
réwnan
8+4a+2b+1=7

a=—-3+c
b=—-3c+d
1=-3d+10.

Rozwigzujemy uklad réwnan i otrzymujemy:

d=3
c=—-2
b=9
a=->5.

Wspétczynniki a i b wielomianu W(x) sg réwne: a=—-5, b=9.

Zadanie 6. (Matura maj 2011 — zadanie 2 (4 p.))

Uzasadnij, ze jezeli a#b, a#c, b#cia+b=2c, to =2.

L b
a—c b-—c

| sposéb rozwigzania

Przeksztalcamy teze w sposéb réwnowazny.

Mnozymy obie strony réwnosci

a b
+

=2
a—c b—c

przez (a—c)(b—c) (z zalozenia (a—c)(b—c) #0) i otrzymujemy:
a(b—c)+b(a—c)=2(a—c)(b—c),

czyli
ab—ac+ab—bec=2ab—2ac—2bc+2c>.

Stad otrzymujemy
2c?2—ac—bc=0,

czyli
c(2c—a—b)=0.

Ta ostatnia réwnos¢ jest prawdziwa, bo z zalozenia 2c—a—b =0. Zatem teza tez jest praw-
dziwa.
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Il sposéb rozwigzania

Z réwnania a+b =2c wyznaczamy b =2c—a i wstawiamy do danego wyrazenia:

a b a 2c—a a 2c—a a—(2c—a) 2(a—c)
+ — = =+ = = =2.
a—c b—c a—-c 2c—a—c a—c c—a a—c a—c

Uwaga

Z réwnania a+b =2c mozna takze wyznaczy¢ zmienng a lub c.

11l sposéb rozwigzania

Z réwnania a+b=2c otrzymujemy c—a=b—c, wiec ciagg (a, ¢, b) jest arytmetyczny. Niech
T oznacza réznice tego ciggu arytmetycznego. Wtedy c=a+r, b=a-+2r.

Wstawiamy c i b do danego wyrazenia:

a b a a+2r a a+2r_—a+a+2r_g_2

a—c+b—c_a—(a+r) a+2r—(a+r) —r T T T

Uwaga
Mozemy tez zauwazy¢, ze a—c=c—Db i przeksztalci¢ wyrazenie bez wprowadzania r, np.

a n b a n b _a—b_Zc—b—b_Zc—Zb_2
a—c b—c ¢—=b b—c ¢=b c¢c=b  c—b 7

Zadanie 7. (Matura maj 2010 —zadanie 8 (5 p.))

1
Rysunek przedstawia fragment wykresu funkcji f(x) = — - Poprowadzono prosta réwnolegla
do osi Ox, ktéra przecieta wykres tej funkcji w punktach A i B.
Niech C=(3,—1). Wykaz, ze pole tréjkata ABC jest wieksze lub réwne 2.

A

|
N

|
w

|
o

|
—-
—t
oA
o
o~

8
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| sposéb rozwigzania

Zapisujemy wspdirzedne dwéch punktéw lezgcych na wykresie funkcji f (x) = X]—z oraz na pro-
stej réwnoleglej do osi Ox, np. A = (x, ):2>, B= (—x, ):2>, gdzie x > 0.

Zapisujemy pole tréjkata ABC, gdzie C=(3,—1) w zalezno$ci od jednej zmiennej

2x-(L+1) 1
PABC(X):i(EZ ):;+x.

1
Nalezy jeszcze udowodnié, ze —+x > 2, dla dowolnego x > 0.
X

Mnozymy obie strony nieréwnoéci przez x>0 i otrzymujemy nieréwnosé réwnowazna 14x2 > 2x,
czyli x> —2x+1>0, a wiec nieréwnosé (x —1 )2 >0, ktéra jest prawdziwa. To koniczy dowdd.

Uwaga
Nieréwno$¢ —+x > 2 dla x >0 mozna takze udowodni¢ powolujac sie na twierdzenie o sumie

X
liczby dodatniej i jej odwrotnosci lub powolujac sie na nieréwnos$¢ miedzy Srednig arytme-

tyczng i geometryczng dla dodatnich liczb x oraz —:
X

1
Sy LI
2 X

Stad %+x>2.

Il sposéb rozwigzania
Rozwazamy prosta o réwnaniu y =k, gdzie k >0, réwnoleglg do osi Ox. Ta prosta przecina
1 1
wykres funkcji f(x) = — w punktach A i B. Zatem — =X, stad x? = g czyli x=+——
X X
1 1
Zapisujemy wspolrzedne punktéwA i B: A=| —=,k |, B=| ——=,k |, gdzie k> 0.
pisujemy wsp € b < \/E’ ) ( \/]? ) g
Zapisujemy pole tréjkata ABC, gdzie C=(3,—1) w zalezno$ci od jednej zmiennej k:

1 2 k+1

PABC(k):E'ﬁ'(k‘l’”: N

k+1
Wystarczy wobec tego udowodnic, ze dla dowolnej liczby k>0 zachodzi nieréwnos¢ % >2.

Przeksztalcamy te nierdwnos$¢, w nastepujacy sposob:

>2vVk
k—2vVk+1>0

2
(\/Eq) >0.

Ta nieréwnos¢ jest prawdziwa. To koniczy dowdd.



Uwaga
o kA . . g o . . :
Nieréwno$§¢ ——= >2 dla k>0 mozna takze udowodni¢ powotujac sie na twierdzenie o sumie

liczby dodatniej i jej odwrotnosci lub powolujac sie na nieréwnos$¢ miedzy $rednig arytme-
tyczng i geometryczng dla dodatnich liczb k oraz 1:

kTH>¢k-1:ﬁ.



Rozdziat 2
Rdéwnania i nierownosci

W dziale dotyczacym réwnan i nieréwnosci:

Zdajacy powinien opanowaé umiejetnosci z poziomu podstawowego, rozwigzujac zadania,
w ktorych:

a) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci kwadratowe; zapisuje rozwigzanie w postaci sumy
przedzialéw,
b) rozwigzuje zadania (réwniez umieszczone w kontekscie praktycznym), prowadzace do
réwnan i nieréwnosci kwadratowych,
c) rozwiazuje uklady réwnai, prowadzace do réwnaii kwadratowych,
d) rozwiagzuje réwnania wielomianowe metodg rozkladu na czynniki,
e) rozwiazuje proste réwnania wymierne, prowadzace do réwnan liniowych lub kwadrato-
x+1 _ x+1 “x,
x+3 X
f) rozwigzuje zadania (réwniez umieszczone w kontekscie praktycznym), prowadzace do
prostych réwnan wymiernych

oraz z poziomu rozszerzonego powinien opanowaé umiejetnosci, w ktorych:

a) stosuje wzory Viete'a,

b) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci kwadratowe z parametrem, przeprowadza dyskusje
1 wyciaga z niej wnioski,

) rozwiazuje réwnania i nieréwnosci wielomianowe,

x+1 5. x+1

3
+3>’ <

e) rozwiazuje proste réwnania i nieréwnosci z wartodciag bezwzgledna, typu: ||x—|— 1 |+2’ > 3;
x4+ 1]+ [x+2| < 3.

d) rozwiagzuje proste réwnania i nieréwno$ci wymierne, np.

Poziom podstawowy

Zadanie 1. (Matura maj 2011 — zadanie 24 (2 p.))

Rozwiaz nieréwnosé 3x? —10x+3 <0.

Rozwigzanie
Rozwiazanie nieréwnosci kwadratowej sktada si¢ z dwéch etapdw.

Pierwszy etap moze by¢ realizowany na 2 sposoby:
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| sposéb rozwigzania (realizacja pierwszego etapu)

Znajdujemy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 3x? —10x+ 3:

10-8 1
e obliczamy wyréznik tego tréjmianu: A=100—4-3-3=64 i stad x; = < —3 oraz
10+8
X2 = < =3
albo
. . 10 . 1
e stosujemy wzory Viete’a: x;+x, = — oraz x;-xp =11 stad x;y == oraz x, =3

3 3
albo
e podajemy je bezpoérednio, np. zapisujac pierwiastki tréjmianu lub postaé iloczynowa
tréjmianu:

x1==,x2=3 lub 3<x—;>(x—3),

Wl =

lub zaznaczajac na wykresie:

IO NS SRR S

TS e

Il spos6b rozwigzania (realizacja pierwszego etapu)

Wyznaczamy posta¢ kanoniczna tréjmianu kwadratowego 3x> —10x+3 i zapisujemy nieréw-
no$¢ w postaci, np.

10\* 64 10\? 64
—— ] —75 < —— ] —3=| <
3(x 6) 2 0, stqd?)l(x 6) 36] 0,

a nastepnie
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e przeksztalcamy nieréwnosc, tak by jej lewa strona byla zapisana w postaci iloczynowe;j:

10 8 10 8
- . - — < R
3<x c 6) (x 6+6> 0

czyli

albo

o przeksztalcamy nieréwnos¢ do postaci réwnowaznej, korzystajac z wlasnosci wartosci
bezwzglednej

Drugi etap rozwigzania:

Podajemy zbidr rozwigzan nieréwnosci w jednej postaci:

<x<3lub <;), 3>, lub X€<;, 3>.

W —

Zadanie 2. (Préba 2009 — zadanie 27 (2 p.))

Rozwiaz réwnanie x> —7x% +2x— 14 =0.

| sposéb rozwigzania

Przedstawiamy lewg strone réwnania w postaci iloczynowej, stosujac metode grupowania
WYyrazow:
X —7x2+2x—14=x* (x=7)+2(x—7) = (x* +2) (x—7).

Z réwnania (x*+2) (x—7) =0 otrzymujemy x*+2=0 lub x—7 =0.

Réwnanie x? 42 =0 nie ma rozwiazan rzeczywistych. Rozwiazaniem réwnania x —7 =0 jest
liczba 7.

Odpowied#: Jedynym rozwigzaniem réwnania x> —7x% +2x—14=0 jest x=7.

Il sposéb rozwigzania

Rozwazmy wielomian W (x) = x> —7x? 4+ 2x — 14. Calkowite dzielniki wyrazu wolnego tego
wielomianu to: £1, +2, +7, +14.

W(7)=73—7-7>42-7—14=0, wiec x =7 jest pierwiastkiem wielomianu.

Dzielimy wielomian W (x) przez dwumian (x—7):

x? +2
X3 —7x2+2x—14: (x — 7)
—x3+7x*
2x—14

—2x+14
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Z réwnania (x*+2) (x—7) =0 otrzymujemy x*+2=0 lub x—7 =0. Réwnanie x*+2 =0 nie
ma rozwigzan rzeczywistych, zatem jedynym rozwiazaniem podanego réwnania jest x =7.

Zadanie 3. (Matura maj 2010 — zadanie 27 (2 p.))

Rozwiaz réwnanie x> —7x% —4x+28 =0.

| sposéb rozwigzania

Przedstawiamy lewg strone réwnania w postaci iloczynowej stosujac metode grupowania
WYyrazow:
x(x*—4)—=7(x*=4)=0 lub x*(x—7)—4(x—7)=0,
stad
(x—7) (x*—4) =0,

czyli
(x—2) (x+2) (x—7)=0.

Stad x=7 lub x=—2 lub x=2.

Il sposéb rozwigzania

e Stwierdzamy, ze liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu x> —7x% —4x+28. Dzielimy wielo-

mian x> —7x? —4x+28 przez dwumian x—2. Otrzymujemy iloraz x? —5x— 14. Zapisujemy
réwnanie w postaci (x—2) (x275x714) =0. Stad (x—2)(x+2)(x—7)=01x=7 lub
x=—21lub x=2.

Albo

e stwierdzamy, ze liczba —2 jest pierwiastkiem wielomianu x> — 7x? —4x + 28. Dzielimy
wielomian x> —7x% —4x + 28 przez dwumian x +2. Otrzymujemy iloraz x> —9x + 14.
Zapisujemy réwnanie w postaci (x+2) (X2—9X-|— 14) =0. Stad (x+2)(x—2)(x—=7)=0
ix=—2lubx=21lubx=7.

Albo

e stwierdzamy, ze liczba 7 jest pierwiastkiem wielomianu x® —7x? —4x+28. Dzielimy wie-
lomian x> —7x% —4x +28 przez dwumian x —7. Otrzymujemy iloraz x> —4. Zapisujemy
réwnanie w postaci (x—7) (x?—4) =0. Stad (x—2) (x+2) (x—7)=01ix=7 lub x=—2
lub x=2.

Zadanie 4. (Préba 2010 —zadanie 27 (2 p.))

Rozwiaz réwnanie x> 4+ 2x% —5x—10=0.

| sposéb rozwigzania
Przedstawiamy lewa strone réwnania w postaci iloczynowej, stosujac metode grupowania
wWyrazow

(x+2) (x*—5) =0.
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Stad x=—2 lub x=—/5 lub x=/5.

Il sposéb rozwigzania

Stwierdzamy, ze liczba —2 jest pierwiastkiem wielomianu. Dzielimy wielomian
X3 +2x% —5x—10

przez dwumian x+2 i otrzymujemy x> —5. Zapisujemy réwnanie w postaci
(x+2) (x*—5) =0.

Stad x=—2 lub x=—/5 lub x=/5.

Zadanie 5. (Préba 2009 — zadanie 32 (5 p.))

Uczen przeczytal ksigzke liczaca 480 stron, przy czym kazdego dnia czytal jednakows liczbe
stron. Gdyby czytal kazdego dnia o 8 stron wiecej, to przeczytaltby te ksigzke o 3 dni
wczesniej. Oblicz, ile dni uczen czytat te ksigzke.

Rozwigzanie

Oznaczamy: x — liczba stron przeczytanych kazdego dnia, y —liczba dni, w ciagu ktdérych
uczen przeczytat ksigzke.

Zapisujemy i rozwigzujemy ukltad réwnan:

Xy =480
{ (x+8)- (y—3) =480.

480
7 pierwszego rownania wyznaczamy x: x = — 1 podstawiamy do drugiego réwnania
Y

480
(%48 y-31=4s0,
Y
skad otrzymujemy réwnanie réwnowazne:
(480+8y) (y—3) =480y.
Po uporzadkowaniu otrzymujemy réwnanie y? —3y— 180 =0, ktére ma dwa rozwiazania

y=—12 oraz y=15.
Odpowiedz: Uczen przeczytal ksigzke w ciggu 15 dni.

Zadanie 6. (Matura maj 2010 — zadanie 34 (5 p.))

W dwoéch hotelach wybudowano prostokatne baseny. Basen w pierwszym hotelu ma po-
wierzchnie 240 m?. Basen w drugim hotelu ma powierzchnie 350 m? oraz jest o 5 m diuzszy
1 2 m szerszy niz w pierwszym hotelu. Oblicz, jakie wymiary moga mie baseny w obu
hotelach. Podaj wszystkie mozliwe odpowiedzi.
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Rozwigzanie

Oznaczmy przez x diugo$§¢ (w metrach) basenu w pierwszym hotelu i przez y szeroko$é
(w metrach) tego basenu. Zapisujemy ukltad réwnan:

{ x-y=240
(x+5)-(y+2)=350.

Przeksztalcamy drugie réwnanie w sposéb réwnowazny: x-y+2x+5y+10=350, podstawiamy

100—-5
do tego réwnania x-y =240 i wyznaczamy z tego réwnania niewiadoma x: x = Ty Wy-

1005y

znaczong wartos¢ x podstawiamy do pierwszego réwnania -y=240 i doprowadzamy

to réwnanie do postaci réwnania: y>—20y+96=0, ktére ma dwa rozwiazania: y; =8, y,=12.
Zatem:

o jezeli y =38, to x =30 i wtedy basen w pierwszym hotelu ma wymiary 30 m x 8 m, za$
basen w drugim hotelu: 35 m x 10 m;

o jezeliy=12, to x=20 i wtedy basen w pierwszym hotelu ma wymiary 20 m x 12 m, za$
basen w drugim hotelu: 25 m x 14 m.

Zadanie 7. (Préba 2009 — zadanie 28 (2 p.))

Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego jest dluzsza od jednej przyprostokatnej o 1 cm
i od drugiej przyprostokatnej o 32 cm. Oblicz dtugosci bokéw tego trdjkata.

Rozwigzanie

Niech x oznacza dlugo$¢ przeciwprostokatnej. Zauwazamy, ze x > 32. Korzystajac z twier-
dzenia Pitagorasa, otrzymujemy réwnanie (x—1 )2 + (x—32)2 =x%ix>32.

Po przeksztalceniach otrzymujemy réwnanie
x? —66x+1025=0.

Wtedy x1 =25 (sprzeczne z zalozeniem) oraz x, =41.

Odpowiedz: Przeciwprostokatna ma dtugos$¢ 41 cm, jedna przyprostokatna ma dtugosé 9 cm,
a druga ma dtugos¢ 40 cm.

Zadanie 8. (Préba 2010 — zadanie 34 (5 p.))

Droga z miasta A do miasta B ma dlugo$¢ 474 km. Samochdd jadacy z miasta A do miasta B
wyrusza godzine pdzniej niz samochdd z miasta B do miasta A. Samochody te spotykaja sie
w odleglosci 300 km od miasta B. Srednia predkosé samochodu, ktéry wyjechal z miasta A,
liczona od chwili wyjazdu z A do momentu spotkania, byta o 17 km/h mniejsza od $redniej
predkosci drugiego samochodu liczonej od chwili wyjazdu z B do chwili spotkania. Oblicz
Srednig predkos¢ kazdego samochodu do chwili spotkania.

| sposéb rozwigzania

Niech v oznacza §rednig predko$¢ samochodu, ktéry wyjechat z miasta B i niech t oznacza
czas od chwili wyjazdu tego samochodu do chwili spotkania.
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Obliczamy, jaka droge do chwili spotkania pokonat samochdd jadacy z miasta A: 174 km.

Zapisujemy uktlad réwnan:
v-t=300
(v=17)(t—=1)=174.

Przeksztalcamy drugie réwnanie uwzgledniajac warunek v-t =300 i otrzymujemy:
v=143—-17t.
Otrzymang warto$¢ v podstawiamy do pierwszego réwnania i otrzymujemy:
17t2 —143t+300 =0.

Rozwiazaniami tego réwnania sg liczby:

75 7
t] == ﬁ —4ﬁ oraz tz —4
Stad vi =68, vo =75.

Wtedy:

e pierwsze rozwigzanie: va =51 km/h, vg =68 km/h,
e drugie rozwiazanie: va =58 km/h, vg =75 km/h.

Niech vA oznacza predko$¢ samochodu jadgcego z miasta A, a vg oznacza predko$¢ samo-
chodu jadacego z miasta B.

Obliczenie predkosci obu samochoddw: { va =58km/h lub { va =51km/h

vg =75km/h vg =68km/h’

Uwaga

Mozemy otrzymac¢ inne réwnania kwadratowe z jedng niewiadoma:

17t4 —109ta +174=0 lub vi —109vA +2958=0, lub v§—143vp+5100=0.

Il sposéb rozwigzania

Niech va oznacza §rednig predko$¢ samochodu, ktéry wyjechal z miasta A, za$§ vg oznacza
Srednig predko$¢ samochodu, ktéry wyjechal z miasta B oraz niech t oznacza czas od chwili
wyjazdu samochodu z miasta B do chwili spotkania samochodéw.

Obliczamy, jaka droge do chwili spotkania pokonat samochdd jadacy z miasta A: 174 km.
174 300 174 300

Zapisujemy réwnania: va = 1 VB = - woéwczas otrzymujemy réwnanie - +17= ra
Przeksztalcamy to réwnanie do réwnania kwadratowego 17t — 143t +300=0.
75 7

Rozwiazaniami tego réwnania sa liczby: t; = t, =4.

7 Y7

75 7
Dlat;= 77 :4ﬁ otrzymujemy va =51, vg =68 oraz dla t, =4 otrzymujemy v =58, vg =75.
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Obliczenie predkosci obu samochoddéw: { VA =58km/h lub { va =>1km/h

vg =7/5km/h vg =68km/h

Zadanie 9. (Matura maj 2011 — zadanie 32 (5 p.))

Pewien turysta pokonal trase 112 km, przechodzac kazdego dnia te sama liczbe kilometréw.
Gdyby mdgl przeznaczy¢ na te wedréowke o 3 dni wiecej, to w ciggu kazdego dnia mégiby
przechodzi¢ o 12 km mniej. Oblicz, ile kilometréw dziennie przechodzit ten turysta.

| sposéb rozwigzania

Niech x oznacza liczbe dni wedréwki, y — liczbe kilometréw przebytych kazdego dnia przez
turyste, gdzie x,y > 0. Droge przebyta przez turyste opisujemy réwnaniem x-y=112.

Turysta moze przeznaczy¢ na wedréwke o 3 dni wiecej, idac kazdego dnia o 12 km mniej,
woéwczas zapisujemy réwnanie: (x+3)-(y—12)=112.

x-y=112

Zapisujemy uklad réwnai, np. { (x+3)-(y—12) =112

. ) 112 . . . .
Z pierwszego réwnania wyznaczamy np. y=—. Podstawiamy do drugiego réwnania otrzy-
X

(x+3) (112—12> =112.

Sprowadzamy to réwnanie do réwnania kwadratowego: x> +3x—28=0, ktérego rozwiazaniami

mujac

—3-11 —3+11
s3 X1 = =—71x= + =4. Odrzucamy rozwigzanie x1, gdyz jest sprzeczne
z zatozeniem x > 0. Obliczamy y:
12 73
yi 4 -

Odp.: Turysta przechodzit dziennie 28 km.

Uwaga

112
Mozemy z réwnania x-y =112 wyznaczyé x = —, otrzymac réwnanie yz —12y—448 =0,

12—44 12444
ktérego rozwigzaniami sg yi = =—16 (sprzeczne z zal. y>0), y2 = i =28.

2 2
Odp.: Turysta przechodzit dziennie 28 km.

Il sposéb rozwigzania

Niech x oznacza liczbe dni wedréwki, y — liczbe kilometréw przebytych kazdego dnia przez
turyste, gdzie x,y > 0. Droge przebyta przez turyste opisujemy réwnaniem x-y=112.

Turysta moze przeznaczy¢ na wedréwke o 3 dni wiecej, idac kazdego dnia o 12 km mniej.
Zapisujemy réwnanie: (x+3)-(y—12)=112.
x-y=112

Zapisujemy uklad réwnan, np. { (x+3)-(y—12) =112
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Stad otrzymujemy kolejno

x-y=112
x-y—12x+3y—36=112,
x-y=112
112-12x+3y—-36=112,
x-y=112
—12x+3y—36=0.

Otrzymujemy réownanie 4x—y+12=0, stad wyznaczamy x lub y, podstawiamy do pierwszego
réwnania i dalej postepujemy tak jak w I sposobie rozwigzania.

11l sposéb rozwigzania

Niech x oznacza liczbe dni wedréwki, y — liczbe kilometréw przebytych kazdego dnia przez
turyste, gdzie x,y > 0. Liczbe kilometréw przebytych kazdego dnia przez turyste opisujemy
112

réwnaniem y = —.

X
Turysta moze przeznaczy¢ na wedréwke o 3 dni wiecej, idac kazdego dnia o 12 km mniej,
wowczas zapisujemy réwnanie: % = )3_1'_23 +12.
Przeksztalcamy to réwnanie do postaci x% +3x—28=0.

—3—-11 =3+11

Rozwigzaniem réwnania sa: x1 = =—7 (sprzeczne z zalozeniem x>0) i x; = 4.

2 2

Obliczamy y: y = ¥ =28.

Odp.: Turysta przechodzit kazdego dnia 28 km.

Poziom rozszerzony

Zadanie 10. (Matura maj 2010 — zadanie 1 (4 p.))

Rozwiaz nieréwno$é [2x+4|+|x—1| < 6.

| sposéb rozwigzania

Wyrézniamy na osi liczbowej parami roztaczne przedzialy, ktérych suma jest zbidr liczb
rzeczywistych, np.: (—oo0,—2), (—2,1), (1, c0).

Rozwigzujemy nieréwnosci w poszczegdlnych przedziatach i w kazdym z nich bierzemy czesé
wspdlng tego przedzialu z otrzymanym zbiorem rozwigzan nieréwnosci.
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X € (—oo,—2) x€(—2,1) x € (1, c0)
—2x—4—x+1<6 2x+4—x+1<6 2x+4+x—1<6

—3x<9 x< 1 3x<3

x> —3 W tym przypadku x<1

W tym przypadku rozwigzaniem nieréwnosci W tym przypadku
rozwigzaniem nieréwnosci jest —2<x<1. rozwigzaniem nieréwnosci
jest —3<x<2. jest x=1.

Laczymy otrzymane rozwigzania i podajemy odpowiedz w jednej z postaci: —3 <x <1 lub
x€(—=3,1) lub (=3,1).

Il sposéb rozwiazania (graficznie)
Zapisujemy nieréwno$¢ [2x+4|+|x—1| <6 w postaci, np. [2x+4| < —[x—1]|+6.
Rysujemy wykresy funkcji: y=|2x+4| oraz y=—[x—1[+6.

Odczytujemy odciete x =—3, x =1 punktdw przeciecia wykreséw obu funkcji i sprawdzamy,
czy dla kazdego z tych argumentéw wartosci obu funkcji sg réwne.

A

%

5 —4 —3 —2 —1
1

Sprawdzamy, ze punkty (—3,2) oraz (1,6) sa punktami przeciecia wykreséw.

Zapisujemy odpowiedz: x € (—3,1).

Zadanie 11. (Matura maj 2010 — zadanie 6 (5 p.))

Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie x?+mx+2=0 ma dwa
rézne pierwiastki rzeczywiste takie, ze suma ich kwadratéw jest wieksza od 2m? —13.

| sposéb rozwigzania

Zapisujemy warunki, jakie musza by¢ spelnione, aby réwnanie x* +mx+2 =0 mialo dwa
rézne pierwiastki rzeczywiste takie, ze suma ich kwadratéw jest wieksza od 2m? —13:

A>0
x3+x%>2m?—13.
Rozwigzujemy pierwsza nieréwnos¢ tego uktadu:

A=m?—8 >0 wtedy i tylko wtedy, gdy m e (—oo,—Zﬁ) U (2\@, oo).
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Aby rozwigza¢ druga nieréwnos¢, najpierw przeksztalcimy jej lewa strone, korzystajac ze
wzordw Viete'a:
x% +x§ = (%1 —I—xz)z —2X1X2 = (—m)2 —2.2=m?—4.
Rozwigzujemy nierdwnos¢:
m?—4>2m?—13, ktéra jest réwnowazna nieréwnosci m* —9 <0, wiec m e (—3,3).

Zatem réwnanie x* +mx+2 =0 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste takie, ze suma ich
kwadratéw jest wieksza od 2m?—13, dla m e (—3,—2\6) u (2\5,3).

Il sposéb rozwigzania

Zapisujemy uklad nieréwnosci:

{ A>0

X% 4+x3>2m?—13.

Rozwigzujemy pierwsza nieréwnosé tego ukladu:

A=m2—8 >0 wtedy i tylko wtedy, gdy m € (—oo, —zﬁ) U (zxfz, oo) .
Obliczamy pierwiastki réwnania kwadratowego:

_ —m+yvm?—8 N —m—vm?2—38
N 2 ’ 2 )

Obliczamy sume kwadratéw pierwiastkéw réwnania kwadratowego:

2 2
2 2 <—m+\/m2—8> (—m—\/m2—8>
=l ———— | | ———— | =

X1

2=

X

2 2
- m?—2mym2—8+m?—8 N m?+2mym?—8+m?—8
- 7 7 -
2m2+2m?—

Rozwiazujemy druga nieréwnos¢:
m?2—4>2m?—13,

ktéra jest réwnowazna nieréwnoéci m? —9 <0, wiec m € (—3,3).

Zatem réwnanie x* +mx+2 =0 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste takie, ze suma ich
kwadratéw jest wieksza od 2m? —13, dla m e (*3,—2\&) u (2\[2,3)

Zadanie 12. (Matura maj 2011 — zadanie 3 (6 p.))

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x> —4mx—m?>+6m?+m—2=0
ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x1, x» takie, ze (x7 —x2)? <8(m+1).

| sposéb rozwigzania

Zapisujemy warunki, jakie musza by¢ spelnione, aby réwnanie

x?—4dmx—m>+6m?4+m—2=0
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miato dwa rézne pierwiastki rzeczywiste xq, x> takie, ze (x1 —x2)% <8(m+1):

A>0
(x1—x2)* < 8(m=+1).

Obliczamy A=16m?—4(—m? +6m? +m—2).

Nieréwnoéé 16m?—4(—m3+6m?+m—2)>0 jest réwnowazna nieréwnoéci m>—2m?—m+2>0,
czyli (m+1)(m—1)(m—-2)>0.

Zatem me (—1,1)U(2,+00).

Przeksztalcamy nieréwnos¢ x% —2x1%2 —l—x% <8m+38 do postaci x% +2x1%2 +x§ —4x1xy <8m+8.
Ta nieréwno$¢ jest réwnowazna nieréwno$ci (x7+x2)” —4x1x2 < 8m+ 8. Korzystamy ze
wzoréw Viete'a i otrzymujemy x; +x, =4m oraz x; -x2 =—m°> +6m? +m—2, wiec

(4m)? —4 (—m3+6m? + m—2) < §m+8.

Przeksztalcamy te nieréwnosé do postaci 4m> —8m? —12m <0, stad 4m (m—3) (m+1) <0.
Rozwigzaniem nieréwnosci jest m € (—oo,—1)U(0,3).

Zatem réwnanie x? —4mx—m? +6m? +m—2 =0 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x;,
x, takie, ze (x; —x2)? <8(m+1) dla me (0,1)U(2,3).

Il sposéb rozwigzania

Réwnanie x> —4mx—m?> +6m? +m—2=0 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x1 i x3,
gdy A>0.

Obliczamy A =16m?*—4(—m®+6m?+m—2)=4 (m®> —2m* —m+2).
Rozwigzujemy nieréwnosé A > 0.
m?—2m?—m+2>0,
(m+1)(m—1)(m—2)>0.
Zatem me (—1,1)U(2,+00).

Nastepnie wyznaczamy pierwiastki xq,x;:

_4m—\/4(m3—2mZ2—m+2) _4m44/4(m3—2mZ—m+2)

X1 2 y X2 2 .
Woéwczas
Am—=2vVm3—2mZ2—m+2 4m+2vVm3-2mZ—m+2
X1 —X2= — =
2 2
CAm=-2vm3 —2mZ —mA42—4m—-2vVm3 —2m?2 —m+2
- 5 -
—ATME —2m2 — 7
_—4m zm s Vmd_2m2_m+2
i stad

2
(x1 fxz)z = <72\/m372m27m+2) =4 (m372m27m+2).



7 warunku (x; —x2)? < 8(m+1) otrzymujemy nieréwnosé 4 (m> —2m? —m+2) <8(m-+1).
Stad m* —2m? —3m <0, czyli m (m?*—2m—3) <0, m(m+1) (m—3) <0.
Zatem m € (—oo,—1)U(0,3).

Wyznaczamy te wartoéci parametru m, dla ktérych obie nieréwnosci A>01 (x1—x2)% <8(m+1)
sg spelnione: m € (0,1)U(2,3).



Rozdziat 3

Funkcje

W dziale dotyczacym funkcji:

Zdajacy powinien opanowaé¢ umiejetnosci z poziomu podstawowego, rozwigzujac zadania,
w ktorych:

a) okresla funkcje za pomocg wzoru, tabeli, wykresu, opisu stownego,

b) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine i zbidr wartodci, miejsca zerowe, maksymalne
przedziaty, w ktdérych funkcja rosnie, maleje, ma staly znak,

c) sporzadza wykres funkcji spetniajacej podane warunki,

d) potrafi na podstawie wykresu funkcji y =f (x) naszkicowaé wykresy funkcji y==(x+a),
y=~f(x)+a, y=—Ff(x), y==r(—x),

e) sporzadza wykresy funkcji liniowych,

f) wyznacza wzdr funkcji liniowej,

g) wykorzystuje interpretacje wspdtczynnikéw we wzorze funkcji liniowej,

h) sporzadza wykresy funkcji kwadratowych,

i) wyznacza wzér funkcji kwadratowej,

j) wyznacza miejsca zerowe funkcji kwadratowej,

k) wyznacza warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym,

1) rozwigzuje zadania (réwniez umieszczone w kontekscie praktycznym), prowadzace do
badania funkcji kwadratowej,

m) sporzadza wykres, odczytuje wlasnosci i rozwigzuje zadania umieszczone

w kontekscie praktycznym zwigzane z proporcjonalnoscig odwrotna,

n) sporzadza wykresy funkcji wyktadniczych dla réznych podstawi rozwigzuje zadania umiesz-
czone w kontekscie praktycznym

oraz z poziomu rozszerzonego powinien opanowa¢ umiejetnodci, w ktérych majac dany
wykres funkcji y ="f(x) potrafi naszkicowac:

a) wykres funkcji y =|f(x)|,

b) wykresy funkcji y=c-f(x), y="~(c-x), gdzie f jest funkcja trygonometryczna,
c) wykres bedacy efektem wykonania kilku operacji, na przyklad y =|[f(x+2)—3|,
d) wykresy funkcji logarytmicznych dla réznych podstaw,

e) rozwiazuje zadania (réwniez umieszczone w kontekscie praktycznym) z wykorzystaniem
takich funkcji.
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Poziom podstawowy

Zadanie 1. (Matura maj 2011 — zadanie 26 (2 p.))
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f.

A

Yy
4
3
//\\ )
// \y L]
-5 =4 —43 42 -1 1 2 3/4 5 6 7 8 x>

Odczytaj z wykresu i zapisz:

a) zbiér wartodci funkcji f,
b) przedzial maksymalnej dlugosci, w ktérym funkcja f jest malejaca.

Rozwigzanie
Odczytujemy z wykresu zbiér wartosci funkcji: (—2, 3).

Zapisujemy maksymalny przedzial, w ktérym funkcja jest malejgca: (—2,2).

Poziom rozszerzony

Zadanie 2. (Matura maj 2010 — zadanie 3 (4 p.))

Bok kwadratu ABCD ma dtugos¢ 1. Na bokach BC i CD wybrano odpowiednio punkty E
i F umieszczone tak, by |CE| =2|DF|. Oblicz warto$¢ x =|DF|, dla ktdrej pole tréjkata AEF
jest najmniejsze.

| sposéb rozwigzania

2z
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Dtugosci odcinkéw |BE| i |CF| sg réwne: |[BE|=1—2x, |CF|=1—x.
Pole tréjkata AEF jest wiec réwne:

1 1 1,11
PAEF—PABCD_PABE_PECF_PFDA—]_E(]_ZX)_E'ZX'“_X)_EX—X —3xt5

1 1 1
Pole tréjkata AEF jest funkcjg zmiennej x: P (x) =x>— Ex—i— 5 dla x € <0, 2>.
-7 1 1 : .
72 =7 € <0,2>, a parabola o réwnaniu y =x" — 2x+ 5 ma ramiona

skierowane ,ku gérze”, wiec dla x = 7 pole tréjkata AEF jest najmniejsze.

Poniewaz x,, = — 2

Il sposéb rozwigzania

D z F 11—z C
2z
1
E
1—2x
A 1 B

Dtugosci odcinkéw |BE| i |CF| sg réwne: |[BE|=1—2x, |CF|=1—x.
Pole trojkata AEF jest wiec réwne: PAgr =Pascp —Pase —Pecr —PrpA-

Pole tréjkata AEF jest najmniejsze, gdy suma P pdl tréjkatéw ABE, CEF i FDA jest naj-

1-2 %42 1 1
wieksza. Poniewaz Page = Tx, Pcer= % :—x2+x, PADE= EX dla x € <0,2>,
wiec

1 1 1 1
P(x)==(1—2x+2x—2x* +x) = = (—2x* D=—x*+-x+=.
(x) 2( X+ 2x —2x" +x) 2( x“+x+1) X +2x+z
. -5 1 1 o L :
Poniewaz x,, = 5 =7 € (0, 3 ) a parabola o réwnaniu y =—x"+ §X+ 3 ma ramiona

skierowane ,w dét”, wiec dla x = 7 pole P jest najwieksze, a tym samym pole tréjkata AEF
jest najmniejsze.

11l sposéb rozwigzania

Umieszczamy kwadrat ABCD w ukladzie wspélrzednych:



A
Yy
D z F 1—z C
2z
1
E
1-2x
z »
A 1 B g

1
Wtedy A =(0,0), F=(x,1), E=(1,1—2x), gdzie 0 <x < 5
Wyznaczamy pole tréjkata AFE:

P= % [(x—0)(1—2x—0)—(1—0) (1—0)|

N =

|x(1—2x)—1\:%|x—2x2—1’:%‘2x2—x—|—1 :

Poniewaz 2x? —x+ 1> 0 dla kazdej liczby rzeczywistej x, wiec P (x)

_1 1
Poniewaz x,, = — —2

1
> =1 € <0,2>, a parabola o réwnaniu y =x?— §X+ 5 ma ramiona

skierowane ,ku goérze”, wiec dla x = 7 pole tréjkata AEF jest najmniejsze.

1 1
:XZ*EX‘F*.



Rozdziat 4
Ciagi liczbowe

W dziale dotyczacym ciagéw:

Zdajacy powinien opanowaé¢ umiejetnosci z poziomu podstawowego, rozwigzujac zadania,
w ktorych:

a) wyznacza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogdlnym,

b) bada, czy dany ciag jest arytmetyczny lub geometryczny,

c) stosuje wzory na n-ty wyraz i sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego
i ciggu geometrycznego, réwniez umieszczone w kontekscie praktycznym;
oraz z poziomu rozszerzonego powinien opanowa umiejetnosci, w ktérych:
wyznacza wyrazy ciggdw zdefiniowanych rekurencyjnie.

Poziom podstawowy

Zadanie 1. (Préba 2009 — zadanie 30 (2 p.))

m+1 m+3 m+9
4 6 7 12

Wykaz, ze dla kazdego m ciag ( > jest arytmetyczny.

| sposéb rozwigzania

Wystarczy sprawdzié, ze Srodkowy wyraz jest §rednig arytmetyczna pierwszego i trzeciego
wyrazu tego ciagu.

Poniewaz
w42 3m434m+9  4m+12 m+3
2 N 24 24 6 )
L m+1 m+3 m+9) .
wiec clag 7 ¢ 1 jest arytmetyczny.

Il sposéb rozwigzania
m+1 m+3 m+9
e R B
Wystarczy sprawdzi¢, czy réznica pomiedzy drugim i pierwszym wyrazem jest réwna réznicy
pomiedzy trzecim i drugim wyrazem czyli: a; —a; =az—a;.

Mamy a; =

Poniewaz

m+37m+1 _—m+3
6 4 12

a—a; =
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oraz

m+97m+3_7m+3
12 6 12

az—az =

wiec réznice te sa réwne.
m+1 m+3 m+9
4 7 6 ' 12

Zatem ciag ( > jest arytmetyczny.

11l sposéb rozwigzania
Obliczamy réznice ciggu:

m+3 B m+1 2m+6—-3m—3 -—m+3

r=a—a; =

6 4 12 D)
(lub r=as—a 7m+9_m+37m+9—2m—67—m+3)
B ) 6 12 12

Obliczamy trzeci wyraz ciggu, z wykorzystaniem réznicy r:

m+3 n -m+3 2m+6-—m+3 m+9
6 12 12 12
m+1 —m+3 3m+3—-2m+6 m+9

lub as = aj +2r= 2 _ _
(lub as =a) +2r=——+42-—5 12 12

az3=a;+r=

).

Obliczony wyraz a3 jest rowny trzeciemu wyrazowi podanemu w tresci zadania. To konczy
dowdd.

Zadanie 2. (Préba 2010 — zadanie 32 zmodyfikowane (4 p.))

Ciag (x,y,12) jest geometryczny o wyrazach réznych od zera, natomiast ciag (1,x,y—1) jest
arytmetyczny. Oblicz x oraz y i podaj ten ciag geometryczny.

| sposéb rozwigzania

Poniewaz ciag (1,x,y—1) jest arytmetyczny, wiec Srodkowy wyraz jest §rednig arytmetyczna

T+y—1
2

Ciag (x,y,12) jest geometryczny, wiec kwadrat srodkowego wyrazu jest iloczynem wyrazdw

skrajnych. Mamy wiec réwnanie y% =x-12.

wyrazow skrajnych. Mamy wiec réwnanie x = , czyli y =2x.

=2
Rozwigzujemy zatem uktad réwnan Y 5 x
Yy =12x.

Otrzymujemy réwnanie kwadratowe 4x> —12x =0, a stad x =3 lub x=0. Drugie z podanych
rozwigzan nie spelnia zaltozen.

Zatem dla x =3 i y =6 otrzymujemy ciag arytmetyczny (1,3,5) oraz ciag geometryczny
(3,6,12).

Odpowiedz: x =3, y =6, ciagg geometryczny to (3,6,12).
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Il sposéb rozwigzania

1 —1
Z wtasnosci ciggu arytmetycznego otrzymujemy réwnanie x = l, czyli y = 2x, nato-
miast z wlasnosci ciggu geometrycznego o wyrazach réznych od zera otrzymujemy réwnanie
12y

y X
y=2x
Rozwiazujemy uktad réwnan < 12 '
y x

y=2x y=2x
Otrzymujemy kolejno < 12 2x, { 12 2,stqd x=3iy=6.
2x x \2x

Zatem x =3 1y =6, stad otrzymujemy ciag geometryczny (3,6,12).

11l sposéb rozwigzania

T+y—1
2

Ciag (x,y, 12) jest ciagiem geometrycznym o wyrazach réznych od zera i y=2x, zatem iloraz

g tego ciagu jest rowny 2.

Z wtasnoéci ciggu arytmetycznego otrzymujemy réwnanie x = , czyli y=2x.

s . 12 12
Z wtlasnosci ciggu geometrycznego otrzymujemy y = 5= 6 oraz x = T 3.

Zatem x =3 iy =6, stad otrzymujemy ciag geometryczny (3,6,12).

Zadanie 3. (Matura maj 2011 — zadanie 27 (2 p.))

Liczby x, y, 19 w podanej kolejnosci tworza cigg arytmetyczny, przy czym x+y=_38. Ob-
licz x i y.

| sposéb rozwigzania
Liczby x, y, 19 w podanej kolejnosci tworzg cigg arytmetyczny, stad 2y =x+19.

Zapisujemy uklad réwnan

2y=x+19
x+y=3§,

ktérego rozwigzaniem jest x=—11iy=9.

Il sposéb rozwigzania

Liczby x, y, 19 w podanej kolejnosci tworzg cigg arytmetyczny. Niech r bedzie réznica tego
cigguix=ay,y=az=a;+m, 19=az=a; +2r.

Zapisujemy uktad réwnan

ar+a;+r=38
a;+2r=19.

Rozwiagzaniem tego uktadu jest a; =—1, r=10. Stad x=a1=—1,y=a,=9.
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Uwaga

Mozemy réwniez otrzymac nastepujace uktady réwnan:

2a;+1=38 y=x4r
a;+19 lub 19=x+2r
=ai+r
2 x+y=38.

11l sposéb rozwigzania
Wprowadzamy oznaczenia x=a7, y=az, 19=as.

Obliczamy:
Sz3=x+y+19=8+19=27.

Korzystajac ze wzoru na sume trzech poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego, otrzy-
a;+19 327

mujemy réwnanie

Stad a1 =—1, zatem x=—1, y=9.

Poziom rozszerzony

Zadanie 4. (Matura maj 2010 —zadanie 5 (5 p.))

O liczbach a, b, ¢ wiemy, ze ciag (a,b,c) jest arytmetyczny i a+c=10, za$ ciag (a+1, b+4, c+19)
jest geometryczny. Wyznacz te liczby.

| sposéb rozwigzania

Z wlasnosci ciggu arytmetycznego mamy: 2b=a+-c. Stad otrzymujemy 2b =10, czyli b =5.
Korzystamy z wlasnoéci ciggu geometrycznego i zapisujemy réwnanie: (b+4)?=(a+1)(c+19).
Podstawiamy b=51i a=10—c i otrzymujemy réwnanie 9° =(10—c+1)(c+19). Przeksztal-
camy to réwnanie i otrzymujemy réwnanie kwadratowe z niewiadoma c: ¢?+8c—128=0.
Rozwigzaniami tego réwnania s3: ¢1 =8, c; =—16.

Zatem szukanymi liczbami sg: a=2, b=5, c=8 lub a=26, b=5, c=—16.

Il sposéb rozwigzania

Oznaczamy przez a pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego, a przez v rdéznice tego ciagu.
Woéwczas b=a+r, c=a+2r. Wtedy 2a+2r=10, czyli a+r=>5.

Korzystamy z wtasnosci ciggu geometrycznego i zapisujemy réwnanie, np.
(a+1+4)2=(a+1)(a+2r+19),

a nastepnie zapisujemy uktad réwnan:

a+r=>5
(a+r+4)2=(a+1)(a+2r+19).
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7 pierwszego réwnania wyznaczamy a =5—7 i podstawiamy do drugiego réwnania. Otrzy-
mujemy réwnanie kwadratowe z niewiadoma r:

(5—1+1+4)2=(5-1+1)(5—-1+2r+19),
czyli 2 +18r—63=0.
Rozwigzaniami tego réwnania sg: vy =311, =—21.

Nastepnie obliczamy a, b, c.

a=2 a=26
Szukanymi liczbami sa: { b=5 1lub b=5
c=38 c=—16.

Zadanie 5. (Matura maj 2011 —zadanie 5 (4 p.))

O ciagu (x,) dla n > 1 wiadomo, ze:

a) ciag (an) okreslony wzorem a,, =3*" dla n> 1 jest geometryczny o ilorazie q =27,
b) x1+x24...+x70=145.

Oblicz x7.

| sposéb rozwigzania
Korzystamy z wlasnosci ciaggu geometrycznego i zapisujemy rownosc:

_ On+1
an 3xn

Xn+41
— 3 :3Xn+1 —Xn

Zatem 27 =3*"+17*n_ Stad x4 1 —xp=3dlan>1.

Zauwazamy, ze jesli dla dowolnej liczby naturalnej n: xn1 —xn =3, to ciag (x,) jest aryt-
metyczny o réznicy r=3.

Korzystamy z wlasnosci ciggu arytmetycznego i zapisujemy uktad réwnan

{ X1+ (X7 +71)+...+(x1 +971) =145
r=3

10x7 +45r =145
T=3.
réwnania. Otrzymujemy réwnanie z jedna niewiadoma: 10x7 +135=145.

Stad x1 =1.

Doprowadzamy uktad do postaci: { i podstawiamy r =3 do pierwszego

Il sposéb rozwigzania
Korzystamy z warunkéw zadania i zapisujemy réwnogé: 3%1 +x2+--Fx10 — 3145,

Zatem
3¥1.3%2.  .3%10 =3145,

Korzystamy z tego, ze ciag (an) jest geometryczny o ilorazie q =27 i otrzymujemy

3¥1.3%1.27.....3%1.277 =315,



Stad

310)(] '271+2+...+9 :3145
310X1 _33445 — 3145

310x1+135 _ 3145

X1 =1.



Rozdziat 5
Trygonometria

W dziale dotyczacym trygonometrii:

Zdajacy powinien opanowaé¢ umiejetnosci z poziomu podstawowego, rozwigzujac zadania,
w ktorych:

a) wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw ostrych,

b) rozwigzuje réwnania typu sinx = a, cosx =a, tgx =a, dla 0° <x < 90°,

c) stosuje proste zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego,

d) znajac warto$¢ jednej z funkcji trygonometrycznych, wyznacza wartosci pozostatych
funkcji tego samego kata ostrego

oraz z poziomu rozszerzonego powinien opanowaé umiejetnosci, w ktérych:

a) stosuje miare tukowg i miare stopniowg kata,

b) wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata przez sprowadzenie do
przypadku kata ostrego,

c) postuguje sie wykresami funkcji trygonometrycznych przy rozwigzywaniu nieréwnosci
typu sinx < a, cosx > a, tgx > aq,

. S . .2 5 sinx o T
d) stosuje zwigzki: sin” x+cos“x=1, tgx= oraz wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy

katow w dowodach tozsamosci trygonometrycznych,
1

e) rozwiazuje réwnania i nieréwnosci trygonometryczne, na przyklad sin2x= 7 sin® x+cosx=1,

2x < <.
cos2x < 7

Poziom podstawowy

Zadanie 1. (Préba 2009 — zadanie 29 (2 p.))

4 .
Kat o jest ostry i tgoc= 3 Oblicz sin o+ cos .

| sposéb rozwigzania
. . . . sinad 4 . 4
Korzystamy z definicji funkcji tangens i otrzymujemy —— = 3 zatem sinx = 3 cos «. Pod-
cosx
stawiamy te réwnoé¢ do tozsamosci sin? x +cos? « =1 i otrzymujemy

(o) e
gcosoc +cos =1,
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9
tad cos? = —.
a stagd cos™ & 25

3 3 . . . . . .
Zatem cos = 5 lub cos oc:—g. Ujemny wynik odrzucamy, poniewaz zgodnie z warunkami

. 4 . >
zadania kat « jest katem ostrym. Obliczamy warto$¢ funkcji sinox = 5 a nastepnie warto§¢

s 3 7
wyrazenia sin -+ cos X = 5155

. 7
Odpowiedz: sin x+cos o= 5

Il sposéb rozwigzania

2

. . 9 . 2 .2 .25 .
cosoc:Zsmoc, wiec — sin“ a+sin” a =1, czyli Esm a=1.

16
. . 4 . 4 . . . . .
Wynika stad, ze sinx= 5 lub sin oc:—g. Ujemny wynik odrzucamy, poniewaz zgodnie z wa-

. . . . 3 . . 7
runkami zadania kat « jest katem ostrym. Obliczamy cos o= 5 a dalej warto$¢ sin x+cos x= 5

11l sposéb rozwigzania
Rysujemy tréjkat prostokatny, w ktérym oznaczamy diugosci przyprostokatnych przez 3x

1 4x, gdzie x >0 oraz zaznaczamy kat ostry « tak, aby tga = 3

B a

3z

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa i obliczamy diugos¢ przeciwprostokatnej:
(4%)? + (3x)? = 25x°.

Zatem przeciwprostokatna ma diugo$¢ 5x (odrzucamy ujemne rozwigzanie: —5x).
. 4 . 3 . 3 7
Obliczamy warto$ci funkcji sinax=— i cosx=—. Stad sinax+cosax==-+—-=—.
5 5 5 5 5
Zadanie 2. (Matura maj 2010 — zadanie 29 (2 p.))
5
Kat « jest ostry i tgax= 7 Oblicz cos «.

Rozwigzujemy analogicznie jak poprzednie zadanie.
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12
Odp.: =—.
p.: cos 13

Zadanie 3. (Matura maj 2011 — zadanie 28 (2 p.))

sinx  coso

Kat « jest ostry i =2. Oblicz warto§¢ wyrazenia sin « - cos «.

cosx sina

| sposéb rozwigzania
sinx cosx

Sprowadzamy wyrazenie =2 do wspdlnego mianownika i otrzymujemy

cosx sinux

sin? o+ cos? x )
sinx-cosax

1
=2, astad sinx-cosx=—

Korzystamy z tozsamosci sin® or+cos? =11 otrzymujemy 7

sin o - cos o

Il sposéb rozwigzania
Rysujemy tréjkat prostokatny, w ktérym oznaczamy dlugosci przyprostokatnych a i b oraz

Lo a
zaznaczamy kat ostry o taki, ze sinoc=— lub cosx = —.
c c

B a

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa i wyznaczamy dlugoéé przeciwprostokatnej: ¢ =a’+b2.
2,12 2

sinx cosx Y Stacdc—zz.
ab

Poniewaz

b
=2, wiec a + P =2, czyli

osx sino b

—-, wiec sinx-cosox = —.
c?’ ® 2

Poniewaz sin «-cos x =
11l sposéb rozwigzania
Rysujemy tréjkat prostokatny, w ktérym oznaczamy diugosci przyprostokatnych a i b oraz

Lo a
zaznaczamy kat ostry o taki, ze sinoc=— lub cosx = —.
c c
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sinx  coso
+

Poniewaz - =2, wiec otrzymujemy kolejno:
cosx sino

a b a?+b?

=2 & =2 a?+b? =2ab,
stad (a—b)? =0, wiec a=b. Zatem x=45° = ;

2 2
Wtedy sin x =sin45° = % icosax=cos45° = %

2 v2 1

Obliczamy sin - cos x = g : % =5

IV sposéb rozwigzania
sinx cosx

1
=2 zapisujemy w postaci tg o+ v =2.

Wyrazenie -
cosx sina go

Stad tg? a—2tg o+ 1=0.

Zatem tgax=1 i stad o =45°. Obliczamy wartos¢ wyrazenia sin45° - cos45° =

V sposé6b rozwigzania

Zauwazamy, ze suma liczby i jej odwrotnosci jest réwna 2 wtedy i tylko wtedy, gdy ta liczba

V2 V2 1

x . L
jest réwna 1. Zatem tga = SBE g stad & =45°, a wiec sin45°-cos45° = — - — .
cos & 2 2 2

Poziom rozszerzony

Zadanie 4. (Matura maj 2010 — zadanie 2 (4 p.))

Wyznacz wszystkie rozwiagzania réwnania 2cos?x —5sinx —4 =0 nalezace do przedziatu
(0,27).

Rozwiazanie

Przeksztalcamy réwnanie do postaci, w ktérej wystepuje tylko jedna funkcja trygonome-
tryczna:
2(1—sin?x)—5sinx—4 =0.
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Porzadkujemy to réwnanie i wprowadzamy niewiadoma pomocnicza: —2 sin® x—5sinx—2=0,
t=sinx, gdzie t € (—1, 1). Réwnanie przyjmuje teraz postac:

2t24+5t+2=0.

Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe ze zmienng t:

Zauwazamy, ze t1 € (—1,1).
1
Zapisujemy zatem rozwigzania réwnania sinx = ) nalezace do przedziatu (0,27):

x:gn lub X:%T[.

Zadanie 5. (Matura maj 2011 —zadanie 4 (4 p.))

Rozwiaz réwnanie 2sin® x —2sin?x cosx =1—cosx w przedziale (0,27).

| sposéb rozwigzania

Zapisujemy rownanie w postaci

2sin®x (1 —cosx) =1—cosx,

czyli

2sin®x (1—cosx) — (1 —cosx) =0,

(2sin?x—1) (1 —cosx) =0.
Zatem 2sin?x—1=0 lub 1—cosx =0.
Stad otrzymujemy:
2 2
sinx = —5 lub sinx = 5 lub cosx=1.
. . . o 2. 5 7 R R

Rozwigzaniem réwnania sinx =——- jest x= a7 lub x = e (albo: x =225° lub x=315°).

1 3
Rozwigzaniem réwnania sinx = 5 jest x= ik lub x = ik (albo: x =45° lub x =135°).
Rozwigzaniem réwnania cosx =1 jest x =0 lub x =27 (albo: x =0° lub x =360°).

Zatem rozwigzaniami réwnania 2sin® x —2sin® x cosx =1—cosx LEN
1 7
x=01lub X:ZT[ lub x:%n lub x:%ﬂ lub XZZT[ lub x=2mn
(albo: x =0° lub x =45° lub x =135° lub x =225° lub x =315° lub x =360°).

Il sposéb rozwigzania
Zapisujemy réwnanie, w ktérym wystepuje jedna funkcja trygonometryczna:

2 (1 —cos? )—2 (1 —coszx) cosx=1—cosx



i przeksztalcamy do postaci

2—2cos?x—2cosx+2cos®x—1+cosx =0,

2cos®x—2cos® x—cosx+1=0.
Nastepnie zapisujemy to réwnanie w postaci iloczynowej:
(Zcoszx— 1) (cosx—1)=0.

Zatem
2cos?x—1=0 lub cosx—1=0.

Stad otrzymujemy:

cosx:fT lub cosx = g lub cosx=1.

2 3 5
Rozwigzaniem réwnania cosx = —% jest x= ik lub x = 2™ (albo: x =135° lub x =225°).
. . . . 2. 1 7 o o
Rozwigzaniem réwnania cosx = 5 jest x = 17'[ lub x = 17'[ (albo: x=45° lub x =315°).

Rozwigzaniem réwnania cosx =1 jest x =0 lub x =27 (albo: x =0° lub x =360°).

. . ., . .2 .2
Zatem rozwigzaniami réwnania 2sin“ x—2sin“x cosx =1—cosx sa:

1 3 5 7
x=0 lub xfzn lub X*Z,ﬂ lub xfzn lub X—ZT[ lub x =27

(albo: x=0° lub x =45° lub x=135° lub x =225° lub x =315° lub x =360°).



Rozdziat 6

Planimetria

W dziale planimetria:

Zdajacy powinien opanowaé umiejetnosci z poziomu podstawowego, rozwigzujac zadania,
w ktorych:

a) korzysta ze zwiazkéw miedzy katem Srodkowym, katem wpisanym i katem miedzy styczna
a cieciwg okregu,

b) wykorzystuje wlasnodci figur podobnych w zadaniach, w tym umieszczonych
w kontekscie praktycznym,

c) znajduje zwiazki miarowe w figurach plaskich, takze z zastosowaniem trygonometrii,
réwniez w zadaniach umieszczonych w kontekscie praktycznym,

d) okresla wzajemne polozenie prostej i okregu

oraz z poziomu rozszerzonego powinien opanowaé umiejetnosci, w ktorych:

a) stosuje twierdzenia charakteryzujace czworokaty wpisane w okrag i czworokaty opisane
na okregu,

b) stosuje twierdzenie o zwigzkach miarowych miedzy odcinkami stycznych i siecznych,

c) stosuje wlasnosci figur podobnych i jednokladnych w zadaniach, takze umieszczonych
w kontekscie praktycznym,

d) znajduje zwigzki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem twierdzenia sinuséw
1 twierdzenia cosinuséw.

We wszystkich przedstawionych przez nas zadaniach korzystamy z nastepujacych twierdzen
geometrycznych:

1. Suma katéw tréjkata jest réwna 180°.

a) Suma katéw ostrych tréjkata prostokatnego jest réwna 90°.

b) Kat zewnetrzny tréjkata jest réwny sumie katéw wewnetrznych nieprzylegajacych do
niego.

¢) Suma katéw czworokata jest réwna 360°.

Katy wierzcholkowe sg réwne.

Suma katéw przylegltych jest réwna 180°.

Katy przy podstawie tréjkata réwnoramiennego sg réwne.

Katy odpowiadajace i naprzemianlegte przy dwodch prostych réwnoleglych sg réwne.

a) Suma katéw polozonych przy tym samym boku réwnolegloboku jest réwna 180°.

b) Przeciwlegte katy réwnolegloboku sg réwne.

6. Suma dwdch bokdéw tréjkata jest wieksza od boku trzeciego.

7. Boki tréjkata poltozone naprzeciw rownych katéw sa réwne.

g N

Korzystamy takze z trzech cech przystawania tréjkatow.
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Poziom podstawowy

Zadanie 1. (Préba 2009 — zadanie 31 (2 p.))

Tréjkaty ABC i CDE sg réwnoboczne. Punkty A, C i E leza na jednej prostej. Punkty K,
L i M sa $rodkami odcinkéw AC, CE i BD (zobacz rysunek). Wykaz, ze punkty K, L i M
sg wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.

D
M
B
A K c L E
| sposéb rozwigzania
D
M
B
A K c L E

Z treéci zadania wynika, ze | XBAC|=|<DCE|=60°, wiec odcinki AB i CD sg réwnolegte.
Czworokat ACDB jest trapezem. Wynika stad, ze odcinek KM laczy Srodki bokéw nierdw-
nolegtych w tym trapezie, wiec jest réwnolegty do jego podstaw. Wobec tego | XMKL|=60°.

Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy dla trapezu CEDB i wykazujemy, ze tréjkat
KLMjest réwnoboczny.

Il sposéb rozwigzania

Z treéci zadania wynika, ze | XBAC|=|«<DCE|=60°, wiec odcinki AB i CD sg réwnolegle.
Czworokat ACDB jest trapezem. Wynika stad, ze dlugos$¢ odcinka KM jest réwna $redniej
arytmetycznej dtugosci podstaw trapezu i réwna diugosci odcinka KL.

Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy dla trapezu CEDB i wykazujemy, ze tréjkat
KLMjest réwnoboczny.
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11l sposéb rozwigzania

A K CN L E

Prowadzimy odcinek MN prostopadty do prostej AE i oznaczmy |AB|=a oraz |DE|=b.

3 bv3
Ze wzoru na wysokos¢ tréjkata réwnobocznego |BK|= Q\Tf i|DL|= Tf’ ponadto
a b a+b
KL= 5 + 5=
Punkt N jest srodkiem odcinka KL, wigc
1 a+b a+b
KNI=3 =%

Odcinek MN taczy $rodki ramion trapezu prostokatnego LDBK, wiec

a3, b3
|MN|=|BK|—~Z_|DL|= 2 ; 2 :(G+Z)\/§:|KN|\@’

co oznacza, ze tréjkat KNM jest ,,potowa tréjkata réwnobocznego”, wiec trdjkat KLM jest
réwnoboczny.

Uwaga

Zamiast wyznaczania zwigzku miedzy dlugosciami odcinkéw MN i KN mozemy tez obliczyé
dtugos¢ boku KM (lub LM) z twierdzenia Pitagorasa:

2 2
IMK[? = [KNJ +[MNJ? = (azb) 4 <(“+Z)\@> _

2 2 2 2
_ a+b 43 a+b _4 a+b _ (a+D) ’
4 4 4 4

stad

IMK| =

Zatem

b
IMK| = |ML| = [KL| = 22
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IV sposéb rozwigzania

Umieszczamy oba tréjkaty w ukladzie wspdlrzednych, tak jak na rysunku, i oznaczamy:
AB =4a, CE=4b.

M

v

Wtedy A = (—2a,0), B= (o,za\/g), C=(2a,0), L= (2a+2b,0), D= (2a+2b, Zb\@) oraz
E=(2a-+4b,0).

Punkt M to $rodek odcinka BD, wiec M = (a—|—b,a\/§+b\/§> = <a+b, (a+Db) \@)

3+bv3 .
Prosta KM ma wspotczynnik kierunkowy réwny a\[ib\[ = \/g, wiec jest nachylona do
a

osi Ox pod katem 60°. Wspdiczynnik kierunkowy prostej ML jest réwny
b)v3-0 b)V3
(a+b)V3 (a+ )\ff_\@)

(a+b)—(2a+2b) —(a+b)

co oznacza, ze kat nachylenia prostej ML do osi Ox jest réwny 120°, wiec kat MLK ma
miare 60°. Stad wnioskujemy, ze tréjkat KLM jest réwnoboczny.

Zadanie 2. (Préba 2009 — zadanie 34 (4 p.))

Pole tréjkata prostokatnego jest réwne 60 cm?. Jedna przyprostokatna jest o 7 cm dluzsza
od drugiej. Oblicz dlugos¢ przeciwprostokatnej tego tréjkata.

| sposéb rozwigzania
Oznaczamy: a, b—dlugosci przyprostokatnych danego tréjkata.

Zapisujemy uktad réwnan

a=b+7
1

E a-b=60.
1
Otrzymujemy réwnanie z jedng niewiadomga 3 (b+7)b=60, ktérego rozwigzaniami sg liczby
b=38 oraz b=-15.

Odrzucamy rozwigzanie ujemne, gdyz b jest dlugosciag odcinka. Zatem b=8, a=8+7=15.
Obliczamy dlugo$é przeciwprostokatnej ¢ = /a2 +b2 =1/82 4152 =1/289 =17.
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Odpowiedz: Przeciwprostokatna ma dtugos¢ 17 cm.

Il sposéb rozwigzania

Wykonujemy rysunek tréjkata z oznaczeniami lub wprowadzamy oznaczenia wynikajace
z tresci zadania:

a+7 b

1 1
Zapisujemy réwnanie: Ea(a+7) =60 lub zb(b—7) =60.

Rozwigzujemy otrzymane réwnanie:
ala+7)=120
a’+7a—120=0
a;=8 Iub a,=-15

lub

b(b—7)=120
b2—7b—120=0
b1:15 lub b2:—8.

Odrzucamy rozwiazanie ujemne jako sprzeczne z warunkami zadania.

Obliczamy ditugosci przyprostokatnych, a nastepnie dlugos$¢ przeciwprostokatnej trdjkata:
c=17.

11l sposéb rozwigzania

Wykonujemy rysunek tréjkata z przyjetymi oznaczeniami lub wprowadzamy oznaczenia
wynikajace z treici zadania

a+7
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Stosujemy wzdr Herona na pole tréjkata i zapisujemy réwnanie

Vplp—a)(p—a—=7)(p—c) =60,

1
gdzie pzz(a+a+7+c).

Przeksztalcamy otrzymane réwnanie:

2a+74+c 74c c—7 2a+7—c
(77) () () () e

(2a+74+c¢c)(2a+7—c)(7+c)(c—7)=3600-16,
((2a+7)? —c?)(c*—49) =3600-16.

2

7 twierdzenia Pitagorasa wynika, ze ¢ =a®+(a+7)?. Stad otrzymujemy

(2a®+14a)? =3600-16.

Stad
20’ +14a=60-4 lub 2a’+14a=—60-4 (réwnanie sprzeczne).
Zatem mamy réwnanie a’+7a—120=0, stad a=—15 lub a=38.
Odrzucamy rozwiazanie ujemne jako sprzeczne z warunkami zadania i obliczamy dlugo$c
przeciwprostokatnej tréjkata: c=17.
IV sposéb rozwigzania

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

a+7

Ze wzoru na pole tréjkata mamy —h-c=60. Poniewaz h? =x(c—x), wiec dostajemy réwnanie

2
1207
2 =cx—x?, stad 120% =xc3 —x?c?, czyli 120% =xc(c?—xc). Ale xc =a?, wiec w rezultacie
otrzymujemy

1202 = a?(c? —a?).
7 twierdzenia Pitagorasa ¢ =a”+(a+7)?%, wigc dostajemy réwnanie
1202 =a?(a’+(a+7)2—a?).

Stad
1202 =a?(a+7)?,

(ala+7))*>—120% =0,
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(a(a+7)—120)(a(a+7)+120) =0,
ala+7)—120=0 1lub a(a+7)+120=0,
120=a(a+7) lub 120=—a(a+7).

Drugie z tych réwnan jest sprzeczne, wiec otrzymujemy jedno réwnanie: a(a+7) =120, czyli
a’+7a—120=0. Zatem a=—15lub a=38.

Odrzucamy rozwigzanie ujemne jako niezgodne z warunkami zadania i obliczamy dlugosc
przeciwprostokatnej tréjkata: c=17.

Zadanie 3. (Matura maj 2010 —zadanie 28 (2 p.))

Tréjkaty prostokatne réwnoramienne ABC i CDE sa potozone tak jak na ponizszym rysunku
(w obu tréjkatach kat przy wierzchotku C jest prosty). Wykaz, ze |AD|=|BE|.

C

Rozwigzanie
Dorysowujemy odcinki AD i BE. Uzasadniamy, ze tréjkaty ACD i BCE sa przystajace:
e |AC|=|BC]|, bo tréjkat ABC jest réwnoramienny;

e |CD|=|CE]|, bo tréjkat CDE jest réwnoramienny;
e XACD|=90°—|xDCB|=|XBCE|

Tréjkaty ACD i BCE sag wiec przystajace (cecha przystawania bkb), zatem |[AD|=|BE|.

Uwaga

Mozemy zauwazy¢, ze tréjkat CBE powstaje z tréjkata CAD przez obrét wokél punktu C
o kat 90° w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.

Zadanie 4. (Matura maj 2010 —zadanie 31 (2 p.))

W trapezie prostokatnym ABCD krétsza przekatna AC dzieli go na trdjkat prostokatny
i tréjkat réwnoboczny. Dluzsza podstawa trapezu jest réwna 6. Oblicz obwdd tego trapezu.
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Rozwigzanie

o)
Q

m i

A

Prowadzimy wysoko$¢ CE tréjkata réwnobocznego ABC. Wéwczas |AE|=31istad |CD|=|AE|=3.
Nastepnie |BC| =|AB| =6 oraz [DA|=|CE| =33. Stad obwdd trapezu jest réwny

6+6+34+3vV3=15+3V3.

Zadanie 5. (Matura maj 2011 —zadanie 29 (2 p.))

Dany jest czworokat ABCD, w ktérym AB || CD. Punkt E lezy na boku BC oraz [EC|=|CD|
i |[EB|=|BA|. Wykaz, ze kat AED jest prosty.

| sposéb rozwiagzania

A

Niech | XCED|=o 1| XAEB|=p.

Poniewaz tréjkat DCE jest réwnoramienny i [EC|=|CD|, wiec | X EDC|=|£CED|=«. Zatem
|¥DCE|=180°—2c. Podobnie, poniewaz tréjkat ABE jest réwnoramienny i |<AEB|=|XEAB|=4,
wiec | XABE|=180°—24.

Katy ABE i DCE sag katami wewnetrznymi trapezu ABCD i | <DCE|+|XABE|=180°.
Stad 180° —2a+180° —23 =180°, czyli 2a+2p =180°, wiec o+ =90°. Zatem

| XAED|=180°—| ¥ CED|—| XAEB| =180° — a— f = 180° — (ax+ ) = 90°.
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Il sposéb rozwigzania

A

Niech | ¥CED|=« i | XAEB|=p.
Tréjkaty DCE i ABE sg réwnoramienne. Zatem | <EDC|=|«CED|=« oraz | XAEB|=|XEAB|=p.
Dorysowujemy w danym trapezie odcinek EF réwnolegly do podstaw trapezu ABCD.

Katy naprzemianlegte CDE i DEF majg réwne miary, zatem | <EDC|=|<DEF| = «. Analo-
gicznie | XEAB|=| XAEF| =p.

Zatem | ¥BEC|=180° =2« +2f3, wiec o+ =90°.
Stad |[<AED|=90°, co koniczy dowdd.

11l sposéb rozwigzania

A

Niech | £ABC|=«, stad | xBCD|=180° — .
Poniewaz |CE|=|CD| i [EB|=|BA|, wiec tréjkaty DCE i ABE s3a réwnoramienne.
180° —«

Zatem | XAEB|=|XEAB|= >

:90°—% oraz | XEDC|=| ¥CED| = %



Poziom rozszerzony 55

Dorysowujemy w danym trapezie odcinek EF réwnolegly do podstaw trapezu ABCD. Za-

chodzi réwnosé: |XEDC| =|¥CED| = |¥DEF| = % i |XAEB|=|XEAB| = |XAEF|=90° — % .

Stad otrzymujemy |<AED|=|<AEF|+|<DEF| =90°— % + % =90°.

IV sposéb rozwigzania

N
&l

E

B
A B

Niech | XCED| = i | XAEB| = .

Poniewaz tréjkat DCE jest réwnoramienny i [EC| =|CD|, wiec | xEDC|=| < CED|= «x. Po-
dobnie, poniewaz tréjkat ABE jest réwnoramienny, wiec | XAEB|=| XEAB|=.

Katy ADC i BAD sa katami wewnetrznymi trapezu ABCD i |[<ADC|+|<BAD|=180°.
Stad [XADE|+|XEAD|=180°—(x+ ).
Zatem w tréjkacie DAE mamy:

|[<XAED|=180°—(180° — (x+3)) = o+ .

Stad |[XBEC|=180° =|xDEC|+|XAED|+|XAEB|=2x+28, czyli o+ =90°.
Zatem |[XAED|=90°.

Poziom rozszerzony

Zadanie 6. (Matura maj 2010 — zadanie 9 (4 p.))

Na bokach BC i CD réwnolegloboku ABCD zbudowano kwadraty CDEF i BCGH (zobacz
rysunek). Udowodnij, ze |AC|=|FG]|.
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Rozwigzanie

Czworokat ABCD jest réwnolegtobokiem, czworokat D CFE jest kwadratem, wiec |AB|=|CD|=|CF|.
W kwadracie CBHG odcinki BC i CG sg réwne.

Niech « oznacza kat ABC danego réwnolegtoboku. Wéwczas | <BCD|=180° —«. W kwadra-
tach CDEF oraz CBHG mamy | <DCF|/=|£BCG|=90°, wiec

| XFCG|=360°—(180° — o) —90° —90° = x =| £ ABC]|.

W tréjkatach ABC i FCG mamy zatem: |AB|=|CF|, |IBC|=|CG| oraz |[<FCG|=|<ABC]|. Stad
tréjkaty ABC i FCG sa przystajace (cecha bkb). Zatem |AC|=|FG|.

Zadanie 7. (Matura maj 2011 —zadanie 6 (4 p.))

Podstawa AB tréjkata réwnoramiennego ABC ma dlugosé 8 oraz |£BAC|=30°. Oblicz
dlugos¢ srodkowej AD tego tréjkata.

| sposéb rozwigzania

1
Z tresci zadania mamy, ze |BD|= 3 IBC|i|<ABC|=30° oraz |BE|=4.

c
D
. 30°
A E B
y . o _ IBE|
Z tréjkata prostokatnego BEC otrzymujemy: cos30° = Bal
4 3 8 4
Zatem —— =—. Stad |[BC|=— 1 |BD|=—.
BC 2 7H V3 V3
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Obliczamy |AD|, stosujac twierdzenie cosinuséw dla tréjkata ABD:
IAD|* =|AB|* +|BD|*—2|AB|-|BD|-cos ¥xABD,

4\? 4 3
T E AR
AD V3 V3 2
\AD|2:64+%6—32:]67'7.

Stad

7 4
AD| =4/ % =2 V1.
|AD| 373

Il spos6b rozwigzania

Wprowadzamy oznaczenia: x — dlugo$¢ ramienia tréjkata ABC, y — dlugoé¢ srodkowej AD
tego tréjkata.

Zapisujemy twierdzenie cosinuséw dla tréjkata ABC, gdzie |[<ACB|=120°:

1
8% =x? +x? —2x?cos 120°. Poniewaz cos 120° = 3 wiec mamy réwnanie: 3x? = 64.

8 1
——, bo x> 0. Poniewaz |CD|= =x, wiec |[CD|=—.
V3 2
Obliczamy |AD| stosujac twierdzenie cosinuséw dla tréjkata ADC:

() ) ()

Stad otrzymujemy rozwiazanie x =

S

Stad otrzymujemy y = Lﬁ = @
111 sposéb rozwigzania
c
T D
30°
A B

Wprowadzamy oznaczenia: x — dlugos¢ ramienia tréjkata ABC, y — dlugos¢ srodkowej AD
tego tréjkata.
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6. Planimetria

Zapisujemy twierdzenie cosinuséw dla tréjkata ABC, gdzie |[<ABC|=30°:

x?>=8%+x*>—2-8 x-cos30°.

V3

Przeksztalcamy réwnanie do postaci: 64=2-8-x- 5

8 1 4
Stad otrzymujemy: x = —. Poniewaz |[BD| = =x, stad |[BD|=—.
a ymujemy /3 3 a /3

Obliczamy |AD|, stosujac twierdzenie cosinuséw dla tréjkata ABD:

282+<4>22-8~4-<:os3>0O
Y V3 V3
4 \? 4 3 16 112
:82+<) 2.8 — —=64+—=——-32=—.
V3 V3 2 3 3
Stad otrzymujemy y = @
IV sposéb rozwigzania
c
D
30°
A E F B

Z tresci zadania wynika, ze |AE|=|EB|=4. Poniewaz DF|| CE i D jest $rodkiem odcinka BC,

to F jest érodkiem odcinka EB. Stad |FB|=2.

Tréjkat BDF jest ,polowg” tréjkata réwnobocznego o wysokosci FB, wiec |[FB| =

FB| 2

Stad |DF|= = = —.
ad |DF| B

2|DF|V3
—

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ADF obliczamy diugos¢ srodkowej AD:

— 4/ 2 Zsz =4/ f‘lile =

V sposéb rozwigzania

| 30°
A E B

Z tresci zadania wynika, ze |[AE|=|EB|=4. Tréjkat CEB jest ,potowa” tréjkata réwnobocz-

EB| 4
. Stad |CE|= —~ = —.
ad |CE| V3 V3

2|CE[vV3
nego o wysokosci EB, wigc |[EB|= %[
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2 1
Z twierdzenia o §rodku ciezko$ci tréjkata wynika, ze [AS|= 3 |[AD|1|SE|= 3 |CE|=

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ASE mamy:

2 2
IAS|* = |AE[* +[SE[*, cayli <§|AD|) _42+< 4 ) )

3V3
Stad
4 2 16 .4 5, 448
—|AD|" =16+ — li —|AD|" =—=.
9\A | 6+27, czy19|A | 77
Zatem /AT
112 7 4V21
AD|=4\/—=4/z=——.
A1 [ =4 3="5
VI sposéb rozwigzania
c
D
30°
A E B

Z tresci zadania wynika, ze |AE| =|EB| =4. Tréjkat CEB jest ,polowa” tréjkata réwno-

8 —
bocznego o wysokosci EB, wiec |BC| = % =|AC|. Zaznaczamy punkt F tak, ze AD = lﬁ:
Otrzymujemy réwnolegtobok ABFC (zobacz rysunek),

c

w ktérym | XABF|=150°, |BF|=|AC| i |AF|=2|AD|. Stosujemy twierdzenie cosinuséw w tréj-
kacie ABF.

(2-]AD|)? = |AB|* 4 [BF|> —2:|AB|- [BF| - cos 150°.

Stad

64 8 V3 7
4. ADPP =64+ ——2-8 — | —— | =64-=
|AD| +3 ﬁ( 2) 3

16-7

D’ =——

|AD| 3
AD|= 2V2!

3



Zadanie 8. (Matura maj 2011 — zadanie 10 (3 p.))

Dany jest czworokat wypukly ABCD niebedacy réwnolegtobokiem. Punkty M, N sa odpo-
wiednio §rodkami bokéw AB i CD. Punkty P, Q sg odpowiednio §rodkami przekatnych AC
i BD. Uzasadnij, ze MQ || PN.

Rozwigzanie

c

D

L
P

A M B

Poniewaz punkty N i P sg $§rodkami bokéw DC i AC tréjkata ADC, wiec NP || AD.
Punkty M i Q sg S§rodkami bokéw AB i DB tréjkata ABD, wigc MQ || AD.
Zatem NP | MQ.



Rozdziat 7
Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej

W dziale geometria na ptaszczyznie kartezjanskie;j:

Zdajacy powinien opanowaé umiejetnosci z poziomu podstawowego, rozwigzujac zadania,
w ktorych:

a) wykorzystuje pojecie uktadu wspdlrzednych na plaszczyznie,

b) podaje réwnanie prostej w postaci Ax+By+C =0 lub y=ax+b, majac dane dwa jej
punkty lub jeden punkt i wspdtczynnik a w réwnaniu kierunkowym,

c) bada réwnoleglos¢ i prostopadtos¢ prostych na podstawie ich réwnain kierunkowych,

d) interpretuje geometrycznie uktad dwéch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi,

e) oblicza odleglodci punktéw na plaszczyznie kartezjariskiej,

f) wyznacza wspéirzedne $rodka odcinka,

g) postuguje si¢ réwnaniem okregu (x — a)’+(y—b)* =12

oraz z poziomu rozszerzonego powinien opanowaé umiejetnosci, w ktérych:

a) interpretuje geometrycznie nieré6wno$¢ liniowa z dwiema niewiadomymi i uklady takich
nieréwnosci,

b) rozwigzuje zadania dotyczace wzajemnego polozenia prostej i okregu, oraz dwdéch okre-
gbéw na plaszczyznie kartezjanskiej,

c) oblicza odlegtosé¢ punktu od prostej,

d) opisuje kola za pomoca nieréwnodci,

e) oblicza wspdlrzedne oraz dlugos¢ wektora; dodaje i odejmuje wektory oraz mnozy je
przez liczbe,

f) interpretuje geometrycznie dzialania na wektorach,

g) stosuje wektory do rozwigzywania zadan, a takze do dowodzenia wlasnosci figur,

h) stosuje wektory do opisu przesuniecia wykresu funkcji.

Poziom podstawowy

Zadanie 1. (Préba listopad 2009 — zadanie 28 (2 p.))

W uktadzie wspétrzednych na plaszczyznie punkty A =(2,5) i C=(6,7) sa przeciwlegtymi
wierzchotkami kwadratu ABCD. Wyznacz réwnanie prostej BD.
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| sposéb rozwigzania

7—5 1
Obliczamy wspdlczynnik kierunkowy prostej AC: aac = = a nastepnie wyznaczamy
wspoélczynnik kierunkowy prostej BD prostopadtej do AC: agp =—2.
. 2+6 5+7 )
Wyznaczamy wspdirzedne srodka S odcinka AC: S = %, % =(4,6) i wyznaczamy

réwnanie prostej o wspdlczynniku kierunkowym —2, przechodzacej przez punkt S.

Odpowiedz: y=—2x+14.

Il sposéb rozwigzania
Wykonujemy rysunek w prostokatnym ukladzie wspoélrzednych, zaznaczajac punkty A i C.

A

y
9::
D=(3,8)
8+ .
7+ ¢ ('=(6,7)
6+ 3
S=(4,6)
51 o
A=(2,5)
4 .
B=(5,4)
3::
2::
1::
| z
-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N

Na podstawie wyznaczonych punktéw okres§lamy wspétrzedne §rodka odcinka AC: S=(4,6),
a nastepnie zaznaczamy punkty B=(5,4) i D =(3,8).

Wyznaczamy réwnanie prostejBD w dowolnej postaci, np. y=—2x+14. W szczegdlnosci,
mozemy znalezé punkty przeciecia prostej BD z osiami ukladu wspdlrzednych i zapisaé réw-

nanie odcinkowe — + 4= 1. Mozemy réowniez odczytaé z rysunku wspotczynnik kierunkowy

prostej BD i punkt przeciecia z osig Oy.
11l sposéb rozwigzania

Wyznaczamy réwnanie symetralnej odcinka AC, np.

(xc —xA)x+(Yc—ya)y—(xc—xa)xs—(yc—ya)ys =0,

gdzie: A=(xa,ya), C=(xc,yc)iS=(xs,ys) jest srodkiem odcinka AC. Symetralng odcinka
AC jest prosta o réwnaniu 2x+y—14=0. Ta prosta przechodzi przez punkty B i D.

IV sposéb rozwigzania
Obliczamy wspétrzedne wektora A—C) =1[4,2].
Zapisujemy réwnanie prostej BD wynikajace z iloczynu skalarnego dwéch wektoréw: 4-x'+2y’ =0,

gdzie x' =x—xs oraz y' =y—ys, 4 (x—xs)+2(y—ys) =0, gdzie S = (xs,ys) jest srodkiem
przekatnej AC.
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Obliczamy wspotrzedne $rodka kwadratu ABCD: S = (4,6).

Wyznaczamy réwnanie prostej BD w postaci np. y=—2x+14.

V sposéb rozwigzania
Wyznaczamy wspdlrzedne wektora }ﬁ =[4, 2] oraz wektora do niego prostopadlego, np. [—2,4].
Zapisujemy réwnanie parametryczne prostej prostopadtej przechodzacej przez punkt S=(4,6)

x=4-2t
—4 j D:
Srodek przekatnej kwadratu ABC { y =614t

Wyznaczamy réwnanie prostej BD w dowolnej postaci, przeksztatcajac uktad réwnan, np.
y—6+2(x—4)=0.

VI sposéb rozwigzania

Na podstawie wspétrzednych punktéw A =(2,5) i C=(6,7) zapisujemy réwnos¢ odleglosci
od punktu P=(x,y), gdzie P jest dowolnym punktem lezacym na symetralnej odcinka AC:
(x=2)*+(y—5)* = (x—6)*+(y—7)*.

Wyznaczamy réwnanie prostej BD w postaci np. y=—2x+ 14.

Zadanie 2. (Préba listopad 2009 — zadanie 33 (4 p.))

Punkty A=(2,0) i B=(12,0) sg wierzchotkami tréjkata prostokatnego ABC o przeciwprosto-
katnej AB. Wierzcholek C lezy na prostej o réwnaniu y =x. Oblicz wspélrzedne punktu C.

| sposéb rozwigzania

Punkt C lezy na prostej o réwnaniu y =x i na okregu, ktérego srodkiem jest §rodek prze-
ciwprostokatnej, a promien jest réwny potowie dlugosci tej przeciwprostokatnej.

Obliczamy dlugo$é przeciwprostokatnej AB: |AB|= \/(1 2—-2)2+(0—0)2=10.

Wyznaczamy wspoélrzedne $rodka przeciwprostokatnej: S= (7, 0).

Zapisujemy réwnanie okregu: (x—7)% +y? =25.

Rozwigzujemy uklad réwnan {y - .
(x—7)>4+y?>=25

Otrzymujemy réwnanie z jedna niewiadoma: x> —7x+12=0.

Rozwigzaniem tego réwnania sg liczby: x1 =4, x, =3.

Odpowiedz: Warunki zadania spetniajg dwa punkty: C =(4,4) oraz C = (3,3).

Il sposéb rozwigzania

Oznaczamy wspoélrzedne punktu C przez (x,y). Wtedy

AB|=1/(12-2)2 +(0—0)2 =10,
ACI= 1/ (x—2)2+(y—0)2,

BCI=1/(x—12)2 + (y—0)2.
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Tréjkat ABC jest prostokatny, wiec spelniona jest réwnosé |AC|2 +|BC|? =|AB|?, czyli
(x—2)2+y?+ (x—12)> +y2 =102
Punkt C lezy tez na prostej o réwnaniu y =x, zatem, aby obliczy¢ jego wspolrzedne, roz-
wigzujemy uktad réwnan:
(x—2)> 4y +(x—12)2 +y? =10?
Yy=x
X2 —Ax+44x% +x* —24x+ 144 4-x> =100
X*—7x+12=0
X1 24, X2 =3.

Odpowiedz: Warunki zadania spelniajg dwa punkty: C = (4,4) oraz C =(3,3).

11l sposéb rozwigzania

Oznaczamy wspoirzedne punktu C przez (x,y). Punkt C lezy na prostej o réwnaniu y=x
1 jednoczesnie jest poczatkiem dwdch wektordw prostopadiych CA i CB.

— =
Wyznaczamy wspdlrzedne wektorow CA i CB:

CA = 2—x,—yl, CB= 12—x,—yl.

Rozwigzujemy uklad réwnan
Yy=x
(2—=x)(12=x)+(—y)(—y) =0

y=x
{24—2x—12x+x2+y20
2x? —14x424 =0
x?—7x+12=0
x1 =3, x2=4.

Odpowiedz: Warunki zadania spetniajg dwa punkty: C =(4,4) oraz C=(3,3).

IV sposéb rozwigzania
Punkt C lezy na prostej o réwnaniu y =x, wiec C=(x,x).

A

y=z

Q

Y
5
4
3
2

1

|
—
]
ES
o4
w

5 6 7 8 9 10 11 12 13

NP O RO HPEPHoN Bty
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Punkt D jest spodkiem wysoko$ci poprowadzonej z wierzchotka kata prostego na przeciwpro-
stokatng AB, wiec D=(x,0). Korzystajac ze zwiazkéw miarowych w tréjkacie prostokatnym
otrzymujemy zaleznoéé |CD|?=|AD||DB]. Dtugosci tych odcinkéw to: [CD|=|x|, |AD|=[x—2|,
IDB|=12—x].

Otrzymujemy réwnanie x| =|x—2|-]12—x| dla x € (2,12), czyli
x? =14x—24—x2,

x?—7x+12=0,
x1 =4, x2=3.

Odpowiedz: Warunki zadania spetniajg dwa punkty: C =(4,4) oraz C = (3,3).

V sposdéb rozwigzania

Zapisujemy uklad réwnan zlozony z réwnania prostej y=x oraz réwnan pekéw prostych
przechodzacych odpowiednio przez punkty A i B.

Przeksztalcamy uklad réwnan do réwnania z niewiadoma a:

2a 12 2a

a(l—a)  a 1—(120'

Przeksztalcamy réwnanie wymierne do réwnania kwadratowego: a’—5a+6=0, skad otrzy-
mujemy 2 rozwigzania: a=2 lub a=3.

Otrzymujemy wspélrzedne dwéch punktéow spelniajacych warunki zadania, odpowiednio
C=(4,4) oraz C=(3,3).

Zadanie 3. (Matura maj 2011 — zadanie 31 (4 p.))

Okrag o $rodku w punkcie S =(3,7) jest styczny do prostej o réwnaniu y=2x—3. Oblicz
wspoirzedne punktu stycznosci.

| sposéb rozwigzania
Wspétczynnik kierunkowy m prostej prostopadtej do prostej o réwnaniu y=2x—3 jest réwny
1

m=—-.

2
Zapisujemy réwnanie prostej prostopadlej do stycznej i przechodzacej przez punkt S=(3,7):
17
=—=x+—=.
Y=72%13

Zapisujemy i rozwigzujemy ukltad réwnan:

y=2x—3
1 17

y :_EX"_ 7»
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1 17

—ix—i-? =2x-3,
X_23
=%

Stad y= %

23 31
Zatem punkt stycznoéci ma wspdlrzedne ( )

Il sposéb rozwigzania

Obliczamy odleglos¢ d srodka okregu S =(3,7) od prostej o réwnaniu 2x—y—3=0:

Cl6-7-3 4
VA+T V5

Punkt P =(x,2x—3) jest punktem styczno$ci okregu o $rodku w punkcie S=(3,7) i prostej
y=2x—3. Zatem |PS|=d oraz |PS|= \/(x—3)2 +(2x—10)2.

4 1
Przeksztalcamy réwnanie \/(x73)2 +(2x—10)2 = — do postaci 5x* —46x + 109 — €6 =0.

V5
Rozwiazujemy réwnanie 5x% —46x + 1 055 =0.
23
Stad x=—.
aa x 5

23 31
Zatem punkt stycznoéci ma wspdlrzedne: P= (5 )

11l sposéb rozwigzania
Punkt P =(x,y) jest punktem stycznosci okregu o §rodku S =(3,7) i prostej y=2x—3.

(x—3)2+(y—7)2=r2
y=2x—3.

Przeksztalcamy uklad réwnan do réwnania kwadratowego z niewiadoma x:

Zapisujemy uklad réwnan: {

(x—3)%+(2x—10)2 =12,
5x% —46x+109—12 =0.
Zapisujemy warunek A =0, dla ktérego okrag ma jeden punkt wspdlny z prosta y=2x—3
i obliczamy v
4 1
A=—64+20r% 20rP—64=0, 20r°=64, 1>= %o = ;

Rozwigzujemy réwnanie:

1
5x2—46x+109—€6=0,
5x2—46x+105%:0,

23

X=—
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23 31
Zatem punkt stycznosci ma wspolrzedne: P = <53, 35>
Zadanie 4. (Préba listopad 2010 — zadanie 33 (4 p.))

Punkty A =(1,5), B=(14,31), C=(4, 31) sg wierzchotkami tréjkata. Prosta zawierajaca
wysoko$¢ tego tréjkata poprowadzona z wierzchotka C przecina prosta AB w punkcie D.
Oblicz dtugos¢ odcinka BD.

| sposéb rozwigzania

Wyznaczamy réwnanie prostej AB: y=2x+3.

1
Wyznaczamy réwnanie prostej CD, prostopadlej do prostej AB: y= _§X+33'

Obliczamy wspéirzedne punktu D: D =(12,27).
Obliczamy dlugoéé odcinka BD: [BD|=2v/5.

Il sposéb rozwigzania
Wyznaczamy réwnanie prostej AB: y=2x+3.
1
Wyznaczamy réwnanie prostej CD, prostopadtej do prostej AB: y :—2x+33, czyli x+2y—66=0.

Obliczamy odlegtos¢ punktu B =(14,31) od prostej CD o réwnaniu x+2y—66 =0:
[14+2-31—66]
V5

11l sposéb rozwigzania

—2/5, wiec |BD|=2V/5.

Wyznaczamy réwnanie prostej AB: y=2x+3.
Obliczamy odlegto$¢ punktu C=(4,31) od prostej AB o réwnaniu 2x—y+3=0:
|2-4—31+3] 20
ICD|=———F—F—=—.
V5 V5
Obliczamy diugo$¢ odcinka CB: |CB|=10.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkagta CDB i obliczamy dtugo$¢ odcinka BD:

2 2
(;5) +|BD|* =102, wiec |BD| =2V/5.

IV sposéb rozwigzania

Obliczamy dlugo$¢ odcinka CB oraz wysoko$¢ tréjkata ABC opuszczong z wierzchotka A:
|CB|=10, ha =26.

10-26
Obliczamy pole tréjkata ABC: Pagc = —5 = 130.
Obliczamy dlugoéé odcinka AB: |AB|=/845=13/5.
AB|-|CD 1 -|CD
Pole tréojkata ABC mozemy zapisaé nastepujaco: Pagc :M. Zatem M =130.

Stad |CD|=4/5.
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Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata CDB i obliczamy diugo$¢ odcinka BD:
2
(4\/5) +BD]* =102, wiec [BD| =2v/5.

V sposéb rozwigzania
Obliczamy diugosci wszystkich bokéw tréjkata ABC: |AB|=+v845, |AC|=v685, |[CB|=10.
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéw CDB i ADCi zapisujemy ukiad réwnan:

ICB|* =|BD|* +|CDJ?
ICA> = (JAB|—[BD|)* +|CDJ?.

Wyznaczamy \CD\Z 7 pierwszego réwnania i podstawiamy do drugiego réwnania. Otrzymu-
jemy:

(\/@)2 - (\/%—IBDI)2+1OZ—|BD|Z.

Stad |BD|=2V/5.

Poziom rozszerzony

Zadanie 5. (Matura maj 2010 —zadanie 7 (6 p.))

Punkt A =(—2,5) jest jednym z wierzchotkdéw tréjkata réwnoramiennego ABC, w ktdrym
|AC| = |BC]|. Pole tego tréjkata jest réwne 15. Bok BC jest zawarty w prostej o réwnaniu
y=x+1. Oblicz wspdlrzedne wierzchotka C.

| sposéb rozwigzania

. . . . |—2—5+1]
Obliczamy odlegtoéé punktu A od prostej o réwnaniu x —y+1=0: d=———— =3v/2.
y g P p ] Yy NoEn]
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Obliczona odlegtos¢ d jest réwna wysokosci tréjkata ABC poprowadzonej do boku BC.
Znamy pole tréjkata ABC, wiec obliczamy diugos¢ boku BC.

Pagc =15,
1
5d-BCI=15,
30
BC =5v/2.
BCl= 3v2

Punkt C=(x,y) lezy na prostej o réwnaniu y=x+1, zatem C=(x,x+1).

Poniewaz |AC|=|BC]|, wiec korzystajac ze wzoru na dlugo$¢ odcinka, zapisujemy réwnanie:

\/(x+2)2 +(x+1-5)>=5v2
Rozwigzujemy otrzymane réwnanie:

3+ dx+4+x% —8x+16=50,
X2 —2x—15=0,
:51 X2 =-31 nastgpnie Ui — 6 oraz Y2 =_2.

Ostatecznie otrzymujemy dwa punkty: C; =(5,6) oraz C; =(—3,—2).

Il sposéb rozwigzania

Punkty B i C leza na prostej o réwnaniu y x+1, zatem B =(xg,xg+1), C=(xc,xc+1).
Wyznaczamy wspoélrzedne wektoréw A—C) i AB A—C) [xc+2,xc+1-5]=[xc+2,xc—4],

AB = [xp +2, xp —4].
Pole tréjkata ABC obliczamy ze wzoru
Papc = ‘det (AC,AB)| = 7| (xc+2)- (x5 —4)— (xc —4) - (xp +2)| =
=5 [xc X —4xc+2xg —8—x%xc-xg —2xc +4xg +8|=

:E'|6XB—6XC|:3'\XB—XC\-

Stad i z tego, ze |AC|=|BC|, otrzymujemy ukiad réwnan

|IAC|=|BC|
3-|xg —xc|=15.

Zatem mamy dwa uktady réwnan:
3- (XB—X(:) =15
Vxe +272 4 (xe—4) =/ (xc —x5)? + (xc —x5)°

lub

—3-(XB —Xc) =15
Vxe+2) 4+ (xe =47 =/ (xe —xp)*+ (xc —xp)?.
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e Rozwigzujemy pierwszy uklad réwnan.

XB —Xc = 5
\/xzc +4xc+4+xE2—8xc+16=125+25.
Z drugiego réwnania otrzymujemy réwnanie kwadratowe
2xE —4xc +20=50,

x& —2xc—15=0.

Rozwigzaniami réwnania sg liczby xc =51 x¢c =-3.
Wspdtrzedne punktéw B i C to C; =(5,6), C2 =(—3,-2), B1 =(10,11), B, =(2,3).
o Rozwigzujemy drugi uklad réwnan.

XB—Xc = -5
VX et —8x +16=/251 25,
Z drugiego réwnania otrzymujemy réwnanie kwadratowe

2x2 —4xc 420 =50,

x& —2xc—15=0.

Rozwigzaniami réwnania sg liczby x¢c =51 x¢c =-3.
Stad otrzymujemy C; =(5,6), By =(0,1) oraz C, =(—3,—-2), B, =(—8,—7).

Wierzchotkiem C tréjkata ABC jest zatem punkt C =(5,6) lub C=(—3,—2).

Zadanie 6. (Matura maj 2011 — zadanie 7 (4 p.))

Oblicz miare kata miedzy stycznymi do okregu x? +y2 +2x —2y —3 =0 poprowadzonymi
przez punkt A =(2,0).

| sposéb rozwigzania

Stwierdzamy, ze prosta o réwnaniu x =2 nie jest styczna do okregu x*4+y%+2x—2y—3=0
(odlegtosé érodka okregu od tej prostej jest wigksza od promienia). Zapisujemy réwnanie
kierunkowe prostej przechodzacej przez punkt A=(2,0): y=a(x—2) luby=ax—2a w za-
leznosci od parametru a (gdzie a jest wspdlczynnikiem kierunkowym prostej stycznej).

X +y?+2x—2y—3=0

y=ax—2a i doprowadzamy go do réwnania

Zapisujemy uklad réwnan {

kwadratowego z niewiadoma x, np. x> +(ax—2(1)2—|—2x—2 (ax—2a)—3=0. Prosta y=ax—2a
jest styczna do okregu wtedy, gdy uktad ten ma dokladnie jedno rozwigzanie, czyli gdy
réwnanie kwadratowe x*4(ax — 2a)2+2x—2 (ax—2a)—3=0 ma dokladnie jedno rozwigzanie.
Przeksztalcamy réwnanie

x? +a?x? —4a’x+4a* 4+ 2x—2ax+4a—3 =0,

x? (1 —i—az) +x (—4a2—2a+2) +4a?+4a—3=0.
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Zapisujemy warunek na to, aby réwnanie x> (1 + az) +x (—4a2 —2a+2) +4a’+4a—3=0
miato jedno rozwigzanie: A=0.

Obliczamy A = (—4a? —2a+2)2 —4-(1+a?)- (4a*+4a—3) i otrzymujemy réwnanie
4 (2(12+a—1)2—4- (1+a?)- (4a*+4a—3) =0.

Stad 2a%+3a—2=0.

Rozwiazujemy réwnanie 2a® +3a—2 =0:

aq =—2 lub a2:%.

Poniewaz a;, a; oznaczaja wspoélczynniki kierunkowe prostych stycznych i a;-a, =—1, wiec
te styczne sg do siebie prostopadte.

Stad miara kata miedzy stycznymi jest réwna 90°.

. . . . . -2 . .
Mozemy tez skorzystaé ze wzoréw Viete'a i zapisa¢ a;-ax = - =—1, gdzie a; i a; s3

pierwiastkami réwnania 2a?+3a—2=0.

Poniewaz a;, a, oznaczaja wspoélczynniki kierunkowe prostych stycznych i a;-a, =—1, wiec
te styczne sa do siebie prostopadie.

Zatem kat miedzy stycznymi jest réwny 90°.
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Il sposéb rozwigzania

Przeksztalcamy réwnanie okregu x? +y2 +2x—2y—3=0 do postaci (x+1 )2 +y—1 )Z =5.
Wyznaczamy wspdlrzedne érodka S i promien r tego okregu: S=(—1,1), r= V5.
Stwierdzamy, ze prosta o réwnaniu x =2 nie jest styczna do okregu Xz—i-yz +2x—2y—3=0.

Zapisujemy réwnanie kierunkowe prostej przechodzacej przez punkt A = (2,0) i stycznej
do okregu:

y=a(x—2) luby=ax—2a lub ax—y—2a=0 w zaleznosci od parametru a (gdzie a oznacza

wspolczynnik kierunkowy prostej stycznej).
Wyznaczamy odleglos¢ srodka S okregu od prostej o réwnaniu ax—y—2a=0:
—a—1-2
goma—1-2a
a?+1

Poniewaz promien okregu jest réwny odlegtosci §rodka okregu S od stycznej, wiec otrzymu-
jemy réwnanie

/5o |—a—1-—2q|
a2+1

Przeksztatcamy to réwnanie:

Vv5a2+5=|-3a-1|,

5a2+5=9a%+6a+1,
stad
202 +3a—2=0.

Dalej postepujemy jak w sposobie I.

11l sposéb rozwigzania

Przeksztalcamy réwnanie okregu x? +y2 +2x—2y—3=0 do postaci (x+1 )2 +y—1 )2 =5.
Wyznaczamy wspélrzedne $rodka S i promien r tego okregu: S=(—1,1), r=/5.
Rysujemy okrag o $rodku S =(—1,1) i promieniu r =+/5 oraz punkt A = (2, 0).

Niech punkty B i C beda punktami stycznosci prostych poprowadzonych z punktu A=(2, 0)
do okregu o réwnaniu (x+1 )2 +y —1)2 =5.

Woéwczas |[LSBA|=|<SCA|=90° i |SA| jest przeciwprostokatng w tréjkatach ACS i ABS.
Obliczamy lub odczytujemy diugos$é odcinka [SA|:
|SA|:\/(2+1)2+(0—1)2:\/9+1 =+/10.

Poniewaz |SB|* +|AB|* =|SA* i |SC|* +|CAJ* = |SA[*, wiec |AB|=+/5 i |AC|=/5. Stad
ISB|=|AB|=|AC|=|SCl.

Zapisujemy réwnanie okregu o $rodku w punkcie A = (2, 0) i promieniu |AB|=/5:

(x—2)* +y? =5.
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Punkty przeciecia okregéw o réwnaniach (x+1)2 + (y71)2 =51 (7(—2)2 +y2 =15, ktore
sa jednoczednie punktami stycznosci prostych stycznych do okregu (x+1)2 + (y71)2 =5,
poprowadzonych przez punkt A =(2,0), to punkty B i C. Wyznaczamy ich wspdlrzedne
rozwigzujac uktad réwnan

(x+1)°+(y—1)°=5
(x—2)*+y? =5
lub odczytujemy z wykresu: B=(1,2) i C=(0,—1).
Przeksztalcamy uklad réwnan do réwnania i wyznaczamy y w zaleznosci od x:
17+ (y =107 = (x=2)" +y7,
X2+ 2x+14+y? =2y +1=x> —dx+4+y?,
—4x+4—2x+2y—2=0,

—6x+2y+2=0,
2y =6x—2,
y=3x—1.

Podstawiamy y =3x—1 do réwnania (X—ZJZ +y? =5. Przeksztatcamy to réwnanie:
(x—2)*+(3x—1)* =5
10x%2 —10x =0,
10x(x—1)=0.



Stad x=0 lub x—1=0.

Zatem x =0 lub x=1.

Zatem y=—1luby=2.

Punkty stycznosci maja wspdéirzedne B=(1,2) i C=(0,—1).

Zapisujemy réwnania prostych AB i AC stycznychdo okregu (x+1)%+ (y—1 )% =5:

1 1
y=—2x+4iy= EX_1 lub tylko ich wspdlczynniki kierunkowe: a; =—2, a; = 5
1
Poniewaz —2- 5 =—1, to proste AB i AC sa prostopadte.
IV sposéb rozwigzania
Wyznaczamy wspoélrzedne $rodka S i promien r tego okregu: S=(—1,1), V5.

T=
Rysujemy okrag o §rodku S =(—1,1) i promieniu r= /5 oraz punkt A = (2,0).

A

Yy

Mamy: |SB|=+/5 oraz |SA|= \/(71 72)2+ (1 70)2 =10, a tréjkat SAB jest prostokatny,
z katem prostym przy wierzchotku B.

Obliczamy sin|<SAB|= \/\/% = g

Stad [¥SAB|=45°, czyli |XxBAC| =90°.



Rozdziat 8
Stereometria

W dziale stereometria:
Zdajacy powinien opanowaé¢ umiejetnosci z poziomu podstawowego, rozwigzujac zadania,

w ktorych:

a) wskazuje i oblicza katy miedzy Scianami wielo§cianu, miedzy §cianami i odcinkami oraz
miedzy odcinkami takimi jak krawedzie, przekatne, wysokosci,

b) wyznacza zwigzki miarowe w wielo§cianach i brytach obrotowych z zastosowaniem try-
gonometrii

oraz z poziomu rozszerzonego powinien opanowaé umiejetnosci, w ktérych:

a) wyznacza przekroje wielo$cianéw plaszczyzna,
b) stosuje twierdzenie o trzech prostych prostopadiych.

Poziom podstawowy

Zadanie 1. (Matura maj 2010 — zadanie 32 (4 p.))

Podstawg ostrostupa ABCD jest tréjkat ABC. Krawedz AD jest wysokoscig ostrostupa (zo-
bacz rysunek). Oblicz objetos¢ ostrostupa ABCD, jesli wiadomo, ze |AD|=12, [BC|=6,
IBD|=|CD|=13.
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Strategia rozwiazania tego zadania sprowadza si¢ do realizacji nastepujacych etapdw roz-
wigzania:

e obliczenie dtugosci krawedzi AB lub AC podstawy ostrostupa badz wysokosci DE §ciany
bocznej BCD;

¢ zastosowanie poprawnej metody obliczenia pola podstawy i obliczenie tego pola;

e obliczenie objetosci ostrostupa.

| sposéb rozwigzania (,krawed? podstawy, wysoko$¢ AE podstawy i wzdr na pole tréjkata
ABC”)

7 twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata ABD wynika, ze |AB|*=|BD|*—|AD|*>=25,
stad |AB|=5. Podobnie z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata ACD wynika,
ze |AC|=5.

a

B E (e}

Rysujemy tréjkat ABC i prowadzimy w nim wysoko$¢ AE. Tréjkat ABC jest réwnoramienny
(JAB|=]|AC|), wiec |BE|=|EC|=3. Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AEB mamy

|AE[* =|AB|* — |BE|* =16, stad |AE| =4.

Zatem PABC:%64:12

1

Objetos¢ ostrostupa jest réwna V=--12-12=48.

W

Il sposéb rozwigzania (,krawed? podstawy, cosinus jednego z katéw tréjkata ABC, wzdr
z sinusem na pole tréjkata ABC”)

7 twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata ABD wynika, ze |AB|*=|BD|*—|AD|*>=25,
stad |AB|=5. Podobnie z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata ACD wynika,
ze |[AC|=5.
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. a

B E C

Rysujemy tréjkat ABC, prowadzimy w nim wysoko§¢ AE i oznaczamy «=|XABC|.

e Wariant I obliczenia pola podstawy.

BE| 3
Tréjkat ABC jest réwnoramienny (JAC|=|BC|), wiec [BE|=|EC|=3. Stad cos a:ﬁZE.
Zatem

5 5

2
sinco=1+v1—cos2a=4/1— <3> :i.

Pole tréjkata ABC jest réwne

1 1 4
PABC:E"BC|'|BA|-Sin(x: =

565z =12

e Wariant IT obliczenia pola podstawy.
Z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata ABC obliczamy cosf3:

6% =52+52—-2.5-5cos 3,

7
stad cos.[3 = E
Nastepnie obliczamy

inp— T cospoy1_ (1) =%
25 25°

Pole tréjkata ABC jest rowne

Pasc = 3 -IAB-AC] sing =5 5524 =12

Po obliczeniu pola podstawy obliczamy objeto$¢ V ostrostupa:

1
V=--12-12=48.
3

111 sposéb rozwigzania (,krawedz podstawy, wzér Herona na pole tréjkata ABC”)

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata ABD wynika, ze

|AB|> =|BDJ> —|AD|? =25,
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stad |[AB|=5. Podobnie, z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata DAC wynika,
ze |[AC|=>5. Pole tréjkata ABC obliczamy ze wzoru Herona

. 54546
Pasc=Vp(p—a)(p—b)(p—c), gdde p="—"T—=8,

p—a=8—6=2,
p—b=p—c=8-5=3.
Pagpc=Vv8-2-3-3=12.

Objetos¢ ostrostupa jest réwna

1 1
V=< -Pagc-IAD|=

== 12-12=48.
3

W

IV sposdb rozwigzania (,,wysoko$¢ Sciany bocznej BCD, wysoko$¢ AE podstawy i wzdr na
pole tréjkata ABC”)

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

12 \ 13

A B

Tréjkat BCD jest réwnoramienny, wiec Srodek E boku BC jest spodkiem wysokosci DE tego
tréjkata. Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata BED wynika, ze

IDE[> = [BDJ* —[BE|* =13% —3% = 160.
Z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie DAE obliczamy wysoko$¢ AE tréjkata ABC:

AE? = |DE —|ADJ? = 160— 122 =16,

1
stad |AE|=4. Pole tréjkata ABC jest réwne Pagc = 3 -6-4=12.
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79
Objetos¢ ostrostupa jest réwna V=

-12-12=48.

w| —

Zadanie 2. (Matura maj 2011 — zadanie 33 (4 p.))

Punkty K, L i M sg $rodkami krawedzi BC, GH i AE szeScianu ABCDEFGH o krawedzi
dlugosci 1 (zobacz rysunek). Oblicz pole tréjkata KLM.

Rozwiazanie

2
Tréjkat ABK jest tréjkatem prostokatnym, zatem |AK|> = <> +1. Stad |AK]? ==,
Tréjkat MAK jest tréjkatem prostokatnym, zatem

2
3
IML)? = [KL|* = 5

1\° 5 3
IMK|? =|MAJ? +|AK|? = +>==.

4 2
Analogicznie dla tréjkatéw MEL i LGK obliczamy kwadraty dlugoéci bokéw ML i KL:

Poniewaz |ML|2 = \KL\Z = |MK|2, wiec tréjkat KLMjest réwnoboczny.

MK[* /3 3.3 3
Zatem jego pole jest rowne P = u, stad P= 2 4f = g\fg

Poziom rozszerzony

Zadanie 3. (Matura maj 2010 — zadanie 11 (5 p.))

W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym krawedz podstawy ma diugosé a. Sciany boczne sa
tréjkatami ostrokatnymi. Miara kata miedzy sasiednimi Scianami bocznymi jest réwna 2«.
Wyznacz objetos¢ tego ostrostupa.

Uwaga

Strategie rozwigzania zadania mozna zrealizowa¢ na wiele sposobéw. W kazdym z nich
wyrdzniamy nastepujace etapy rozwigzania:
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e poprawna interpretacja bryly i podanego kata dwusciennego w tej bryle;

e wyznaczenie m lub h w zaleznoéci od a i «;

e wyznaczenie jednej z wielkosci: x, b, hy (w zaleznosci od a i «), z ktérej mozna juz
wyznaczy¢ H;

e wyznaczenie H w zalezno$ci od a i «;

e wyznaczenie V w zaleznosici od a i «.

hy

UzyliSmy oznaczen takich jak na rysunku.

| spos6b rozwigzania (wyznaczenie m, wyznaczenie x, wyznaczenie H z podobienistwa tréj-
katéw OCS i ECF)

Ny

Wysoko§¢ podstawy ostrostupa jest réwna h, = ——
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Wyznaczamy wysoko$¢ FE tréjkata réwnoramiennego ABE:

Wyznaczamy dlugos¢ odcinka EC z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie FEC: x =, /hf, —m?2,
czyli

2
aVv3 [ a 2 . 3tg?o—1 B av4sin? x—1
2 2tg ) Mglo 2sina
Z podobienstwa tréjkatéw OCS i ECF mamy:

0S| [EF| . H

m
0c]~ [EC) czyh%—hp:;.
Stad
He m-%-“\z/g _ ﬁ%ﬂ acosax

in? o—1 a\/4sinzocfl \/§'~/4sinzoc—1
2sin

2sin
Wyznaczamy objetos¢ ostrostupa:

2 2 3
V:1.af.H:1§.a\/§ acos o a®cos o

4 3VAsinta—1 12V4sinla—1

W

Il sposéb rozwigzania (wyznaczenie h, wyznaczenie x, wyznaczenie b z podobienstwa tréj-
katéw DCS i ECB, wyznaczenie H)

h n

-
-

3
Wysokos§¢ podstawy ostrostupa jest réwna h, = a\—f.

2
Wyznaczamy wysoko$¢ BE Sciany bocznej BCS ostrostupa:

a

= £ t = .
BE ~ ho Sadh=oa
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)
2(1—cos2a)”
Wyznaczamy dlugosé odcinka EC z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie BEC:

az aV/4sin? —1

4sin’ o 2sinoc

(Albo z twierdzenia cosinuséw: a?=h?+h?—2-h-hcos2«, skad h=

x=va?—h2=4/a?—

Tréjkaty DCS i ECB sa podobne. Stad obliczamy diugos¢ krawedzi bocznej:

b _a 1a? asino

—=—, wiecb= = .

1 ? : .

sa X (1\/451.n2 a—1 \/431112 oa—1
2sin

Wyznaczamy wysoko$¢ ostrostupa, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata COS:
2 2 ? 2
H"+ ghqj =b*,

2 2
2 — asino B av3 _
V4sin? a—1 3
9a2sin? x—3a? <4sin2 o— 1)

‘7(4sin2 oc—])

a? (1—sin2 oc) 2.2

a=cos~«

3 (4sinzoc—1) 3 (4sin2cx—1) ’

zatem

acosx
H:

3 (4 sin? o« — 1)
Wyznaczamy objetos¢ ostrostupa:

1 a?V3

a’Vv3 acos o 1 a3 cosa
V= 4

.H=

4 3(4sinzoc—1) 12 V4sin® a1

W
W] —
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11l sposéb rozwigzania (wyznaczenie h, wyznaczenie x, wyznaczenie hy,, wyznaczenie H)

S
i\
\E
(04 - X
h
m\/.-= C
7D
=
a
B
3
Wysoko§¢ podstawy ostrostupa jest réwna h, = #.
Wyznaczamy wysoko§¢ BE §ciany bocznej BCS ostrostupa:
: FB| la a
sino=——=+—, stagd h=—1—.
[BE| h’ & 2sino

a

(Albo z twierdzenia cosinuséw: a* =h?+h?—2.h-hcos2«, skad h= ——o—u).
2(1—cos2x)

Pole tréjkata BCS mozemy zapisa¢ na dwa sposoby:

a

1 1 1 1
chs—E|BC||DS‘—Eahb oraz PBCS_E‘CS||BE|_Eb281nCX
Stad otrzymujemy réwnosé

1 1 a
ia'hbzi‘b

2sina’

a z niej: b=2hpsin«.

(Zalezno$¢ miedzy b, h, a, hy, uzyskaé¢ mozemy tez z podobienstwa tréjkatéw SDC i BEC
b .

™ = %, skad kolejno bh=ahy, b- ﬁ = ahy, b =2hpsin ).

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie CDS i otrzymujemy:

2w (1)
b— - Ea .

Stad i z poprzedniej réwnosci mamy:

2
h? = (2hy sinoc)z— <;a) .

Wyznaczamy teraz
a2
h2 —

b74@aﬁa70'
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Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata DOS i wyznaczamy wysoko$¢ ostrostupa

2
2 1 a3 acos o
H=1/h}—|0D[* = - —\ 3 = .
° 3 2 \/§\/4sin2 oo—1

4<4sin2(x—1)

Wyznaczamy objetos¢ ostrostupa

1 1 a?V3 acoso adcosx

V=5Pagc-h=5-

3 3 4 3asinPa—1 12V4simPa—1

Zadanie 4. (Matura maj 2011 —zadanie 8 (4 p.))

Wéréd wszystkich graniastostupéw prawidlowych sze§ciokatnych, w ktérych suma diugosci
wszystkich krawedzi jest réwna 24, jest taki, ktéry ma najwieksze pole powierzchni boczne;j.
Oblicz dtugos¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa.

Rozwigzanie

Wprowadzamy oznaczenia: a— diugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa, h—dlugosé
krawedzi bocznej graniastostupa.

Z tego, ze suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidlowego sze$ciokatnego
jest réwna 24, mamy 12a+6h =24.

h
Wyznaczamy jedng ze zmiennych: h=4—2a lub a=2— 5
Pole P powierzchni bocznej jest réwne P =6ah dla a € (0, 2) oraz h € (0, 4).

Aby wyznaczy¢ dlugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa, ktérego pole powierzchni bocz-
nej jest najwieksze:

e zapisujemy funkcje P w zalezno$ci od zmiennej a:
P(a)=6a(4—2a),P(a) =—12a%+24aq,
pole P ma najwieksza warto$é, gdy a=1;

albo
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e zapisujemy funkcje P w zaleznosci od zmiennej h:

P(h)=6h (22) ,P(h)=—3h?+12h,

pole P ma najwieksza wartos¢, gdy h=2.
Zatem a=1.

Zadanie 5. (Matura maj 2011 — zadanie 11 (6 p.))

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD. W tréjkacie réw-
noramiennym ASC stosunek dtugosci podstawy do dtugoséci ramienia jest réwny |AC|:|AS|=6:5.
Oblicz sinus kata nachylenia §ciany bocznej do plaszczyzny podstawy.

| sposéb rozwigzania

1
Wprowadzamy oznaczenia: o =|<XHMS|, |AC|=6x, |AS|=5x. Poniewaz |AH|= 7 |AC|, wiec
|AH|=3x.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata CHS i otrzymujemy:

1SHI=/ICSP —IHCP =/ (5%)% — (3x) = V/25x2 —9x2 4.

Poniewaz |BC|= @, wiec |BC| = 677(
V2 V2
1 1 6x 3x
Zatem |CM|==|BCl==+—=—.
M= 5 BCI=5 ==

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata CMS i otrzymujemy ISM[*=|CS|*—|CM[%.

Stad
9 50—-9 1 V41
_ 2l M7 T2 VT
|SM—\/25X ZX \/ 7 X \/2x 7 X.
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Zatem

ISHI  4x  4v2 4V32

sino =

ISMI_%.X_\/H_ 4

Il sposéb rozwigzania

Wprowadzamy oznaczenia: « =|<HMS|, a =|AB|=|BC|=|CD|=|AD|, stad |AC|= av?2
1

i |AH|= Eaﬁ.

Zapisujemy réwno$é wynikajaca z tresci zadania:

IACI_6 oy &v2_6
AS| 5 “IAs T

2
Stad |AS| = > “6f.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata prostokatnego ASH i otrzymujemy:

ISH| = \/|AS]* —|AH[%.

Stad

2 2
SH|= 5av/2 - av2 _\/25a2-2_az_\/16a2_ 4a
N 6 2 N 36 2 18 32
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata prostokatnego SHM i otrzymujemy:

1
[SM| = /ISHI? +HM]? (gdzie [HM| = 5 ).

Stad

4a \? 2 [16a?2 a2 202+9a2  [41a2 VA
ISM| =1/ [ == +(E) :\/ 6a L :\/3 aZ+9a :\/ a? .
3v2 2 18 4 36 36 6



Zatem

Aa
ng SHI_3vz _ 4a 6 4v/82

SMI ™ Vila 32 VaTa 41

11l sposéb rozwigzania

1
Wprowadzamy oznaczenia: a«=|<HMS]|, |AC|=6x, |HC|=3x, |SC|=5x. Poniewaz |AH|:§ |AC|
stad |AH|=

6x
Wtedy |BC| V2 =6x, stad [BC|= —.
y [BC| ad [BC| A
3x 3x
Zatem |BM|=—, [HM|=—.
IBM| 7 [HM] i
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata BMS i otrzymujemy |SM|>=[BS|*—[BM|*.
Stad
9 41 VAT
|SM|=\/25X2 X2 =4/ —x%2=-"—x.
2" 2 V2
Zatem
HM|  3x V2 3
CoOsS X = .
SMI ~ V2VAT-x V4T
Stad

SM—W—H \F W2V Ve



Rozdziat 9

Elementy statystyki opisowej
Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

W dziale elementy statystyki opisowej, teoria prawdopodobienistwa i kombinatoryka:

Zdajacy powinien opanowa¢ umiejetnosci z poziomu podstawowego, rozwigzujac zadania,
w ktorych:

a) oblicza Srednig arytmetyczna, $rednig wazona, mediang i odchylenie standardowe danych;
interpretuje te parametry dla danych empirycznych,

b) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajacych uzycia wzo-
réw kombinatorycznych; stosuje zasade mnozenia,

c) wykorzystuje sume, iloczyn i réznice zdarzen do obliczania prawdopodobieristw zdarzeri,

d) wykorzystuje wlasnoéci prawdopodobiefistwa i stosuje klasyczny model prawdopodobien-
stwa do obliczania prawdopodobienstw zdarzen;

oraz z poziomu rozszerzonego powinien opanowaé umiejetnosci, w ktérych:

e wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji i wariacji do zliczania obiektow
w sytuacjach kombinatorycznych.

Poziom podstawowy

Zadanie 1. (Matura maj 2010 — zadanie 33 (4 p.))

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie symetryczna, szeScienng kostka do gry.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze w pierwszym rzucie otrzy-
mamy parzysta liczbe oczek i iloczyn liczb oczek w obu rzutach bedzie podzielny przez 12.
Wynik przedstaw w postaci utamka zwyklego nieskracalnego.

| sposéb rozwigzania

Q jest zbiorem wszystkich par (a,b) takich, ze a,be{1,2,3,4,5,6}. Mamy model klasyczny.
Q] =36.

Zdarzeniu A sprzyjaja nastepujgce zdarzenia elementarne:

(2,6), (4,31, (48], (6,2), (6,4), (6,6). Zater |A| =6  stad P(A) = (5 = = = 2.
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Il sposéb rozwigzania

11l sposéb rozwigzania

IT kostka
1 2 3 4 5 6
1
2 X
g 13
8
- 4 X X
5
6 X X X

Zadanie 2. (Préba 2010 — zadanie 31 (2 p.))

Ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w zapisie ktérych pierwsza cyfra jest parzysta,
a pozostate nieparzyste?

Rozwigzanie

W zapisie danej liczby na pierwszym miejscu moze wystapi¢ jedna z cyfr: 2, 4, 6, 8, czyli
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mamy 4 mozliwodci. Na drugim miejscu moze by¢ jedna z cyfr: 1, 3, 5, 7, 9, czyli mamy 5
mozliwoéci. Tak samo na trzecim i czwartym miejscu. Zatem mamy 4-5° =500 takich liczb.

Zadanie 3. (Matura maj 2011 — zadanie 30 (2 p.))

Ze zbioru liczb {1,2,3,...,7} losujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem.
Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania liczb, ktérych suma jest podzielna przez 3.

| sposéb rozwigzania

Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie pary (a, b) liczb z podanego zbioru. Jest to model
klasyczny. Obliczamy liczbe wszystkich zdarzeri elementarnych: |Q|=72.

Obliczamy liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A polegajacemu na otrzy-
maniu liczb, ktérych suma jest podzielna przez 3, np. wypisujac je i zliczajac:

A={(1,2),(1,5),(2,1),(2,4),(2,7),(3,3),(3,6),(4,2),(4,5),
(5,1),(5,4),(5,7),(6,3),(6,6),(7,2),(7,5) },

czyli |A|=1T6.
16

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A) = TR

Il sposéb rozwigzania

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie pary (a, b ) liczb z podanego zbioru. Jest to model
klasyczny. Tworzymy tabele ilustrujaca sytuacje opisang w zadaniu:

11213456 ]|7
1 X X
2 | X X X
3 X X
4 X X
5 | X X X
6 X X
7 X X

Obliczamy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q] =72

Zliczamy oznaczone krzyzykami zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A: |A|=16.
16

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A) = 10"
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11l sposéb rozwigzania
Rysujemy drzewo, uwzgledniajac tylko istotne galezie. Prawdopodobienstwo na kazdym
1

odcinku tego drzewa jest réwne —.

\,
=
~i=
=
=
~i=
=
<

=
=
=
=
~i=
=
~i=
=

2 5 1 4 7 3 6 2 5 1 4 7 3 6 2 5
. . . 11 16
Obliczamy prawdopodobienistwo zdarzenia A: P(A)=16- AT

IV sposéb rozwigzania

Rysujemy drzewo, uwzgledniajac tylko istotne galtezie i zapisujemy na nich prawdopodo-
biedstwo.

o
~lew
~v

13,6} {1,4,7} {2,5}
{3,6} {2,5} {1,4,7}
Obliczamy prawdopodobiefistwo zdarzenia A: P (A) = ; . ; + ; . % + ; . ; = g

Poziom rozszerzony

Zadanie 4. (Matura maj 2010 — zadanie 10 (4 p.))

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w trzech rzutach symetryczng szeScienng kostka do gry
suma kwadratéw liczb uzyskanych oczek bedzie podzielna przez 3.
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| sposéb rozwigzania

Zdarzeniami elementarnymi sg trzywyrazowe ciggi o warto§ciach w zbiorze szesScioelemen-
towym. Mamy model klasyczny, |Q|=6> =216.

Reszta z dzielenia kwadratu liczby catkowitej przez 3 moze by¢ réwna O lub 1. Suma trzech
kwadratéw bedzie podzielna przez 3 wtedy, gdy kazdy z nich bedzie podzielny przez 3 albo
gdy reszta z dzielenia kazdego z nich przez 3 bedzie réwna 1.

Kwadraty liczb 3 i 6 sg liczbami podzielnymi przez 3.
Kwadraty liczb 1, 2, 4 1 5 daja z dzielenia przez 3 reszte 1.

|A| mozemy obliczaé nastepujaco:

e [ sposdb
— ciagi o wartoéciach ze zbioru {3,6} — jest ich 23 =8,
— ciagi o wartoéciach ze zbioru {1,2,4,5} — jest ich 4° =64,
czyli |A|=234+43 =72,
e II sposéb
— ciagi stale —jest ich 6,
— ciagi, w ktérych wystepujg dwie liczby ze zbioru {3,6} — jest ich 2-3 =6,
— ciagi, w ktérych wystepuja dwie liczby ze zbioru {1,2,4,5} — jest ich 4-3-3 =36,
— clagi réznowartosciowe o warto$ciach ze zbioru {1,2,4,5} —jest ich 4-3-2=24,
czyli [A|=64+6+4+36+24=72,
o IIT sposdb
— ciagi, w ktérych wystepuja liczby dajace te sama reszte przy dzieleniu przez 3 — jest
ich 3-23 =24,
— ciagi, w ktérych wystepuja dwie liczby dajace przy dzieleniu przez 3 reszte 11 jedna
liczba dajaca przy dzieleniu przez 3 reszte 2 — jest ich 3-2-2%2 =24,
— ciagi, w ktérych wystepuja dwie liczby dajace przy dzieleniu przez 3 reszte 2 i jedna
liczba dajaca przy dzieleniu przez 3 reszte 1 —jest ich 3-2-22 =24,
czyli |A|=24+24+24=72,
72 1

Il sposéb rozwigzania

Rysujemy drzewo (jest wiele wariantéw), opisujemy odcinki prawdopodobiefistwami i obli-
czamy prawdopodobienstwo zgodnie z regutami.

3 3
()63

Zadanie 5. (Matura maj 2011 —zadanie 9 (4 p.))

Oblicz, ile jest liczb oémiocyfrowych, w zapisie ktérych nie wystepuje zero, natomiast wy-
stepuja dwie dwdjki i wystepuja trzy tréjki.
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Rozwigzanie

8
Wybieramy miejsce dla dwdjek. Jest ( 2) =28 takich miejsc.

6
Wybieramy miejsce dla trojek. Jest ( 3) =20 takich miejsc.
Na pozostalych trzech miejscach moga wystapié¢ cyfry: 1, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Jest 7° ciagéw
tréjelementowych ze zbioru siedmioelementowego.

Zatem jest 28-20-73 =42.5.7% =192080 liczb spetniajacych warunki zadania.

Zadanie 6. (Matura maj 2011 — zadanie 12 (3 p.))

A, B sa zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli P(A)=0,91 P(B)=0,7, to
P(ANB’)<0,3 (B’oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia B).

| sposéb rozwigzania
Wiemy, ze AUB=(ANB’)UBi(ANB’)NB=0 oraz P(AUB) <.
Zatem mamy: 1>P(AUB)=P(ANB’)+P(B), stad P(ANB’) <0,3.

Il sposéb rozwigzania
Wiemy, ze 1>P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB). Stad P(ANB) >0,6.
Zatem mamy: P(ANB’)=P(A)—P(ANB)<0,9—-0,6=0,3.

111 sposéb rozwigzania
7Z faktu, ze ANB’ C B’ wynika, ze P(ANB’) <P (B’).
Poniewaz P (B) =0,7, wiec P(B’) =0,3. Stad wynika, ze P(ANB’)<P(B’)=0,3.






Dodatek

Zadanie 1.
Oblicz granice ciggu: lim (
n

—00

n+7 n 3n—4
n+4 6n+5)°

Rozwigzanie

Ta granica jest réwna
. (3n+7 3n—4 . (3+LZ 3-2\ 3 1
1 — ) =1 o T | =<-+-=-=0,875.
nggo<8n+4+6n+5> nﬂo<s+1+6+5 §7 278 "

Zadanie 2.
: . . 2x+7 S L :
Dana jest funkcja f okreslona wzorem: f(x)=— 3 dla kazdej liczby rzeczywistej x. Oblicz
X
1

warto§¢ pochodnej tej funkcji w punkcie x:—i.

Rozwiazanie

Mamy:
) = (2x47) (@+3)—(2x+7) (x+3) 2(2+3)—2x(2x+7) _
(x2+3)? (x2+3)
_ 236
(x2+3)*
Zatem
. (_1) _ —2-3+7+6 200
— A
A
Zadanie 3.

Dany jest okrag o $rodku w punkcie S = (60,40) i promieniu réwnym 97. Prosta o réwnaniu
3x+4y+20 =0 przecina ten okrag w dwdch punktach A i B. Oblicz dtugos¢ odcinka AB.

Rozwiagzanie

Niech C bedzie §rodkiem odcinka AB, a S §rodkiem danego okregu. Wéwczas tréjkat ACS
jest prostokatny, z katem prostym przy wierzchotku C. Zatem korzystajac z twierdzenia
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Pitagorasa, mamy IAC\2 :|AS|2—|CS|2. Z zalozenia wiemy, ze promien |AS|=97. Obliczamy
odlegtos¢ punktu S od prostej k:

13-60+4-40+20]

72.
Nz

ISC|=
Zatem
IAC|? =972 —722 = (97—72)- (97 +72) =25-169 =52 . 132 = 652.

Stad wynika, ze |[AC|=65, a wiec |AB|=130.

Zadanie 4.

Rami¢ AD trapezu ABCD (w ktérym AB || CD) przediuzono do punktu E takiego, ze
|AE|=2-|AD|. Punkt M lezy na podstawie AB oraz |[AM|=2-|MB|. Odcinek ME przecina
przekatng BD w punkcie P. Udowodnij, ze |BP|=|PD|.

| sposéb rozwigzania

Niech N bedzie punktem przeciecia odcinka EM z prostg DC.



97

A M B

Poniewaz AB || CD, wiec odcinek DN jest réwnoleglty do AM, a poniewaz D jest rodkiem
odcinka AE, wiec N jest srodkiem odcinka ME. Oznacza to, ze odcinek DN taczy Srodki
bokéw AE i ME tréjkata AME. Stad wnioskujemy, ze

1
[IDN|= 3 [AM].
Stad i z zalozenia |AM|=2-|MB| wynika, ze
[DN|=|MB|.

Réwnosé i réwnolegtos¢ odcinkéw DN i M B oznacza, ze trojkaty PDN i PBM sg przystajace.
Stad wynika wiec, ze
[BP|=|PD]|.

To wtasnie nalezalo udowodnié.

Il sposéb rozwigzania
Niech N bedzie punktem przeciecia odcinka EM z prostg DC.

E
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Poniewaz AB || CD, wiec odcinek DN jest réwnoleglty do AM. Wnioskujemy stad, ze
[XEDN|=|XEAM| oraz |XEND|=|<EMA]|.

To oznacza, ze tréjkaty DNE i AME sa podobne (cecha kkk podobienstwa tréjkatéw). Stad
wynika proporcja

IDE|  |AE]

IDN|  [AM[’
ale |AE|=2-|AD], czyli |AE|=2-|DE|, wiec

IDE|  2-|DE|

IDN|  |AM]|~

Stad wnioskujemy, ze |AM|=2-|DN|. Réwnos¢ ta, wraz z réwnoscig |AM|=2-|MB|, prowadzi
do wniosku, ze
[IDN|=|MB]|.

To z kolei, wraz z réwnoséciami katéw |[<PMB|=|<PND| i |[<PBM|=|LPDN)|, prowadzi do
wniosku, ze tréjkaty MBP i NDP sa przystajace.

Stad wnioskujemy, ze boki BP i DP tych tréjkatéw maja te sama dlugosé, co konczy dowdd.

Zadanie 5.
Wyznacz zbidr wartosci funkcji f okreslonej wzorem f(x) = % dla kazdej liczby rzeczy-
X
wistej x.
| sposéb rozwigzania
s - " x+3
Aby wyznaczy¢ zbidér wartosci funkcji f (x) = —5——
x2+7

=m ma rozwiazanie.

, wystarczy sprawdzi¢, dla jakich wartosci

parametru m réwnanie —
x-+7

Przeksztalcamy to réwnanie i zapisujemy w postaci réwnowaznej mx? —x+ 7m—23=0.

Dla m =0 réwnanie mx?—x+7m—3=0 jest rtéwnaniem liniowym —x—3=0 i ma rozwiazanie
x=-3.

Dla m #0 jest to réwnanie kwadratowe o wyrézniku A=1—4m (7m—3). Wystarczy zatem
sprawdzi¢, dla jakich m+£0 wyréznik jest nieujemny. Mamy wiec nieréwnoéé 28m?*—12m—1<0

(gdzie m #0), ktdrej zbiorem rozwigzan jest przedziat < > z wylaczeniem liczby 0.

1472
Poniewaz dla m =0 réwnanie mx? —x+7m—3=0 ma rozwiazanie, wiec réwnanie % =m
ma rozwigzanie dla m e <—], ]>.

14°2

3 11
Ostatecznie stwierdzamy, ze zbiorem wartosci funkcji f (x)= % jest przedziat <14, 3 >
Il sposéb rozwigzania

x+3

Znajdujemy najmniejszg i najwiekszg warto$¢ funkcji f(x) = 257
X

w zbiorze liczb rzeczy-

wistych.



99

T(x2+7)=2x(x+3)  —x?—6x+7
Wyznaczamy pochodna tej funkcji: f' (x) = (x ) XZ(X ) _x X—;
(x*+7) (x*+7)

Nastepnie znajdujemy miejsca zerowe tej pochodne;j:

—x2—6x+7 o
(x2+7)? '

Otrzymane réwnanie jest réwnowazne réwnaniu
2 _
—x~—6x+7=0,

stad x; =—7, xo =1.

Teraz zauwazamy, ze:

e jeslix<—7, to ' (x) <0,
e jedli —7<x<1,to f'(x) >0,
e jeslix>1, to ' (x) <.

Zatem funkcja f jest malejaca w przedziale (—oo , —7), rosnaca w przedziale (—7,1) i malejaca
w przedziale (1, 400).
1

Nastepnie obliczamy f(—7) = f(1)=

1 1
14’ 2

Ponadto

e jesli x<—7, to f(x) <O,
e jeslix>1, to f(x)>0.

Stad wynika, ze:
- 1

e jeslix<—7, to T <f(x) <0,

e jeSlix>1,t0 0<f(x) <

N =

1 1
Zatem 14 jest najmniejsza wartoscig funkcji f, a 5 jest najwiekszg wartoscig tej funkcji.

11
Z ciagtosci funkcji f wynika, ze zbiorem jej wartosci jest przedziat <]4, 2>.
Zadanie 6.

Oblicz, ile jest nieparzystych liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepuje
co najmniej jedna siédemkKka.

| sposéb rozwigzania (dopetnienie)

Obliczamy, ile jest nieparzystych liczb naturalnych czterocyfrowych. Pierwszg cyfre (tysiecy)
mozemy wybraé na 9 sposobéw, nastepne dwie cyfry na 10 sposobdw i ostatnig (jednosci)
na 5 sposobéw. Mamy zatem 9-10?-5=4500 liczb czterocyfrowych nieparzystych.
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Obliczamy, ile jest nieparzystych liczb naturalnych czterocyfrowych, w zapisie ktérych nie
wystepuje cyfra 7. Pierwsza cyfre mozemy wéwczas wybrac na 8 sposobdw, kazda z nastep-
nych dwéch na 9 sposobéw i cyfre jednoéci na 4 sposoby. Mamy zatem 8-92-4 =2592 takich
liczb czterocyfrowych nieparzystych.

Stad wnioskujemy, ze liczb nieparzystych czterocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym co
najmniej jedna cyfra jest siédemka, jest 4500 —2592 =1908 (liczby te nalezg do zbioru liczb
czterocyfrowych nieparzystych i nie naleza do zbioru nieparzystych liczb czterocyfrowych,
w zapisie ktérych nie wystepuje cyfra 7).

Uwaga

Mozemy takze zauwazy¢, ze jest 9000 liczb czterocyfrowych, a poniewaz co druga jest nie-
parzysta, to istnieje 4500 liczb czterocyfrowych nieparzystych.

Il spos6b rozwigzania (liczba siédemek)

Rozwazamy cztery parami roztaczne zbiory nieparzystych liczb czterocyfrowych:

e zbidr liczb, w ktérych zapisie dziesietnym cyfra 7 wystepuje dokladnie jeden raz;
e zbidr liczb, w ktérych zapisie dziesietnym cyfra 7 wystepuje dokladnie dwa razy;
e zbidr liczb, w ktérych zapisie dziesietnym cyfra 7 wystepuje dokladnie trzy razy;
e zbidr liczb, w ktérych zapisie dziesietnym cyfra 7 wystepuje cztery razy.

Najpierw obliczamy, ile jest nieparzystych liczb czterocyfrowych, w zapisie ktérych cyfra 7
wystepuje dokladnie jeden raz.

1. Jesli pierwsza cyfra (tysiecy) jest siddemka, to dwie nastepne cyfry mozemy wybraé na
9 sposobéw, a cyfre jednosci na 4 sposoby. Mamy zatem 97 -4 = 324 takich liczb.

2. Jesli siédemka jest cyfra setek, to cyfre tysiecy mozemy wybraé na 8 sposobdw, cyfre
dziesiatek na 9 sposobéw i cyfre jednosci na 4 sposoby. Takich liczb jest 8-9-4 =288.

3. Analogicznie wykazujemy, ze jest 288 liczb, w zapisie ktérych cyfra dziesigtek jest sié-
demka.

4. Jesli sidédemka jest cyfra jednosci, to cyfre tysiecy mozemy wybrac na 8 sposobéw, a kazdg
z dwéch nastepnych cyfr na 9 sposobéw. Takich liczb jest zatem 8-9% =648.

Mamy wiec 324+-288+288+-648=1548 nieparzystych liczb czterocyfrowych, w zapisie ktérych
cyfra 7 wystepuje jeden raz.

Nastepnie obliczamy, ile jest nieparzystych liczb czterocyfrowych, w zapisie ktérych cyfra 7
wystepuje dokladnie dwa razy.

1. Jesli dwie pierwsze cyfry to siédemki, to nastepng cyfre mozemy wybra¢ na ¢ sposobdw,
a cyfre jednosci na 4 sposoby. Mamy zatem 9-4 =36 takich liczb.

2. Analogicznie wykazujemy, ze jest 36 liczb, w zapisie ktorych pierwsza i trzecig cyfra jest
siédemka.

3. Jesli pierwsza i ostatnig cyfra jest siddemka, to kazda z cyfr: setek i dziesigtek mozemy
wybraé na 9 sposobéw. Mamy zatem 9% =81 takich liczb.

4. Jesli drugg i trzecig cyfra jest sidédemka, to cyfre tysiecy mozemy wybraé na 8 sposobéw
i cyfre jednos$ci na 4 sposoby. Takich liczb jest §-4 =32.
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Jesli druga i czwartg cyfra jest siddemka, to cyfre tysiecy mozemy wybrac na 8 sposobéw,
a cyfre dziesigtek na 9 sposobdéw. Mamy zatem 8.9 =72 takie liczby.

Jesli trzecig i czwarta cyfra jest siddemka, to cyfre tysiecy mozemy wybrac na 8 sposobdow
i cyfre setek na 9 sposobéw. Takich liczb jest 8-9=72.

Mamy wiec 36+36+81+32+72+72 =329 nieparzystych liczb czterocyfrowych, w ktérych
zapisie dziesietnym cyfra 7 wystepuje dwa razy.

Obliczamy, ile jest nieparzystych liczb czterocyfrowych, w zapisie ktérych cyfra 7 wystepuje
doktadnie trzy razy.

1.

Jesli cyfrg jednosci nie jest cyfra 7, to mamy 4 takie liczby (cyfre jedno$ci mozemy
wybraé na 4 sposoby spo$réd cyfr nieparzystych 1,3,5,9).

Jesli cyfra dziesiatek nie jest cyfra 7, to mamy 9 takich liczb (cyfre dziesiatek mozemy
wybraé na 9 sposobéw sposréd cyfr 0,1,2,3,4,5,6,8,9).

Analogicznie wykazujemy, ze jest 9 liczb, w zapisie ktérych cyfra setek nie jest siddemks.
Jesli cyfra 7 nie jest cyfra tysiecy, to mamy 8 takich liczb (cyfre tysiecy mozemy wybraé
na 8 sposobéw sposréd cyfr 1,2,3,4,5,6,8,9).

Mamy wiec 4+ 949+ 8 =30 nieparzystych liczb, w zapisie ktérych cyfra 7 wystepuje trzy
razy.

Ponadto jest jedna liczba czterocyfrowa nieparzysta, w zapisie ktérej wystepuja 4 siédemki.

Z reguly dodawania mamy: 1548+ 329430+ 1=1908 nieparzystych liczby czterocyfrowych,
w ktérych zapisie dziesietnym co najmniej jedna cyfra to 7.

Zadanie 7.

Dany jest nieskoniczony ciag geometryczny (a,,) okre§lony wzorem

2

(\@)n dlan=1,2,3,....

an =

Oblicz sume wszystkich wyrazow tego ciagu.

Rozwigzanie

2 1
Pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu sg odpowiednio réwne: a1 =—, = —.
y Wy €O Clagu s3 odp 1 73 q /3
2
1 2
Poniewaz |q|:"<1,wi¢c S= “a \/31 =V3+1.
V3 1-q 1-7

Zadanie 8.

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f (x) =x>—3x+1 i lezacy na wykresie tej funkcji punkt
A o wspolrzednej x réwnej 2. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie A.
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Rozwigzanie

Styczna do wykresu wielomianu y =f(x) w punkcie A = (x¢,f (X)) ma réwnanie postaci
y=ax+b, gdzie wspdlczynnik kierunkowy a jest réwny a=f'(xo). W naszym przypadku
f(x)=x>—3x+1 oraz xo =2.

Mamy zatem f’(x)=3x*—3, skad dostajemy a=3-2°>—3=9. Punkt A ma wspélrzedne
(2, f(2)), czyli A=(2, 3). Prosta o réwnaniu y=9x+b ma przechodzié¢ przez punkt A, wiec
3=9-2+4D. Zatem b=—15 i ostatecznie réwnanie stycznej ma posta y=9x—15.

Zadanie 9.

Rozwiaz réwnanie sin4x —cos5x =0 w przedziale <0, §> .

| sposéb rozwigzania

Réwnanie mozemy zapisaé w postaci réwnowaznej
sin4x = cos5x.

. . . Tt . , . . . .
Poniewaz cos5x =sin (— —SX), wiec réwnanie mozemy zapisaé w postaci

2
sin4x =sin (E *SX) .
2
Stad wynika, ze
d4x = %‘ —5x+ 2kt lub 4x =7m— (; - 5x) 2k, gdzie k jest liczba catkowita,.
Zatem

2
x=2 kT b x= —g —2kn, gdzie k jest liczba catkowita,

T8
Wybierajac te rozwigzania, ktére naleza do przedziatu <O, §>, dostajemy:

i 51 T
i T T2
Il sposéb rozwigzania

. . . us . , . . ., .
Poniewaz cos5x =sin (z —5X), wiec réwnanie mozemy zapisaé w postaci
. . T
sin4x —sin (E f5x) =0.

Ze wzoru na réznice sinuséw otrzymujemy

4x+Z -5 4x —(Z
2cos X+3 Xsin x <§ =0.

2

Stad

X . (9 T
cos (Z_E) =0 lub sin <2x—4) =0.

Zatem
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9
% = 72£ + k7t lub EX_ % =km, gdzie k jest liczba catkowita,

2
X = —72—t —2kmt lub x = % +k- ?ﬂ, gdzie k jest liczba catkowita.

s
Wybierajac te rozwiazania, ktére naleza do przedziatu <O, E>’ dostajemy:

ks 51
18’

Zadanie 10.

Wykaz, ze jezeli zdarzenia losowe A,B C Q sg takie, ze P(A)=0,6 oraz P(B)=0,8, to
P(A[B) > 0,5. (P(A|B) oznacza prawdopodobiefistwo warunkowe zaj$cia zdarzenia A pod
warunkiem zajécia zdarzenia B).

Rozwigzanie

P(ANB P(ANB

%. Nieréwnos¢ P (A|B) > 0,5 jest réwnowazna nieréwnosci %
)

wiec wystarczy wykazaé, ze P(ANB) > 0,4.

Poniewaz P(AUB)<1oraz P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB), wiec P(ANB)>0,6+0,8—1=0,4,

P(A|B) = >0,5,

co nalezalo udowodnié.

Zadanie 11.

3(1—
Niech m=log,; 7. Wykasz, ze log,27 = (7111)

| sposéb rozwigzania

1 1
Zauwazamy, ze log, 21 = =—.
log,;7 m
Zapisujemy kolejno
21 1 T—m
log, 27 =log, 3% =3log, 3 =3log, (7) =3(log;21—1log,7)=3 <m1) :3~T.

To konczy dowdd.

Il sposéb rozwigzania

Zauwazamy, ze

3(1—m) 1 21

To konczy dowdd.
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11l sposéb rozwigzania

7 zalozenia m =log,; 7 wynika, ze

1

czyli
log, 3= l —1
879 = m
Zatem
log, 27 =log, 3% =3log,3=3- (l—1) _3.lom
g7 4/ =10g75" =510875= m = m
Zadanie 12.
Oblicz najmniejszg liczbe naturalng n speiniajaca nieréwnosé M f% < l
] 1828 € 3 P Jacq 3n+1 3 30°
Rozwigzanie
n—10 2 1
Rozwigzujemy nieréwnosé ?:xﬁ — 3‘ < 30" Stad kolejno otrzymujemy:
3(2n—10)—2(3n+1) <l
3(3n+1) 30’
—-32 - 1
3(3n+1)| "30°
Wartos$¢ bezwzgledna ilorazu jest rowna ilorazowi wartosci bezwzglednych, wiec
|—32] 1
< =
3(3n+1)] 30
Stad
32 - 1
3(3n+1) 30’
gdyz 3(3n+1) >0 dla kazdej liczby naturalnej n. Stad
3n+1> 320,
1
106-.
n> 3

Zatem najmniejsza liczbg naturalng speiniajgcg podang nieréwnos¢ jest

n=107.

Zadanie 13.

Okregi o réwnaniach x*+y? =625 i (x—36)2 +(y— 15)2 =1600 maja dwa punkty przeciecia:
A i B. Oblicz dlugos¢ odcinka AB.
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| sposéb rozwigzania

Oznaczamy:

o Srodek pierwszego okregu — O,
e Srodek drugiego okregu — P,
e punkty przeciecia okregéw — A i B.
Niech C bedzie punktem przeciecia odcinkéw AB i OP, |JAC|=h, |OC|=x.
Zauwazamy, ze |AB|=2h oraz |OP|=39. Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa i otrzymujemy:

h? =252 —x? oraz h? =40% — (397x)2. Rozwiazujemy réwnanie 252 —x? =407 — (39—x)2,
otrzymujac x =7. Zatem h? =252 —7% =576, stad h =24, czyli |]AB|=2h =48.

Il sposéb rozwigzania (ze wzoru Herona)

Oznaczamy wszystko tak jak w sposobie I. Boki tréjkata oznaczamy tak jak na rysunku.
Obliczamy pole tréjkata OPA ze wzoru Herona.

Niech p oznacza potowe obwodu tréjkata OPA. Wtedy p=52, p—a=13, p—b=27,p—c=12
i Popa =V/52-13-27-12=468.

1
Z drugiej strony Popa = 3 -39-h. Zatem h =24, czyli |AB|=2h =48.

Uwaga

Pole tréjkata OPA mozna obliczyé réwniez z twierdzenia cosinuséw:

252+402—2-25~4Ocoscx:392,stacdcosoc:625+]6oo_]521 04 _ 44

2000 T 2000 125°
: 44N\* 117 _ .. 1 17
Zatem sino=+4/1— (125> =135 Obliczamy pole tréjkata OPA: PopA:§-25-4O~ﬁ =468.
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Il sposéb rozwigzania (punkty przeciecia okregu)

Rozwigzujemy uklad réwnan, aby znalezé punkty przeciecia dwdch okregéw:

x* +y? =625

(x—36)*+ (y—15)* =1600
x*+y? =625
x? —72x+y% —30y =79.

Odejmujemy stronami drugie réwnanie od pierwszego i otrzymujemy réwnanie 12x+5y=91.
91—
Stad y=

2
X2+ (91 _512X> —625.

Po uporzadkowaniu otrzymujemy réwnanie kwadratowe: 169x% —2184x — 7344 =0, ktérego

wstawiamy do pierwszego réwnania i rozwigzujemy réwnanie kwadratowe:

2
wyréznik jest réwny A =3120% oraz x; :—%, 103 Obliczamy druga wspdlrzedna:
323 253

Yy = 13 5 Y2 = 13

. 36 323 204 253
Mamy zatem 2 punkty przeciecia: A = (—13, ]3) oraz B= <13,—13).

Obliczamy odlegtos¢ miedzy nimi:

, (204 36\7 253 323\% [240\? [576\% 242.102 242.242
|AB|” = + =) +—=—-==) == ) +[= | = + =

13 713 13 13 13 13 132 132
=132 (107424%) = =3 S0t ag?,
Zatem |AB|=
Zadanie 14.

2

Dany jest wykres funkcji kwadratowej f(x) =x“ oraz punkt A =(3,0). ZnajdZz punkt na

wykresie funkcji f lezacy najblizej punktu A.

| sposéb rozwigzania

Dowolny punkt lezacy na wykresie funkcji f ma wspodlrzedne: (x,xz). Obliczamy odlegtos¢

takiego punktu od punktu A: d= \/(x—3)2 +(x2 —O)z.

Wprowadzamy funkcje g(x) = (x—3)2 + (xz — O) 2y +x% —6x+9, gdzie x jest liczba rze-
czywista.

Obliczamy pochodng funkcji g i rozktadamy na czynniki:
g (x)=4x>+2x—6=2 (2% +x—3) =2(x—1) (2x* +2x+3)..

Obliczamy wyréznik tréjmianu kwadratowego 2x% +2x+ 3:

A=4-4.2.3<0, zatem 2x*+2x+3>0, wiec jedynym miejscem zerowym funkcji g’ (x) jest
x=1.
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Zauwazamy réwniez, ze:

(x)<0dlax<T,

g/
g’ (x)>0dlax>1.

A wiec funkcja g ma minimum lokalne dla x =1, ktdre jest jednoczeénie jej najmniejsza
wartoscia.

Zatem punktem na wykresie funkcji f lezacym najblizej punktu A jest punkt (1,1).

Il sposéb rozwigzania

' ' ' ' '
t t t y y
oo O N

31 c'

| B

A =z
—4 —3 —2 —1 1 2 3

—
4

Znajdziemy taki punkt B nalezacy do wykresu funkcji y =x?, ze styczna do wykresu w punk-
cie B jest prostopadla do prostej AB oraz punkt A i parabola leza po réznych stronach tej
stycznej. Wéwczas dla dowolnego punktu C # B nalezacego do paraboli zachodzi

|AC|>|AC’| >|AB|,
gdzie C’ to punkt przeciecia stycznej i odcinka AC.
Szukamy punktu B: B = (a,a?). Styczna ma wspdlczynnik kierunkowy 2a. Prosta AB ma
2
wspoélczynnik kierunkowy a4 gdy a#3 (przypadek a=3 sprawdzamy bezposrednio).
a

-3
Styczna bedzie prostopadta do prostej AB, gdy

2
a
2a- =—1
@ a—3
2a34+a—-3=0
a=1.

Odp.: Punkt B=(1,1) lezy najblizej punktu A.

Zadanie 15.

Wykaz, ze funkcja f(x) =x> —12x w przedziale (3,5) jest rosnaca.
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Rozwigzanie

Wyznaczamy pochodng funkcji f: f'(x) =3x%? —12. Pochodna funkcji przyjmuje wartosci
dodatnie dla x € (—oo, —2) U (2,+ 00), W szczegdlnosci w przedziale (3,5). Zatem funkcja f
jest rosngca w przedziale (3,5).

Zadanie 16.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy jest réwna 10 cm, a kat na-
chylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy jest réwny 60°. Ostrostup ten przecieto
plaszczyzng przechodzacy przez krawedz podstawy i nachylona do plaszczyzny podstawy
pod katem 30°. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

Rozwigzanie

Omawianym przekrojem jest trapez BCLK.

Rozwazamy przekrdj ostrostupa plaszczyzna przechodzaca przez wierzchotek S i rodki E, F
krawedzi AD i BC. Poniewaz |[<FES| =60°, wiec tréjkat réwnoramienny FES jest tréjkatem
réwnobocznym o boku 10, stad wysoko$¢ PF przekroju BCLK (jako wysoko$¢ tréjkata FES)
jest rowna 5v/3. Punkt P jest spodkiem wysokosci tréjkata réwnobocznego FES, czyli jest
srodkiem odcinka ES. Odcinek KL jest réwnolegty do AD, stad K jest srodkiem odcinka AS.

Korzystamy z twierdzenia o odcinku lgczacym Srodki bokéw tréjkata i otrzymujemy KL=5.
1 75
Pole przekroju jest réwne P = 3 (1045)-5v3 = 7\@
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Zadanie 17.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym A =(0,0), B=(6,0), C=(6p,6q), gdzie p,q >0 oraz p;é%
Punkt H jest punktem przecigcia wysokosci (ortocentrum) tego tréjkata.

Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie.

Punkt S jest srodkiem ciezkosci tego tréjkata.

Wyznacz réwnanie prostej OH i wykaz, ze punkt S lezy na tej prostej.

A

Y

C

D
E
H
g
0

A I G BT

Rozwigzanie

Oznaczamy, tak jak na rysunku:

E —$rodek odcinka AC,

F —&rodek odcinka AB,

BD i CG — wysokosci tréjkata ABC.

Zauwazamy, ze: E=(3p,3q), F=(3,0), G =(6p,0).

Réwnanie prostej AC ma posta¢ y=ax. Punkt C lezy na tej prostej, wiec 6q=a-6p, zatem

a= ﬂ Stad wynika, ze prosta AC ma réwnanie: y= —-x.
P P

Réwnanie prostej EO ma postaé: y -_F -x+c dla pewnego c. Punkt E lezy na tej prostej,

2 3 2+ 2

wiec 3q=—2-3p+c. Stad C:3q+£:@.
3 2 2

Prosta EO ma zatem réwnanie: y :—% X M

q
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Prosta FO ma réwnanie: x=3. Stad punkt O ma wspdlrzedne: O = ( ,

2, 2
cayli O = (3,W>.

Réwnanie prostej BD ma postac y :—% -x+d dla pewnego d. Punkt B lezy na prostej BD,

6 6
wiec O:—% -6+4d, stad d= Ep Prosta BD ma zatem réwnanie: y :—% ~x+—p.

q

Prosta CG ma réwnanie x = 6p. Zatem punkt H ma wspolrzedne: H= <6p,

0+6+6p 04+0+6q
3 ’ 3
Wyznaczamy réwnanie prostej OH.

Wreszcie S = ( ), czyli S=(2p+2,2q).

Réwnanie to jest postaci: y=ax+b.

3 2 2_ 6 _p2
0= (3,WP)> oraz H= <6p, (pqp)) spelniajg to réwnanie, zatem:

q
3 2 2_ 6 _p2
(p—l—qqp) =a-3+Db oraz (pqp) =a-6p+b.
Rozwigzaniem tego uktadu réwnan jest:
_3p—3p*—¢?
q2p—1)
6p (p2+q*—1)
b=———-=
q(2zp—1)

Zatem prosta OH ma réwnanie:

_3p=3p’—q®  6p(pPtai-1)
q(2p—1) q(2p—1)

Sprawdzamy, ze wspélrzedne punktu S spelniajg to réwnanie, tzn. ze zachodzi réwnosé:

_3p=3—g? 6p (p*+4q°—1)
q(2p—1) q(2p—1)

Po wykonaniu dziatan i uporzadkowaniu wyrazen otrzymujemy réwnos$¢ prawdziwg, co koni-
czy dowdd, ze wspdlrzedne punktu S spelniaja réwnanie prostej OH.

2p+2)+

Uwaga

Mozna pokazaé, ze OTi =3 O—S), skad wynika, ze punkt S lezy na prostej OH.
—

Obliczamy wspolrzedne wektordw (ﬁ oraz OH:

3 (p? 2_ a2 2
03= 2p+2—3,2q—@+;‘]”)]:[2p_1,3v32q
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oraz

OH =

q

6 _n2 3 2 2 _ _0pn2_242
6p_3, 5P=PY) _3(pP+q P)]:[@_iw _3.528
Zatem punkt S lezy na prostej OH.

Zadanie 18.

Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym |£A|=90°. Przeciwprostokatna BC ma dtu-
gos¢ a, dwusieczna AD kata prostego ma dlugos¢ d. Udowodnij, ze pole tréjkata ABC jest

réwne P = % (dz +dvaz +2a2).

A
B D C
| sposéb rozwigzania
Oznaczamy, tak jak na rysunku: |AB|=c, |AC|=D).
b
Pole tréjkata ABC jest réwne: P= ?C, skad bc =2P.
Obliczamy inaczej pole tréjkagta ABC:
cdv2 bdv2 dv2
p= X+T\[:(b+c)-7f.

Chcemy obliczy¢ b+ c. Zauwazamy, ze (b+ c)z =b%+2bc+c?.
7 twierdzenia Pitagorasa: b%+c? = a?, Wigc(b+c)2 =a®+2bc. Zatem (b+C)2 = a’ 44P,

czyli
b+c= \/m.
Wobec tego
P—(bre) S22 Varrap. 42
czyli

P=+a?+4P- —df.

Chcemy z tego réwnania wyznaczy¢ P.
Otrzymujemy kolejno:
dZ
P? = (a®+4P). <

8P? —44°P—a?d*=0.
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_ @+avaTaa?

2 (drugie

Rozwiazujemy to réwnanie kwadratowe: A=16d* (d*+2a?), P
rozwigzanie odrzucamy, gdyz jest ujemne).

To konczy dowdd.

Il sposéb rozwigzania

Rozpatrujemy okrag opisany na tréjkacie ABC. Dwusieczna dzieli tuk BC (do ktérego nie
nalezy A) na polowy. Stad EF jest $rednica prostopadig do $rednicy BC. Tréjkaty EDO
i EAF sa prostokatne, zatem x =|ED| = ZL |AE|=acosx. Stad

cosax’
dzlAEI—\EDIZa(cosoc— ),
2cos
1 d
cos ot — =—,
2cosx  a

2d
2cos? oc—:cosoc—] =0.

Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe z niewiadoma cos «, interesuje nas jedynie dodatnie

rozwigzanie.
44?2
A=
218a2
R VT
cosx = = ,
4 2a
1 1 1 .d dZ+2a? 1
PAABC:iah:za(dCOS(X):Eadgzz(dz—l—dm%

co konczy dowdd.
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11l sposéb rozwigzania

Na czworokacie ODAF mozna opisal okrag, bo katy przy wierzchotku O i A sa proste.
Z twierdzenia o odcinkach stycznych i siecznych wynika

|EO|-[EF|=|EDI-[EA]|
a

3 a=x(x+d)
2
2 a
——=0.
x“+xd >
Rozwigzujemy to réwnanie kwadratowe, bierzemy tylko dodatnie rozwigzanie.
_d A /dz 2 2
A=d?+2a?, x:—+ 5 toa .
h a
Zauwazmy, ze AEDO~AADA’, stad i~ % wiec
he ad ad
X —d+Vd24+27
P “lan=! a’d d++vd?+2a? 1a%d(d+Vd>+2a?)
AABCT T T I ar Va2 d+vVd2+2a2 2 —d2+d?+2a?
1
= Zl(dz+d\/dz +2a2),

co konczy dowdd.

Zadanie 19.

Udowodnij, ze jesli a >0, to dokladnie jedna liczba rzeczywista x speinia réwnanie

x3+ax2+a(a+1)x—(a+1)2:0.

| sposéb rozwigzania

Zauwazamy, ze 1 jest pierwiastkiem tego réwnania, wiec réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci:
(x=1) (¥ +(a+1)x+(a+1)?) =o0.

Stad x=1lub x2+ (a+1)x+ (a+1)*=0.
Réwnanie x4 (a+1)x+ (a+1)* =0 nie ma rozwigzania, gdyz A=—3(a+1)* <0.

Zatem jedyna liczba x, ktéra spelnia réwnanie x> +ax?+a(a+1)x—(a+1 )2 =0, jest x=1.

Il sposéb rozwigzania

Niech
fix)=x>+ax?+ala+1)x—(a+1)%.

Obliczamy pochodng funkcji f:

' (x)=3x*+2ax+a(a+1).
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Obliczamy wyrdéznik tej funkcji kwadratowe;j:
A=—4a(2a+3).

Poniewaz z zalozenia a > 0, wiec A < 0. Zatem dla kazdego a >0 pochodna f’(x) >0, czyli
funkcja f jest rosnaca, a wiec ma co najwyzej jedno miejsce zerowe. Poniewaz f (1) =0, wiec
f ma dokladnie jedno miejsce zerowe. To konczy dowdd.

Zadanie 20.

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny. Kat o« jest katem dwusdciennym miedzy dwie-
ma sasiednimi §cianami bocznymi. Kat 3 jest katem przy podstawie §ciany bocznej (tzn.
katem miedzy krawedzig podstawy i krawedzig boczng ostrostupa) — zob. rysunek. Wykaz,
ze cosx-tgZp =—1.

Rozwigzanie

Oznaczmy, tak jak na rysunku na nastepnej stronie: a —krawedz podstawy, h — wysoko§¢
Sciany bocznej poprowadzona z wierzchotka podstawy, c — odcinek taczacy wierzchotek pod-
stawy ze spodkiem wysokosci h.

Na podstawie twierdzenia cosinuséw mamy:
2
(aﬁ) =h?+h?—2h-h-cosa.
Stad
h?cosaa=h?—a’.
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa mamy:

h?+c2=a?.

Zatem

h?cos o =—c?.
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Stad

hZ

—coso=—1
c2 ’

czyli
cosx-tg?p =—1.

To konczy dowdd.

Zadanie 21.

Rozpatrujemy odcinki réwnolegte do osi Oy, ktérych jeden koniec lezy na wykresie funkcji
kwadratowej f okreslonej wzorem f(x) =x*+2, a drugi koniec lezy na wykresie funkcji g
okres$lonej wzorem g (x)=+/x dla x> 0.

Oblicz dtugos¢ najkrétszego takiego odcinka.

A

Y

v
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Rozwigzanie

Niech A= (X, x? +2), B= (x, \/72) dla pewnego x > 0. Woéwczas dtugos$¢ odcinka AB jest réwna
x24+2—/x.

Rozwazmy funkcje h(t) =t*—t+2. Wéwczas dtugosé odcinka AB jest réwna h (v/x).
Wyznaczymy minimum funkcji h w przedziale (0, +00).

Obliczamy pochodng funkcji h: h' (t) =4t3—1.

Jesli0<t< %, to h'(t) <0,

74

1
jesli t>——, to h' (t) > 0.

7

1
Zatem w przedziale <0, funkcja h jest malejaca i w przedziale <3,+oo) funkcja

) 7

h jest rosngca. Stad wynika, ze h przyjmuje najmniejsza warto§¢ w punkcie t= Ta

]
Vi

najmniejsza wartos$¢ jest dlugoscia szukanego najkrotszego odcinka:

h<1>_‘_‘+2_2_3
Va) avA VAT T ava
3

Odp.: |AB|=2——_.
p.: |AB] 274

Zadanie 22.

Dana jest funkcja kwadratowa f okreslona wzorem f(x)=x? i punkt P = (p,pz) lezacy na
wykresie tej funkcji, gdzie p jest dowolng liczba rzeczywista. Wyznacz a i b tak, by prosta
o réwnaniu y=ax+b byla styczna do wykresu funkcji f w punkcie P. Wykaz, ze dla kazdego
x zachodzi nieréwnosé x* > ax+b.

Rozwiagzanie

Pochodna funkcji f jest okreslona wzorem f’ (x) =2x. Stad wynika, ze wspétczynnik kierun-
kowy stycznej w punkcie P jest réwny a=2p. Prosta o réwnaniu y=2px+b przechodzi przez
punkt P, wiec p2=2p-p+b. Zatem b=—p?, czyli réwnanie stycznej ma postaé y=2px—p?.
Nieréwnosé¢ x* > 2px —p? jest réwnowazna nieréwnosci x> —2px +p? >0, czyli nieréwnosci
(x—p)2 >0, a wiec jest prawdziwa dla kazdego x.

Zadanie 23.

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f (x) =x> dla dowolnej liczby rzeczywistej x. Wyznacz
punkt P= (p,p?) lezacy na wykresie funkcji f najblizej punktu A = (4,0).

Rozwigzanie

Wystarczy rozpatrywaé punkty P= (p,p3) dla p >0, gdyz dla p <0 punkt o wspdirzednych
(0,0) lezy blizej punktu A niz punkt P:
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|AP|>|AC|>|AB|.

Odleglosé¢ |AP| dla p >0 jest réwna |AP| =1/ (p—4)> + (p3)°.
Definiujemy wielomian W wzorem
W(x) =x+ (x—4)% =x® +x* —8x +16.

Mamy zatem znalezé p >0, dla ktérego wartos¢ W(p) wielomianu W jest najmniejsza.
Rozwazamy zatem pochodng wielomianu W:

W (x)=6x>+2x—8=2(x—1) (3x4+3x3+3x2+3x+4) .

Poniewaz dla x >0
3xP4+3x3 +3x% +3x+4 >0,

wiec:

e W/ (x)<0dlaxe(0,1),
e W/ (x)>0dlaxe(1,+00).

Stad wynika, ze:

e wielomian W (x) jest funkcjg malejacg w przedziale (0,1),
e wielomian W (x) jest funkcja rosnaca w przedziale (1, +00).

Zatem szukang wartoscia p, dla ktérej wartos¢ wielomianu W jest najmniejsza, jest p=1.
Szukanym punktem P jest zatem P =(1,1).
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Zadanie 24.
1 2

Prosta o réwnaniu y =kx przecina parabole o réwnaniu y = =x
A i B. Udowodnij, ze styczne do tej paraboli w punktach A i B sg prostopadte.

1
— = w dwoch punktach

Rozwigzanie

Najpierw wyznaczamy wspéirzedne punktéw A i B. W tym celu rozwiazujemy uktad réwnan

y=kx
L)
1 1
Exszx—izo
A=k*+1
k—vkZ+1
xi= e o A T =k VR

2 2
Stad A = (k—\/kZ—H,kz—k k2+1), B:(k+\/k2+1,kz+k\/kz+1>.

Wyznaczamy teraz wspéiczynniki kierunkowe stycznych. Niech f(x) = =x?

1
x* — =. Wowczas

Nl —

mamy réwnania stycznych: y=aax+ba oraz y=agx+bg, gdzie ay =f’ (k— vVkZ+ ])

oraz ag =f’ (k+\/k2+1). Poniewaz f’ (x) =x, wigc aa =k—vVkZ+1, ag =k+VkZ+1.
Stad
aa-ag = (k—\/k2+1)-(k+\/kz+1> =k — (K2 +1)=—1,

czyli obie styczne sg prostopadte.
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Zadanie 1la.

3

Uzasadnij, ze lim (

3n+7+3n—4 7
n—oo \ 8n+4  6n+5

Zadanie 2a.

2x+7
Dana jest funkcja f okreSlona wzorem: f(x) = % dla kazdej liczby rzeczywistej x. Uza-

X2+
sadnij, ze f’ (;) = %

Zadanie 3a.

Dany jest okrag o §rodku w punkcie S =(60,40) i promieniu réwnym 97. Prosta o réwnaniu
3x+4y+20=0 przecina ten okrag w dwdch punktach A i B. Uzasadnij, ze |AB|=130.

Zadanie 5a.
x+3
x2+7

11
nij, ze zbidr wartosci funkcji f jest przedziatem domknietym <]4, 2>.

Dana jest funkcja fokres§lona wzorem f(x) = dla kazdej liczby rzeczywistej x. Uzasad-

Zadanie b6a.

Uzasadnij, ze istnieje doktadnie 1908 nieparzystych liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie
dziesietnym wystepuje co najmniej jedna siédemka.

Zadanie 7a.

Dany jest nieskoniczony ciag geometryczny (a,,) okre§lony wzorem

an = dlan=1,2,3,....

Ay
(¥3)
Uzasadnij, ze suma wszystkich wyrazéw tego ciggu jest réwna S=1 +V3.

Zadanie 8a.

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f (x) =x>—3x+1 i lezacy na wykresie tej funkcji punkt
A o wspolrzednej x réwnej 2. Uzasadnij, ze styczna do wykresu funkcji f w punkcie A ma
réwnanie y =9x—15.

Zadanie 12a.
Uzasadnij, ze najmniejsza liczbg naturalna n spelniajaca nieréwnosé jest

n=107.

2n—10 2‘ 1

Intl 3530
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Zadanie 13a.

Okregi o réwnaniach x> +y? =625 i (7(—36)2 +(y— 15)2 =1600 maja dwa punkty przeciecia:
A i B. Uzasadnij, ze |[AB|=48.

Zadanie 14a.

Dany jest wykres funkcji kwadratowej f (x) =x“ oraz punkt A =(3,0). Uzasadnij, ze punktem
na wykresie funkcji f lezacym najblizej punktu A jest punkt o wspéirzednych (1,1).

2

Zadanie 16a.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy jest réwna 10 cm, a kat nachy-
lenia §ciany bocznej do plaszczyzny podstawy jest réwny 60 stopni. Ostrostup ten przecieto
plaszczyzng przechodzacy przez krawedz podstawy i nachylona do plaszczyzny podstawy

75
pod katem 30 stopni. Uzasadnij, ze pole otrzymanego przekroju jest réwne P = 7\@
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