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1 Wlasnosci

a) Jezeli F'(x) = f(x), to

dla dowolnej statej C' € R.

b) Jezeli a € R, to

/af(x)dx:a/f(x)dx.

c) Jezeli f i g sa funkcjami catkowalnymi, to

/[f(x)j:g(x)] dx:/f(a:)dxj:/g(:c)d:c.

2 Wzory podstawowe

:L.a+1
a) /x“dx:a+1+0,dlaaER,a7é—1.

1
b) /de:ln]x\—i-C.

1
c) /1+$2 dx = arctgz + C.

—1
d) / T2 dxr = arcctgx + C.

1
e) / dx = arcsinz + C.

V1—2x?
-1
f)/mdx:arccosx—i-a
g)/axdleza+0,a>0.

h) /Sinxdx = —cosz + C.

i) /cosxdx =sinx 4+ C.



1
7) / dr =tgx + C.

cos? x

sin” x

1
k)/ s—dr = —ctgz + C.
[) /sinhxdx:coshx—i—C.

m) /cosha:dx =sinhz + C.

1
———dz = tgh C.
n) /COShQZL‘ . ghr+

1
0)/. 5—dv = ctghz + C.
sinh” x

3 Catkowanie przez podstawienie

Jezeli funkcja ¢ jest rézniczkowalna w sposéb ciggly, to catke / f(x) dr mozna przeksztalcié,
podstawiajac x = ¢(t). Wtedy

[ t@yas= [ sewpewae
Czasami jednak lepiej jest wykonaé podstawienie ¢ = ¢(x). Nalezy wtedy (o ile to mozli-

we), korzystajac z formalnego réwnania dt = ¢'(z) dx, zapisaé f(x)dz jako g(t) dt dla pewne;
funkcji g. Wtedy, jezeli

to

4 Calkowanie przez czesci

Jezeli funkcje f i g sa rézniczkowalne, to zachodzi wzor

[ F@g @) = f@lg(o) - [ F@g(o) e

Wybor funkeji f oraz g bywa trudny. Najczesciej jednak za funkcje f nalezy przyjaé te, ktora
wystepuje wezesniej w ponizszej liscie:

a) funkcje logarytmiczne (np. Inx),

b) funkcje cyklometryczne (np. arcsinx),

)

)
¢) funkcje algebraiczne (np. z°),
d) funkcje trygonometryczne (np. sinz),
)

e) funkcje wyktadnicze (np. €¥).



5 Calki zawierajgce trojmian kwadratowy
mr +mn
ax? + bxr + ¢
a) Zapisujac mianownik funkcji podcatkowej w postaci kanonicznej
ar® +br +c=a(zx + k) +1,

5.1 Calki typu

a nastepnie stosujac podstawienie
t = 2ax + b,

sprowadzamy rachunki do obliczenia catki

1 1
—_— 1 —dt.
/t2+A2dt ub /t2_A2dt
b) Mamy wtedy

m mb
mz +n d$:/%(2a:ﬁ+b)+(n—%

_mz4n ) 4
ax?+bxr+c ax?+bxr +c v

D10 Jaz? + bx + | + mb / !
= —Inlax x + c n— — _—.
2a 2a ar?+bxr +c

f'(x)
/()

W powyzszej réwnosci wykorzystaliSmy wzor / dx = In|f(x)|. Pozostaje teraz do

ostatniej catki zastosowaé¢ wczesniejsza metode.

5.2 Calki typu my A n dx

Vaz? + bz + ¢

Podobnie jak w przypadku catek z punktu 5.1 zapisujemy tréjmian w postaci kanonicznej
i podstawiamy

t=ax+0,
co sprowadzi catke do
1 1
——=dt dlaa>0 lub ———=dt dlaa<0.
/ VA ! ! / VAP ‘
. 1
5.3 Calki typu dx
(max + n)vax? +bx + ¢
Stosujac podstawienie
1
C max+n

sprowadzamy catke do postaci z punktu 5.2.

5.4 Calki typu / Vaz? + bx + cdr

Ponownie przeksztalcamy trojmian kwadratowy do postaci kanonicznej, a nastepnie wyko-
nujemy standardowe podstawienie liniowe. Do obliczenia pozostanie catka

/\/A2 —t2dt lub /\/t2 + Adt.



6 Caltki funkcji wymiernych

Niech P oraz @, Q # 0, beda dowolnymi wielomianami. Interesuje nas znalezienie catki

T
z funkcji wymiernej R(x) = ——=, to znaczy

Q(x)

/R(;E) dr = /

Jezeli stopien wielomianu P jest nie mniejszy od stopnia wielomianu ), to nalezy najpierw
wykona¢ dzielenie z resztg wielomianu P przez (). Wtedy

X

B
Q(x

; dx.

P(z) = q(2)Q(z) + r(x),

gdzie stopien reszty r jest mniejszy od stopnia (). Stad

/ R(z)dz = / g(z) dz + / 22((?) dz.

Bedziemy zatem od tej pory zakltadaé, ze licznik ma mniejszy stopien od mianownika.

6.1 Metoda wspoétczynnikéw nieoznaczonych
Wielomian ) mozna roztozy¢ na iloczyn czynnikéw nierozktadalnych, to znaczy
Qr) = (z—a)™ ... (x —a,)™ (@ + bz + 1) . (22 + bz + )P, (1)

gdzie zaden z wielomianow 2? + bz + ¢; nie ma pierwiastkow rzeczywistych. Wtedy istnieja
state A7, BL O} € R, takie ze

P(x Al Al Ail
R(x) = ngi = x—lal + (;p—zch)z —|—...+m—l—...+
LA A A
r—a, (r—ap)? (x — ay)on
Biz+C! Bz + C; P By x+Cj -
2+bhr+c (2+br+ca)? T (bt e)h a
Bz 4+ CT Bz 4+ C¥ Bz +Ch

(2)

22+ by + Oy (x2+bmw+0m)2+...+ (22 4 by + ¢ )P

Po wymnozeniu réwnania (2) obustronnie przez (Q(z), nieznane stale mozna wyznaczy¢ na
przyktad poprzez

° porownanie wspotczynnikow przy odpowiednich potegach x-6w,

e | II sposéb Wstavs{ienie do pfzeks%talconegc‘) réwpania (2) dowolnych wartosci rzeczywi-
stych z, otrzymujac uktad rownan do rozwigzania.

Majac dany rozktad na utamki proste, aby znalezé¢ catke / R(z) dx zauwazmy najpierw, ze

/ Al g L Al

(z —a;)” l—a (z—a)* "




Pozostaje zatem wyznaczy¢ catki typu

/ _ Bt C (3)

(22 + bx + )"

Na poczatek, przez sprowadzenie trojmianu do postaci kanonicznej oraz odpowiednie podsta-
wienie, przeksztalcamy catke (3) do postaci

/ Dx + FE
———dx,
@+ 1

a nastepnie rozdzielamy

Dz + E x 1
——dr =D | ————dr+FE | ——dx.
/(x2—|—1)” ! /(x2+1)” v /(x2+1)” !

Oczywiscie, po zastosowaniu podstawienia 2* + 1 = ¢, otrzymujemy

x 1 11 1 |
" dr= | —dt= = ) 4
/ @1 T e T T o — )t T 2(1—n) (22 + 1) (4)

[

nie wyznaczymy explicite, natomiast podamy formute redukcyjng, ktéra umozliwi wyznaczania
jej wartosci dla konkretnego n.
Oznaczmy najpierw

Calki

1
I, = | ————dx.
[
Wtedy

1 2 _ .2 1 2
Jn:/udx:/—dx_/x—dxzzn_l_/dex.
(22 + 1) (22 + 1)1 (@2 +1)" (22 + 1)

Na mocy wzoru na catkowanie przez czesci, wykorzystujac rownosé (4), otrzymujemy

I=1 ! r 1 / L4
n = n—1 — €Tr =
ol —n) @2+t 20 —n) ) (@22+1)nt
1 T 1
== [n—l - + In—l ==

2(1—n) (z2+1)"1  2(1—n)

- 2<n1— NGEST=a (1 B ﬁ) s

1

241
cyjnej, aby obliczyé dowolna catke typu (3).

Wystarczy zatem zna¢ wartos¢ I; = dr = arctgx oraz skorzystaé¢ z formuty reduk-

6.2 Metoda Ostrogradskiego

W przypadku, gdy wielomian ) ma pierwiastki wielokrotne (co oznacza, ze w rozkladzie
(1) przynajmniej jedna z liczb «;, §; jest wieksza od 1) wiemy, ze

X, (Y@,
[row-g+ | ame ©
5}



gdzie Q1 jest najwickszym wspolnym dzielnikiem wielomianéw @Q i Q' (pochodnej wielomianu
@), a wielomian Q)2 dany jest réwnoscia

Q(z)

Q1(x)

Funkcje X oraz Y sg wielomianami, ktorych stopnie sa mniejsze odpowiednio od stopni wielo-
mianéw Q1 i Q2. Wspdtezynniki X, Y mozna wyznaczy¢ rozniczkujac rownosé (5).

Qa(z) =

7 Calki funkcji niewymiernych

P1 P2
ar +b\ 1 [ax+ b\ 2

7.1 Calki typu | R
yp / x, (ca:—l—d) ’(ca:—l—d) ’
Niech o .
ar+b\a [(ar+0b)\ 2

“; cx +d "Nexr+d T

b\ a b %
bedzie funkcjg wymierng zmiennych =z, art , art , ... dla pewnych liczb catko-
cr+d cr+d

R(z) =R

witych p1, q1, p2, qo, . ... Wtedy catke

/ R(z) dx
znajdujemy przez podstawienie
. ar+b
e +d
gdzie n jest najmniejsza wspolna wielokrotnoscia mianownikéw qq, ¢, . . ., sprowadzajac ja do

jednej z calek rozwazanych wczesniej.

7.2 Calki typu dx

/\/aa:Q—I—bx—Fc

Jezeli P, jest wielomianem stopnia n, to powyzsza catke mozna zapisaé¢ jako

dr = Qn_1(x )\/ax2+bx—|—c+>\/ (6)

/\/ax2+b:p—|—c \/ax2+bm—|—c

gdzie @Q,_1 jest wielomianem stopnia n — 1, a A pewna liczba rzeczywista. Wspotezynniki
wielomianu @,,_; oraz stata A znajdujemy, rézniczkujac réwnosé (6).

7.3 Calki typu/ ! dx

(x — a)"Vax? + br + ¢

Powyzsza catka sprowadza si¢ do catki z punktu 7.2 przez podstawienie

1

t= .
r—a




8 Catki dwumienne / 2™ (a+ bx" )P dx

Niech liczby m, n oraz p beda wymierne. Catke dwumienng mozna przedstawic¢ jako kom-
binacje¢ funkcji elementarnych wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z warunkow

a) p jest liczbg calkowitq (otrzymujemy caltke z sumy jednomianéw).

m+1

b) jest liczbg catkowitq. Stosujemy wtedy podstawienie t* = a + bz", gdzie s jest

mianownikiem liczby p.

m+ 1 . : ‘ . I _
c) —— + p jest liczbg calkowitqg. Stosujemy wtedy podstawienie t* = az™" + b.
n

9 Calki funkcji trygonometrycznych

9.1 Calki typu / sin™ x cos" x dx

Oznaczmy powyzsza catke przez I, , dla dowolnych liczb catkowitych m,n. W zaleznosci
od parzystosci m oraz n stosujemy jedna z ponizszych metod:

a) m =2k + 1 jest dodatnig liczbg nieparzystq. Wtedy

Lyn = /sin% xsinzcos" x dr = /(1 — cos® x)¥ cos™ wsin x dx

i stosujemy podstawienie ¢t = cosx.

b) n =2k +1 jest dodatniq liczbg nieparzystqg. Podobnie jak poprzednio
Ly = / sin™ z cos® x cos x dr = / sin™ (1 — sin” z)" cos = da

i stosujemy podstawienie ¢ = sin z.

c) m in sq dodatnimi liczbami parzystymi. Przeksztalcamy catke, wykorzystujac wzory try-
gonometryczne

1 — cos (2 1 2
%(x)’ Coszx_—’_c+(x)’ 2sin x cos x = sin (2z).

sinz =

d) m in sqg ujemnymi liczbami jednakowej parzystosci. Mamy

1 1
Ly, = dr =
’ sin~™ x cos™ 2 x cos? x

1 _m/2 2 n—2 ].
/( +tg2x> (1+tg"2) cos2a

14 ¢2)"5" 1
:/—( O

tm

wykorzystujac podstawienie t = tgx.



e) n = —m. Zapisujemy calke w postaci /tgm x dx lub /ctgm x dx, tak aby wyktadnik m
byt dodatni. Nastepnie wykorzystujemy tozsamos¢

1 1
-1 lub ctg’ x = 5

5 - - 1.
Cos® x sin” @

thx:

f) W pozostatych przypadkach mozna wykorzysta¢ metode redukcyjna, podobna do przed-
stawionej w punkcie 6.1.

9.2 Calki typu /sin (mx) cos (nz) dx

W calkach postaci / sin (mx) cos (nx) dx, / sin (max) sin (nx) dx lub / cos (mx) cos (nx) dx

wykorzystujemy wzory

sin (ma) cos (nx) = §[sin (m 4+ n)x + sin (m — n)z|,

sin (max) sin (nx) = %[COS (m —n)x — cos (m + n)x],

cos (mx) cos (nz) = %[cos (m —n)x + cos (m + n)z].

9.3 Calki typu /R(sin x,cosx)dx
Jezeli R jest funkcja wymierna, to przez podstawienie
t=1t L
mozemy sprowadzi¢ badang catke do catki funkcji wymiernej. Korzystamy przy tym z tozsa-

mosci
2t 1—¢2 2dt

— cosr = —— :
1+ Ty 1+
W przypadku, gdy zachodzi rownosé

sinx =

R(sinz,cosx) = R(—sinx, — cosx),
mozemy podstawiaé
t=tgx.
Wtedy

, t 1 ot y dt
SIN T — —F/——— COSTX — —F/——— T = arc r = —-r .
gb 1+ ¢2

V1+it2 VIt

Uwaga. Analogicznych metod jak we wszystkich powyzszych typach mozna uzywaé do catek
funkcji hiperbolicznych.



10 Podstawienie trygonometryczne i hiperboliczne

10.1 Calki typu /R(:z:, Vaz? + bz + ¢) dx

Przez sprowadzenie trojmianu do postaci kanonicznej oraz standardowe podstawienie prze-
ksztatcamy catke do jednej z ponizszych postaci

2) / Rit, VA2 — &) dt,
b) / R, VA +8) dt,

c) /R(t, V2 — A?)dt.
Nastepnie, stosujemy odpowiednie podstawienia
a) t = Atghwu lub t = Asinu,

b) t = Asinhu lub t = Atgu,
1

coS U

c) t=Acoshulubt=A

Warto przy tej okazji pamigta¢ o podstawowych tozsamosciach hiperbolicznych

e cosh?u —sinh®u = 1,

o sinh?y — cosh (2u) — 1
2 )
o cosh?qy = C8hu) +1
2 )

e 2sinh ucoshu = sinh (2u).
Ponadto, jezeli t = sinh u, to
coshu = V1 + 2, u:ln(t—l-\/m),
natomiast jezeli ¢ = cosh u, to

sinhu = Vit? — 1, uw=In(t—Vvt?—1).



