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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka — poziom rozszerzony

Uwagi ogolne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki zadania.

2. Jezeli zdajagcy popetni btedy rachunkowe, ktdre na zadnym etapie rozwigzania nie upraszczajg i nie
zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode i konsekwentnie do popetnionych
bteddw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze otrzymac co najwyzej n—1 punktow (gdzie n jest
maksymalng mozliwg do uzyskania liczbg punktow za dane zadanie).

Zadanie 1. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024’
Wymagania ogolne Wymagania szczegotowe
l. Sprawnosc¢ rachunkowa. . Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
Wykonywanie obliczen na liczbach P1) wykonuje dziatania (dodawanie,
rzeczywistych. odejmowanie, mnozenie, dzielenie,
lIl. Wykorzystanie i interpretowanie potegowanie, pierwiastkowanie,
reprezentacii. logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;
1. Stosowanie obiektow matematycznych P9) stosuje zwigzek logarytmowania
i operowanie nimi, interpretowanie pojec Z potegowaniem, postuguje sie wzorami na
matematycznych. logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm
potegi;
R1) stosuje wzér na zamiane podstawy
logarytmu.

Zasady oceniania
3 pkt — obliczenie wartosci wyrazenia a?: 6*14.
2 pkt — wyznaczenie liczb b oraz a.
1 pkt — wyznaczenie liczby a: %
ALBO
wyznaczenie liczby b: 2.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Rozwigzanie
0= (3 = (o3 gyt -

3

1
b =log,3 log;2% = 2log,3 -log;2 = 2-log,3 ~@ =2

Wobec tego ab = (%)2 = 4r.

! Rozporzadzenie MEIN z 10 czerwca 2022 r. w sprawie wymagan egzaminacyjnych dla egzaminu maturalnego przeprowadzanego
w roku szkolnym 2022/2023 i 2023/2024, DZ.U. poz.1246.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka — poziom rozszerzony

Zadanie 2. (0-3)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegotowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. . Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze P5) stosuje wlasnosci monotonicznosci
kilkuetapowych, podawanie argumentow potegowania, w szczegolnosci wiasnosci: jesli
uzasadniajgcych poprawnos$¢ rozumowania, x<yoraz a>1, to a* <ab, zas gdy
odrdznianie dowodu od przyktadu. x<yoraz 0<a<1 toa*>a

P7) stosuje interpretacje geometryczng

i algebraiczng wartosci bezwzgledne;j [...].

Il. Wyrazenia algebraiczne.

P1) Zdajacy stosuje wzory skréconego
. . 2 N2 5 1o

mnozeniana: (a+b)", (a—b)", a2 — b2

Zasady oceniania
3 pkt — przeprowadzenie petnego dowodu.
2 pkt — uzasadnienie, ze z zatozenia wynika nierbwnosc¢, ze y <1
ALBO
zaznaczenie w ukfadzie wspdtrzednych zbiordw rozwigzan dwdch nieréwnosci:
x>+y?<1loraz y<x?+1.
1 pkt — zapisanie uktadu nieréwnosci y2 < x2 + y2 oraz y <|y|
ALBO
zapisanie, ze nierdbwno$¢ y < x? + 1 jest prawdziwa dla dowolnej liczby rzeczywistej y < 0
ALBO
narysowanie w ukfadzie wspdtrzednych odpowiednio okregu i paraboli o rownaniach
X+y2 =1 y=x*+1
ALBO
zapisanie, ze z zalozenia wynika: x € [—1,1] oraz y €[—1,1]
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga

Dowdd przeprowadzony sposobem Il uznajemy za petny tylko wtedy, gdy zdajgcy poprawnie
sporzadzi wykresy nierownosci x? + y2 < 1 oraz x? + y? < 1 i zapisze, ze koto jest zawarte
w obszarze, ktdrego brzegiem jest parabola i w ktérym lezy Srodek tego kofa.

Rozwigzania

Sposob |
Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spetione sg nieréwnosci

y2<x2+y? oraz y<|y|.

Z pierwszej nieréwnosci wynika, ze y2 < x2+y2< 1, wiec y2< 1. Stad |y|< L
Poniewaz y <|y| wiec y <|y|<1, czyli y<1.

Poniewaz x2 > 0, wiec 1 <1+ x2.

Zatem y<1<1+x2

To konczy dowdd.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka — poziom rozszerzony

Sposob I

Niech x i y beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi takimi, ze x2 + y* < 1. To oznacza, ze kazda para
liczb (x, y) spetniajaca te nierowno$¢ wyznacza wspdtrzedne punktu nalezacego do kota o $rodku

S =1(0,0) i promieniu r = 1,

Zauwazmy, ze parabola o réwnaniu y = x% + 1 dzieli ptaszczyzne na dwa obszary. Obszar lezacy
pod parabolg jest opisany nierownoscig y < x2+ 1 (wraz z brzegiem tego obszaru). Okrag

o réwnaniu x? + y? = 1, a w konsekwenciji i koo opisane nierdbwnoscig x2 + y2 < 1, sg zawarte

w tym obszarze. Zauwazmy, ze jedynym punktem wspolnym paraboli i okregu jest punkt (0,1), co
oznacza, ze ze wszystkich par (x, y) liczb rzeczywistych spetniajacych zatozenie nieréwnosci z tezy
zachodzi réwnoscé tylko dla pary (0,1).

To konczy dowdd.

Sposob Il

Zauwazmy, ze dla dowolngj liczby rzeczywistej y < 0 i dowolnej liczby rzeczywistej x nierownosc
y < x?+ 1 jest prawdziwa.

Zauwazmy takze, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej y > 1 nierownos¢ x2 + y% < 1 jest fatszywa.
Pozostaje zatem wykaza¢ prawdziwos¢ wynikania dia y € {0, 1).

Ale wowczas y < 1. Skoro x2 >0, to 1 < 1+x2 Zatem y<1<1+x2

To konczy dowdd.

Sposob IV

Z zatozenia wynika, ze x € [—1,1] oraz y € [—1,1].
Skoro x €[—1,1], to x2 €[0,1]. Stad x>+ 1 €[1,2].
Skoro ye[—1,1]to yS1<x2+1

To konczy dowdd.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka — poziom rozszerzony

Zadanie 3. (0-3)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegotowe
IV. Rozumowanie i argumentacija. Ill. Réwnania i nierdOwnosci.
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy R5) Zdajgcy analizuje réwnania i nierbwnosci
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach liniowe z parametrami oraz réwnania
nietypowych. i nieréwnosci kwadratowe z parametrami,

w szczegolnosci wyznacza liczbe rozwigzan

w zaleznosci od parametrow, podaje warunki,
przy ktérych rozwigzania majg zagdang
witasnosc¢, i wyznacza rozwigzania w zaleznosci
od parametrow.

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie
kartezjanskiej.

P2) Zdajacy postuguje sie rownaniami prostych
na ptaszczyznie, w postaci kierunkowe;

i 0gdlnej, w tym wyznacza réwnanie prostej

0 zadanych witasnosciach (takich jak

na przyktad przechodzenie przez dwa dane
punkty, znany wspotczynnik kierunkowy, [...] ).
Xlll. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

R2) Zdajgcy stosuje definicje pochodnej funkgii,
podaje interpretacje geometryczng pochodne;.

Zasady oceniania
3 pkt — wyznaczenie wartosci parametru spetniajgcego warunki zadania, m = 3%.
2 pkt — zapisanie réwnania co najmniej jednej ze stycznych (sposob |),

2

np.y=(2-3)(x—3)+ ((5) + 4>

ALBO

wykorzystanie warunku prostopadtosci i zapisanie réwnania z niewiadomg m (sposob |l),

np. 2y4—m-(—2/4—m)=—1

ALBO

zapisanie réwnania z jedng niewiadoma m, np. 12 —4(4 —m) = 0 (sposoby Il i V).
1 pkt — zapisanie wspdtczynnika kierunkowego co najmniej jednej z szukanych stycznych, 1 lub —1

ALBO

zapisanie rownania prowadzgcego do wyznaczenia odcietej punktow stycznosci,

np. (2x)(—2xp) =—1 albo xj+m—4=10

ALBO

zapisanie, ze szukane styczne sg symetryczne wzgledem osi Oy uktadu wspotrzednych, wiec

z ich prostopadtosci wynika, ze kat miedzy osig Oy a kazdg z tych stycznych jest réwny 45°.
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga
Jezeli zdajacy, rozpatrujac rownanie kwadratowe x3+ m — 4 = 0, nie zapisze, ze dla m > 4
rownanie jest sprzeczne, lub nie stwierdzi, ze dla wyznaczonej wartosci m = 145 otrzymane proste sg

szukanymi stycznymi, to za cate rozwigzanie otrzymuje co najwyzej 2 punkty.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka — poziom rozszerzony

Rozwiazania

Sposoéb |
Rownanie peku prostych przechodzacych przez punkt P = (0, m) ma postac y = ax + m, oprocz
prostej o rownaniu x = 0, ktdéra nie jest styczna do paraboli, bo jest jej osia symetrii. Oznaczmy przez
A, A, punkty, w ktérych szukane proste z peku sg styczne do danej paraboli. Poniewaz punkt P
lezy na osi symetrii paraboli, wiec jesli A} = (xg, X3 +4), to A, =(—xp, x§ + 4).
Pochodna funkgji f(x) = x%+ 4 okreslonej dla kazdej liczby x € R jest rbwna f'(x) = 2x dla
x € R. Z geometrycznej interpretacji pochodnej wynika, ze a = f ’(xo). Wobec tego wspoétczynniki
kierunkowe stycznych poprowadzonych przez punkty A; i A, sgrowne odpowiednio 2x, i —2x,.
Warunek prostopadtosci tych stycznych prowadzi do réwnania
1

1 1 X§=q

Rownania stycznych mozna wiec zapisac jako:

y=(e s D) +4) o y=(a-( e )+(-2) +4)

y=x+3% oraz y=—x+3%

czyli
— 33
Zatem m = 37.

Sposaob |l
Rownanie peku prostych przechodzgcych przez punkt P = (O, m) ma postac y = ax + m, oprocz
prostej o rownaniu x = 0, ktéra nie jest styczna do paraboli, bo jest jej osig symetrii. Niech A bedzie
punktem stycznosci paraboli i stycznej. Wtedy A = (xo, x§+ 4) oraz A = (xo, axg + m).
Pochodna funkgji f(x) = x?+ 4 okreslonej dla kazdej liczby x € R jest rbwna f'(x) = 2x dla
x € R. Z geometrycznej interpretacji pochodnej wynika, ze a = f '(xo) = 2x,, wWiec
A= (xo, 2xq - xg + m) Przyrbwnujac rzedne punktu A, otrzymujemy rownanie

x5+ 4 =(2xy) xo + m,

xj+m—4=0

z niewiadoma x,, i parametrem m. Jesli m > 4, to rownanie jest sprzeczne; jesli m = 4, to rébwnanie
ma jedno rozwigzanie x, = 0, a jedli m < 4, to otrzymujemy

G~ (/T—m)' =0,
(xo—\/4—m)(xo+\/4—m>=0.
Stad xp =+v4—m lub xy =—vV4—m.

Zatem wspofczynniki kierunkowe szukanych stycznychto a; =2y 4 —m oraz a, = —2v4 — m.
Z warunku prostopadtosci stycznych otrzymujemy réwnanie

2/4—m-(—2/4—m)=—1,
4(4—m)=1,
mZS% < 4.

Sposob Il
Rownanie peku prostych przechodzacych przez punkt P = (O, m) ma posta¢ y = ax + m, oprécz
prostej o réwnaniu x = 0, ktéra nie jest styczna do paraboli, bo jest jej osig symetrii. Zadna prosta
z tego peku nie jest rownolegta do osi symetrii paraboli, wiec jest styczna do paraboli, jesli ma z nig
doktadnie jeden punkt wspdlny, a wiec jesli uktad réwnan

(1) y=x*>+4 i y=ax+m
z dwiema niewiadomymi x i y ma dokfadnie jedno rozwigzanie.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka — poziom rozszerzony

Stad otrzymujemy réwnanie
x2+4=ax+m,
@2 x2—ax+4—m=0
Z jedng niewiadoma x i parametrami a i m.

Uktad (1) ma doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie (2) ma doktadnie jedno
rozwigzanie, a wiec wtedy, gdy wyrdznik trojmianu po lewej stronie tego réwnania jest rowny 0, czyli
(—a)’—4(4—m)=0,

a?—4(4—m)=0.
Jesli m > 4, to otrzymane réwnanie z niewiadomag a i parametrem m jest sprzeczne; jesli m = 4,
to rownanie ma tylko jedno rozwigzanie a = 0, a jesli m < 4, to rownanie ma rozwigzania ay, a,.
Sa to wspdtczynniki kierunkowe szukanych stycznych. Te styczne sg prostopadte, wiec a; -a, = —1.
Zatem ze wzoru Viete’'a na iloczyn pierwiastkdw tréjmianu kwadratowego otrzymujemy rownanie

—4(4—m)=—1
Stad

m=3> <4

Sposoéb IV
O$ Oy ukfadu wspotrzednych jest osig symetrii paraboli o rbwnaniu y = x2? + 4, wiec szukane

styczne sg symetryczne wzgledem osi Oy. Sg one réwniez prostopadte, wigc kat miedzy osig Oy
a kazdg z tych stycznych jest rowny 45°. To oznacza, ze wspotczynniki kierunkowe szukanych
stycznych sg réwne 1 i —1. Obie te styczne przechodzg przez punkt P = (0, m) wiec ich réwnania
majg postaC y=x+m i y=—x+m.
Styczna do paraboli ma z tg parabolg doktadnie jeden punkt wspdlny, a wiec uktad réwnan
(1) y=x?2+4 i y=x+m
z dwiema niewiadomymi x i y ma doktadnie jedno rozwigzanie.
Stad otrzymujemy rownanie
x2+4=x+m,
@ x2—x+4—m=0
Z jedng niewiadomg x i parametrem m.
Uktad (1) ma dokfadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie (2) ma doktadnie jedno
rozwigzanie, a wiec wtedy, gdy wyrdznik trojmianu po lewej stronie tego rownania jest rowny 0, czyli
12— 4(4—m) =0,
4m — 15 =0,

15 3
m=-5 =37.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka — poziom rozszerzony

Zadanie 4. (0-3)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegotowe
lIl. Wykorzystanie i interpretowanie VI. Ciagi. Zdajacy:
reprezentacii. P4) stosuje wzoér na n—ty wyraz i na sume n
1. Stosowanie obiektow matematycznych poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego;
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ P5) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n
matematycznych. poczgtkowych wyrazdw ciggu geometrycznego;

P6) wykorzystuje wtasnosci ciggdw, w tym
arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, réwniez osadzonych
w kontekscie praktycznym.

Zasady oceniania
3 pkt — wyznaczenie szukanej wartosci ilorazu ciggu geometrycznego: q = 3.
2 pkt — zapisanie réwnania z niewiadomymi a,, ¢ w postaci iloczynowej: a; (g —1)(q—3)=0

ALBO
wyznaczenie réznicy r (lub iloczynu 3r) ciagu arytmetycznego w zaleznosci od b,
np. 3r = 2b;.

1 pkt — wykorzystanie wtasnosci ciggdw i zapisanie réwnania z dwiema niewiadomymi,
np. a;q* = 4a,q — 3a, albo (b, + 31’)2 = by (b + 12r).
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Rozwiazania

Sposob |
Oznaczmy przez r réznice ciggu arytmetycznego (bn). Wyrazy ciggu (an): pierwszy, drugi i trzeci, sg
odpowiednio pierwszym, czwartym i trzynastym wyrazem ciggu arytmetycznego (bn), wiec
otrzymujemy
a,=>b, i ay=b, i a3=by.
Stad i ze wzordw na n-ty wyraz ciggu geometrycznego i n-ty wyraz ciggu arytmetycznego
otrzymujemy
a,=b, i aqgq=b,+3r i a;q>=0b,+12r.
Stad
3r=a;q—a, i a;q>*=a;+43r.
Zatem
a;q* =a,+4-(a;q—ay),
a,q*> = 4a,q — 3a,,
a,q*>—4a,q+3a, =0,

a,(g>2—4q+3)=0,

a;(g—1)(q—3)=0.
Ciag (a,) jest rosnacy i a; > 0, wigc q # 1. Zatem g = 3.

Sposob I
Oznaczmy przez r rOznice ciggu arytmetycznego (bn). Wyrazy ciggu (an): pierwszy, drugi i trzeci, sg
odpowiednio pierwszym, czwartym i trzynastym wyrazem ciggu arytmetycznego (bn), wiec
otrzymujemy

a,=b; i ay=b, i a3=by;.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka — poziom rozszerzony

Stad i ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego otrzymujemy
a,=b, i ay=b,+3r i a3=0b +12r.

Witedy
(by+3r) = by (b, + 127),
6b,r+9r2 = 12b;,
9r2 = 6b,r,
r(3r—2b;)=0.
b b, +2b
Poniewaz ciag (a,) jest rosnacy, wiec r # 0. Zatem 3r = 2b; oraz q = 1;13T = 1212 L=3,
Zadanie 5. (0-3)
Wymaganie ogolne Wymagania szczegotowe

IV. Rozumowanie i argumentacja. VII. Trygonometria.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze P3) Zdajgcy stosuje twierdzenie cosinuséw [...].

kilkuetapowych, podawanie argumentow VIII. Planimetria. Zdajacy:

uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania, P8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;

odrdznianie dowodu od przyktadu. R3) przeprowadza dowody geometryczne.

Zasady oceniania sposob6ow rozwiazania: I, Il i lll
3 pkt — przeprowadzenie petnego dowodu.
2 pkt — uzasadnienie, ze dwie pary trojkatow sg przystajgce — ECK i GCL oraz GCL i GBL (sposob |)
ALBO
obliczenie diugosci |CE| w zaleznosci od diugosci a boku kwadratu ABCD, np. a2 (2 ++/3),
oraz wykorzystanie twierdzenia cosinusow i zapisanie rownosci pozwalajacej wyznaczyc
diugosc boku GB, np. |GB[* = a2 +|CE[* — 2a-|CE|- cos 75° (sposcb Il
ALBO
zapisanie wspotrzednych trzech wektoréw: BG, BF i CG lubich dtugosci w zaleznosci
od a,np. BG =|a(2++3), a| BF=[a(1+/3), —a(1+/3)| CG=[a(2+3), —a|
1 pkt — uzasadnienie, ze trojkaty ECK i GCL sg przystajace (sposob )
ALBO
uzasadnienie, ze trojkaty GCB i FEB sg przystajgce (sposob )
ALBO
wyznaczenie wspotrzednych wierzchotkdw G i F (sposob ).
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Rozwiazania

Sposadb |
Poprowadzmy odcinki EK i GL prostopadte do odcinkéw odpowiednio CD i BC takie, zeby punkt K

lezat na odcinku CD, a punkt L —na odcinku BC (jak na rysunku).

D__K
-/
B G
A
E
F
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka — poziom rozszerzony

Punkt K jest srodkiem odcinka CD, gdyz trojkat ABE jest rownoboczny. Czworokaty ABCD i CEFG
to kwadraty, wiec |<{BCD|=|<{GCE| = 90°. Stad wynika, ze

| <CECK|=|<BCD|—|<(ECB| = |« GCE|—|<ECB|=|<GCL|
CO 0znacza, ze katy ostre przy wierzchotku C w trojkgtach prostokgtnych ECK i GCL majg te samg
miare.
Przeciwprostokatne tych trojkatow majg takie same dtugosci, poniewaz sg one bokami kwadratu
CEFG. Z cechy kbk wnioskujemy, ze te trojkaty sg przystajgce.
Stad wynika, ze |CL|=|CK|, ale |CK|= 3|CD|, wiec |CL|= 3|BC|, bo |BC|=|CD|
To oznacza, ze trojkaty prostokgtne GCL i GBL sg przystajgce (cecha bkb). Wobec tego
|CG|=|BG|=|FG]|.
Trojkat BCE jest réGwnoramienny, wiec |<IBCE| = |<IBEC | Zatem

| <CBEF| = 90° —|XBEC| = 90° —| < BCE| = | <XBCG|

Ta rownos¢ oraz rownosci |BE| = |BC| i |EF| = |CG| oznaczaja, ze trojkaty BEF i BCG sg
przystajgce. Wobec tego |BG| = |BF| Wykazalismy wiec, ze |FG| = |BG| = |BF|.
To konczy dowdd.
Sposob I
Tréjkat CBE jest réwnoramienny, gdyz |CB| = |BE|. Poniewaz |<CCBE| = 90° + 60° = 150°, to
|<CECB| =|<CEB| = 15°.
Zatem |<LGCB| = 90° — | ECB| = 75° oraz |<LFEB| = 90° — | CEB| = 75°.
Z cechy bkb wynika wiec, ze trojkaty GCB i FEB sg przystajgce, skad wynika rownosé |FB| = |GB|.
Oznaczmy dlugos¢ boku kwadratu ABCD przez a. Wtedy z twierdzenia cosinusow dla tréjkgta CBE
otrzymujemy |CE|2 =a2+a2—2a-a-cos150° = 2a%(1+ cos 30°) = a2 (24+/3).
Z twierdzenia cosinusow dla trojkgta CBG wynika

GB = a2 +|CEF — 2a-|CE-cos75° = a2+ a2(2+/3)~ 20~ a2 + 3 - 572,

GBP = a2(142+/3 V24,3 /5512 ) =
=a(3+/3-4/(2+V3) (f6-/2)') =
=a2(3+3—1/(2+V3)-4(2—3))
=a2(3+v3—3/(2+/3)-4(2—3))
=a2(3+/3—1/4)=a2(2+3) =|cE["

Zatem |GB| = |CE | CO 0znacza, ze trojkat FBG jest rownoboczny.
To konczy dowdd.

czyli

Sposaob I
Umiesémy rozpatrywane figury w ukladzie wspétrzednych tak, zeby A =(—2a,0), B =(0,0)
i C=(0,2a), gdzie a > 0.

y

D C

—
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Wtedy E = (—a, —a«/g ) gdyz trojkat ABE jest rbwnoboczny. Zatem
EC= [0 —(—a), Za—(—a\/g)] = [a, a(2+«/§)].
Czworokat CEFG jest kwadratem, wiec wektory EC i CG = EF sa prostopadie i maja takie same
dtugosci. Wobec tego CG = EF = [a(2+\/§), —a], ale CG =[x =0, y;— 2a,
a ﬁ=[xF—(—a), yF—(—a«/g)], wiec
xGZa(2+\/§) i yog—2a=—a | xF+a=a(2+\/§) i yF-I-a\/E:—
xG=a(2+«/§) i yo=a i xF=a(1+«/§) i yF=—a(\/§+1),
czyii G=(a(2+v3), a) i F=(a(1+/3), —a(1+3)).
Obliczmy wspdirzedne wektorow BG i BF.
BG =[a(2+/3)—0, a—0]|=[a(2+3), a|
BF = |a( 1+/§ )—0, —a(1++/3)—0|=a(1+/3), —a(1+3)]
Obliczmy zatem dtugosci wektorow CG, BG i BF.
G| = (a2 +/3) +(~af =av/a+4/3+3+1=2a/2+ 3,
BG| = (a2 +/3)) +a> = a/a+4/3+3+1=2a/2+3,
|ﬁﬂ’|:\/(a(1+/§))2 +(- (1+f) ) =ay2(1+2/3+3)=2aV/2+/3.

Poniewaz |FG |=|CG | =|BG | =|BF]|, wiec tréjkat FBG jest rownoboczny.
To konczy dowdd.

Zadanie 6. (0-4)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegotowe
lIl. Wykorzystanie i interpretowanie VII. Trygonometria. Zdajgcy:
reprezentacii. R5) korzysta z wzoréw na funkcije
1. Stosowanie obiektow matematycznych trygonometryczne katow podwojonych;
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ R6) rozwigzuje rownania trygonometryczne.
matematycznych.

Zasady oceniania .
s1n(2x)

4 pkt — rozwigzanie réwnania — — = sin?x — sinx w przedziale {(—m, 7): x = —7, x =0, x = 5,
X=T. ,
. . , . s1n(2x) . . .
3 pkt - rozwigzanie réwnania — - = sin’x —sinx w zbiorze R
ALBO
zapisanie alternatywy sinx = 0 lub sinx — cosx = 1 i rozwigzanie réwnania
sinx —cosx =1 w przedziale (—m,T): x=%, X=—T, X=T1
ALBO

zapisanie alternatywy cosx+ 1 =0 lub sinx + cosx = 1 i rozwigzanie réwnania

sinx + cosx = 1 w przedziale {(—m,T): x =0, x = 5.

2 pkt — zapisanie alternatywy sinx = 0 lub sinx — cosx = 1 i rozwigzanie rbwnania

sinx = 0 w zadanym przedziale: x=—7, x=0, x=7=

ALBO

zapisanie alternatywy sinx = 0 lub sinx — cosx = 1 i przeksztatcenie réwnania
J2

sinx — cosx = 1 do postaci sin( - %) =5
ALBO
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zapisanie alternatywy cosx+ 1 =0 lub sinx + cosx = 1 i rozwigzanie rOwnania
cosx+1=0 w zadanym przedziale: x=—m, x =T

ALBO

zapisanie alternatywy cosx+ 1 =0 lub sinx + cosx = 1 i przeksztatcenie rOwnania

sinx + cosx = 1 do postaci sin(x+ %)= @ lub sin(x— %) = @

1 pkt - zapisanie réwnania w postaci iloczynowej: sinx - (cosx —sinx+1) =0 lub
(cosx + 1) : (sinx + cosx — 1) =0.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga

Jesli zdajgey, rozwigzujgc rownanie sinx — cosx = 1 lub sinx + cosx = 1, podnosi je stronami do
kwadratu i wyznacza rozwigzania otrzymanego réwnania, ale nie sprawdza, czy otrzymane
rozwigzania sg rozwigzaniami réwnania wyjsciowego, to za te czes¢ nie otrzymuije punktow, wiec
moze otrzymac¢ maksymalnie 2 punkty za cate rozwigzanie.

Rozwigzania

Sposob |
Korzystajgc ze wzoru na sinus podwojonego kata, mozemy zapisac¢ rownanie w postaci rownowaznej

sin(Zx) 2

= sin“x — sin x,
sinx-cosx = sinx(sinx — 1),
sinx- (cosx —sinx + 1) =0.
Réwnanie jest rownowazne alternatywie: sinx = 0 lub sinx — cosx = 1.
Rozwigzaniem réwnania sinx = 0 w zbiorze R jest kazda liczba x = kx, gdzie k jest liczbg catkowitg.
Zatem w przedziale (—m, ) réwnanie ma trzy rozwigzania: x = —m, x =0, x = T.
Rozwigzmy rownanie sinx — cosx = 1.

Mnozgc obie strony réwnania przez Q otrzymujemy kolejno rownania réwnowazne
/2 . V2 _ 2
T SINX — 5 COSX = 5,
L LT _ V2
COS4 "SInx —Sin—4 - CoOSX = 5,
: Ty _ V2
sin(x— ) ="
Rozwigzaniem powyzszego réwnania w zbiorze R jest kazda liczba x taka, ze
x—4 =4 +2kt lub x—7 =mn—74 +2kr, gdzie k jest liczbg catkowita.

Stad
x=5+2kn lub x=m+ 2km, gdzie k jest liczbg catkowita.
Zatem w przedziale (—m, ) to rbwnanie ma trzy rozwigzania: x = —m, x =5, x = T.
in(2
W rezultacie rownanie Smg ) = sin?x — sinx ma w przedziale {(—, ) cztery rozwigzania:
x=—T, x=0,x=75, Xx=T.
Uwagi:

V2

1. Rownanie sinx —cosx = 1 mozna przeksztaici¢ do postaci sin (x — %) =5 nhawiele
sposobow, np. mozna zapisac je w postaci
sinx — sin(% - x) =1
aby ze wzoru na réznice sinuséw otrzymac

T _ —(E_
2cosx+(§ x)-sinx (i=2)

~— |

T : s
2cosz-sm(x—z =1,
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\/5~sin(x—%) =1,
: Ty /2
sin(x— ) =7~
2. Rdéwnanie sinx — cosx = 1 mozna rozwigzac¢, zapisujgc uktad rownan
{sinx —cosx=1

sin?x + cos?x =1

Poniewaz sinx = cosx + 1, to (cosx + 1)2 + cos2x =1
Prowadzi to do réwnania 2 cos?x + 2 cosx = 0, ktére mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej:
2cosx-(cosx+1)=0.

Rownanie jest rownowazne alternatywie: cosx = 0 lub cosx = —1.
Dla cosx = 0 otrzymujemy sinx = cosx+ 1 =1, adla cosx = —1 bedzie to
sinx =cosx+1=0. s s
. . ) sinx =1 sinx =0
Szukamy zatem takich liczb w przedziale {—m, r), dia ktdrych _ .
cosx =10 cosx=—1

Rozwigzaniem pierwszego z tych uktaddéw w zbiorze R jest kazda liczba postaci x = % + 2k,
gdzie k jest liczbg catkowita.

Rozwigzaniem drugiego z tych uktadéw w zbiorze R jest kazda liczba postaci x = (2k + 1)7t,
gdzie k jest liczbg catkowita.

Zatem w przedziale {(—m, ™) réwnanie sinx — cosx = 1 ma trzy rozwigzania: —=, 5, T.

Sposoéb i
Korzystajgc ze wzoru na sinus podwojonego kata, mozemy zapisac¢ rownanie w postaci rownowaznej

sin(Zx) 2
2

= sin“x — sinx,
sinx-cosx = 1 — cos?x — sinx,
sinx-(cosx-l— 1) + cos2x—1=0,
sinx - (cosx + 1) + (cosx + 1) : (cosx — 1) =0,

(cosx-l— 1)-(sinx+ CosSXx — 1) =0.
Réwnanie jest rownowazne alternatywie: cosx+1 =0 Ilub sinx+ cosx = 1.
Rozwigzaniem réwnania cosx + 1 =0 w zbiorze R jest kazda liczba x = m + 2k, gdzie k jest
liczba catkowita.
Zatem w przedziale {(—m, ) rdwnanie ma dwa rozwigzania: x = —m, x =T .
Rozwigzmy rownanie sinx + cosx = 1.
Po pomnozeniu obu stron réwnania przez @ otrzymujemy kolejno réwnania rownowazne:

/2 V2 V2

5 sinx+ 5 cosx =5,
T LT _ 2
cos -sinx + siny - cosx =5,
sin (x + %) = @
Rozwigzaniem tego rownania w zbiorze R jest kazda liczba x taka, ze
x+4=74+2kt lub x4+ =m—+2km, gdzie k jest liczbg catkowita.
Stad
x =2kt lub x =75+ 2km, gdzie k jest liczbg catkowitg

Zatem w przedziale {(—m, ™) réwnanie to ma dwa rozwigzania: x =0, x = 5.

L, . sin(2x . . . . )
W rezultacie rownanie g ) = sin2x — sinx ma w przedziale (—, ) cztery rozwigzania:
x=—T, x=0,x=75, Xx=T.
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Uwagi:
1. Réwnanie sinx + cosx = 1 mozna przeksztatci¢ do postaci typu sin (x + %) = @ na wiele
sposobow, Np. 7 7 7

2 . 2 2
5 osinx+ 5 cosx =5,
. . 2
sin 7 - sinx + cos - cosx = §
(_g_ﬁ
cos )= "3
2. Réwnanie sinx + cosx = 1 mozna rozwigza¢, zapisujgc uktad rownan
. oo 2
Poniewaz sinx = 1 — cosx, to (1 — cosx) +cos?x =1
Prowadzi to do réwnania 2 cos?x — 2 cosx = 0, ktdre mozna zapisa¢ w postaci iloczynowe:
2cosx-(cosx— 1) =0.
Rdwnanie jest rownowazne alternatywie: cosx =0 Ilub cosx = 1.
Dla cosx = 0 otrzymujemy sinx =1 —cosx =1,adla cosx =1 zas sinx =1 —cosx = 0.
sinx =1 sinx =0
lu .
cosx =1

{sinx +cosx=1
sinZx+ cos?2x =1

Szukamy wiec takich liczb w przedziale {—, rt), dia ktérych {Cosx —0

Rozwigzaniem pierwszego z tych uktadoéw w zbiorze R jest kazda liczba postaci x = 5 + 2k,
gdzie k jest liczba catkowita.

Rozwigzaniem drugiego z tych ukfadéw w zbiorze R jest kazda liczba postaci x = 2k, gdzie
k jest liczbg catkowita.

Zatem w przedziale (—, ) réwnanie sinx + cosx = 1 ma dwa rozwigzania: 0, 5.

Zadanie 7. (0-4)

Wymagania ogodlne Wymagania szczegotowe
lIl. Wykorzystanie i interpretowanie lIl. Réwnania i nierbwnosci.
reprezentacii. R5) Zdajgcy analizuje réwnania i nierdbwnosci
2. Dobieranie i tworzenie modeli kwadratowe z parametrami, w szczegdlnosci
matematycznych przy rozwigzywaniu wyznacza liczbe rozwigzan w zaleznosci od
problemow praktycznych i teoretycznych. parametrow, podaje warunki, przy ktorych
IV. Rozumowanie i argumentacja. rozwigzania majg zadang wtasnos¢, i wyznacza
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze rozwigzania w zaleznosci od parametrow.
kilkuetapowych, podawanie argumentow IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie
uzasadniajgcych poprawnose rozumowania [...]. | kartezjanskiej. Zdajacy:
P4) postuguije sie rownaniem okregu
(x—a)' +(y—b)' =12
P5) oblicza odlegtos¢ punktu od prostej;
R3) znajduje punkty wspdine prostej i okregu
oraz prostej i paraboli bedgcej wykresem
funkcji kwadratowej.

Zasady oceniania

4 pkt —wyznaczenie liczb a i b: a =151 b =20 lub a =20 i b = 15.

3 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadoma, np. a(35 —a) =300 lub 35 —a — 2> = 0, lub
300 _ 10(a—5)

a ~— a—10 -

2 pkt — wykorzystanie wzoru na odlegtos¢ punktu od prostej i zapisanie réwnania dwéch zmiennych,
np. |5a +5b— ab| = 5y a2+ b2, oraz rownania opisujgcego pole trojkgta w zaleznosci od
zmiennych a i b, np. %ab =150
ALBO
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wykorzystanie wzoru na pole trojkgta opisanego na okregu o danym promieniu i zapisanie

a+b++/a’>+b?
2

rownania dwoch zmiennych, np. 150 =5 , Oraz rbwnania opisujgcego pole

tréjkgta w zaleznosci od zmiennych a i b, np. %ab =150
ALBO

wykorzystanie wzoru na tangens podwojonego argumentu i zapisanie zaleznosci miedzy

. - 10(a—5
liczbami a i b, np. % = az(—wa)'

zmiennych a i b, np. %ab= 150.
1 pkt — zapisanie réwnania opisujgcego pole trojkgta w zaleznosci od zmiennych a i b, np. %ab = 150,

oraz rbwnania opisujgcego pole trojkata w zaleznosci od

oraz rownania prostej AB, np. y = —%x +b

ALBO

wykorzystanie wzoru na tangens podwojonego argumentu i zapisanie zaleznosci miedzy
b 10(6!—5)

liczbami a i b, np. =210,

O pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jesli zdajacy odgadnie lub w inny sposdb poda oba rozwigzania zadania i sprawdzi jego zatozenia
(w szczegdlnosci obliczy promien okregu wpisanego), to otrzymuije 2 punkty.

2. Jesli zdajacy tylko zapisze dwa takie rozwigzania, bez sprawdzenia, ze spetnione sg warunki
zadania, to otrzymuje 1 punkt.

3. Jedli zdajgcy poda oba rozwigzania zadania, korzystajac z punktéw kratowych, to otrzymuje
2 punkty. Jesli ponadto poprawnie uzasadni, ze zadanie nie moze mie¢ wiecej rozwigzan,
to otrzymuje maksymalng liczbe punktow.

Rozwiazania

Sposoéb |
y
b- B
5
S
> 5
5
C ) A
0 5 a x

Pole tréjkgta ABC jest réwne 150, wiec %ab = 150, zatem ab = 300.
Z twierdzenia o dtugosci odcinkéw stycznych do okregu wynika, ze
|AB|=(a—5)+(b—5)=a+b—10.
Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze

(a+b—10) = a2+ b2
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Stad
2ab — 20a —20b+ 100 = 0,
2-300 — 20a — 20b + 100 = 0,
—20(a + b) = —700,
a+b=35,
b=35—a.
Podstawiajgc otrzymang zalezno$¢ do réwnania ab = 300, otrzymujemy
a(35—a) = 300,
a?—35a+300 =0,
(a—15)(a—20)=0.
Zatem a =15 Ilub a = 20.
Jesli a =15, to b=35—15=20, ajesli a =20, to b =35—20 = 15.
Otrzymujemy wiec dwie pary szukanych liczb: a =15 i b =20 oraz a =20 i b = 15.

Sposaob I

Y

»AB

5
5 5 S
5

C ) A

0 5 a x
Pole tréjkgta ABC jest réwne 150, wiec %ab = 150, zatem ab = 300.
Réwnanie prostej AB ma postac y = —%x + b, zatem posta¢ ogodlna tego réwnania ma postac

bx+ay—ab=0.
Srodkiem okregu o réwnaniu (x — 5)2 +(y— 5)2 =25 jest punkt S = (5,5), a promien tego okregu
jest rowny 5. Poniewaz odlegtos¢ srodka okregu od stycznej do tego okregu jest rowna promieniowi
okregu, wiec prosta AB bedzie styczna do okregu, jesli
|5a+5b—ab| _
e
|5a +5b—ab |= 5y a?+ b2.
Stad i z réwnosci ab = 300 otrzymujemy
|5a + 5b — 300 |= 5+ a?+ b?,
la+b—60|=+a?+ b
Obie strony tego réwnania sg hieujemne, wiec podnoszac je do kwadratu, otrzymujemy rownanie

rownowazne
a?+ b?+ 3600 + 2ab — 120a — 120b = a? + b2,

3600 + 2300 — 120a — 120b = 0,
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4200 — 120a — 120b = 0,

35—a—b=0,
b=35—a.
Podstawiajgc otrzymang zalezno$é do rownania ab = 300, otrzymujemy
a(35—a) = 300,

a?—35a+300 =0,

(a—15)(a—20)=0.
Zatem a =15 lub a = 20.
Jedli a =15, to b=35—15=20,ajesli a =20, to b =35—20 = 15.
Otrzymujemy wiec dwie pary szukanych liczb: a =15 i b =20 oraz a =20 i b = 15.

Sposoéb il
Korzystajac ze wzoru P = rp na pole tréjkata, otrzymujemy

_catb+
150 = 5575,

60=a+b+c,
60—c=a+b.
Korzystajac ze wzoru r = %b_c na promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny, otrzymujemy
5=
10=a+b—c,
10+c=a+b.

Stad 10 +c¢=60—¢, wiec ¢ =25 i a+ b = 35.
Zatem b =35 —a.
Podstawiamy otrzymang zalezno$¢ do réwnania ab = 300 i otrzymujemy
a(35—a) = 300,

a?—35a+ 300 =0,

(a—15)(a—20)=0.
Zatem a =15 lub a = 20.
Jesli a =15, to b=35—15=20, ajesli a =20, to b =35—20 = 15.
Otrzymujemy wiec dwie pary szukanych liczb: a =15 i b =20 oraz a =20 i b = 15.

Sposob IV
Korzystajac ze wzoru P = rp na pole tréjkata, otrzymujemy
a+b+y/a?+b?
150=5———%——,

60=a+b++/a%+ b2,
60— (a+b) =+ a%+ b2,

Jesli a+ b > 60, to réwnanie jest sprzeczne. Jesli zas 0 < a + b < 60, to obie strony réwnania sg
nieujemne, wiec mozemy je podnies¢ do kwadratu i otrzymac réwnanie réwnowazne

3600 — 120(a + b) + (a+ b)’ = a? + b2,
3600 — 120a — 120b + a? + 2ab + b2 = a? + b2,
3600 + 2ab = 120a + 120b,

1800 + ab = 60a + 60b.

Pole tréjkgta ABC jest rowne 150, wiec %ab = 150, czyli ab = 300. Otrzymane poprzednio
rownanie mozemy wiec zapisa¢ w postaci

1800 + 300 = 60a + 60b,
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2100 = 60a + 60b,
35=a+b.
Stad otrzymujemy b = 35 —a.
Podstawiamy otrzymang zalezno$¢ do réwnania ab = 300 i otrzymujemy
a(35—a) = 300,
a’?—35a+300 =0,
(a—15)(a—20)=0.
Zatem a =15 Iub a=20.
Jedli a =15, to b=35—15=20, ajesli a =20, to b=35—20 = 15.
Otrzymujemy wiec dwie pary szukanych liczb: a =15 i b =20 oraz a =20 i b = 15.

Sposob V
Srodek S okregu wpisanego w tréjkat to punkt przeciecia dwusiecznych katéw wewnetrznych tego

trojkata. Niech @ bedzie kgtem przy wierzchotku A tréjkata ABC.

Yy
b-B
5

S
> 5

5

a

C > 2 a A
0 5 a x

Wtedy

tga =L oraz tg%=_2-

Ze wzoru na tangens podwojonego kata otrzymujemy
b g8 2475 10 (a=5 _ 10(a—5)

E_tga = 1_tg2% - 1_( 5 )2 = a-5" (a_5)2_25 — 42—10a "

Stad
_10(a—5)
b= a—10 -
Pole tréjkgta ABC jest réwne 150, wiec %ab =150, czyli b = % Zatem poprzednie réwnanie
mozemy zapisa¢ w postaci
300 _ 10(a—5)

a ~— a—10 >
30 _ a->5
a ~ a—10>

a? — 5a = 30a — 300,
a?—35a+ 300 = 0,
(a—15)(a—20)=0.
Zatem a =15 Ilub a = 20.
Jesli a =15, to b=-3% =20, ajesl a =20, to b=y =15,
Otrzymujemy wiec dwie pary szukanych liczb: a =15 i b =20 oraz a =20 i b = 15.
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Zadanie 8. (0-4)

Wymagania ogolne Wymagania szczegotowe
lIl. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji. | . Liczby rzeczywiste.
1. Stosowanie obiektow matematycznych P2) Zdajacy przeprowadza proste dowody
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ dotyczace podzielnosci liczb catkowitych.
matematycznych. VII. Trygonometria.
IV. Rozumowanie i argumentacja. P3) Zdajacy stosuje twierdzenie cosinusow
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy oraz wzor na pole trojkata P = %a -b-siny.
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach
nietypowych.

Zasady oceniania
4 pkt —wyznaczenie szukanych liczb: p=2ig=4luo p=4iq=2.
3 pkt — zapisanie dwdch warunkdéw prowadzacych do wyznaczenia szukanych liczb,

np.

o {p 1= lub {p —1=3 w obliczeniach sposobem |
q—1=3 q—1=1

albo

e p—1=1Ilub p—1=3 wobliczeniach sposobem II.
2 pkt — zapisane réwnosci w postaci iloczynu dwach liczb catkowitych przyréwnanego do liczby
calkowitej, np. (p—1)(q—1) =3
ALBO
zapisanie rownania funkgcji g w zaleznosci od p w postaci kanonicznej, np. g =1+ %
1 pkt — wykorzystanie wzoru na pole trojkgta w zaleznosci od sinusa kata miedzy bokami i zapisanie
rownania prowadzgcego do wyznaczenia relacji migdzy wielkosciami p i g,
np. (p + 2)(q + 2)sina/ = 3-pgsina.
O pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Rozwigzania
Pole rownolegtoboku o przekatnych dtugosci p oraz g i kacie @ miedzy tymi przekgtnymi jest
rowne %pq sin . Pole rownolegtoboku o przekgtnych dtugosci p +2 oraz g+ 2 i kacie @ migdzy
tymi przekatnymi jest rowne 5(p +2)(q + 2)sina. Pole drugiego z tych réwnolegtobokéw jest trzy
razy wieksze od pola pierwszego rownolegtoboku, wiec otrzymujemy réwnanie
5(p+2)(g+2)sina =35 pgsina.
Stad
(p+2)(g+2)=3pq
pq+2p+2q+4=3pq,
2pq—2p—2q—4=0,
pg—p—q—2=0.

Liczby p i g wyznaczamy dwoma sposobami.

Sposab |
pla—1)—(g—1)=-3=0,
(p—1)(g—-1)=3.
Liczby p i g sg naturalne, a poniewaz 3 jest liczbg pierwszg, wiec
—1=1 —1=3
(N
Stad p=2iq=4 lub p=4iqg=2
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Sposob I
Zauwazmy, ze warunek pq—p —q— 2 = 0 jest rownowazny rownosci q(p - 1) =p+2
Oczywiscie dla p = 1 otrzymujemy sprzecznos¢, stad ostatnig rownos¢ mozemy przeksztaicic:
p+2 p—1+3 3

q=p-1= p-1 —1+,=1.
Liczby p i q sg catkowite, a poniewaz 3 jest liczbg pierwszg, wigc liczba p — 1 musi by¢ dodatnim
dzielnikiem liczby 3. Zatem p—1=1 Ilub p—1=3.
Stad otrzymujemy p =2 i q=1+%=4 uo p=4i q=1+ﬁ=2.

Zadanie 9. (0-4)

Wymaganie ogodine Wymagania szczegotowe
lIl. Wykorzystanie i interpretowanie Xl. Kombinatoryka. Zdajacy:
reprezentacii. R1) oblicza liczbe mozliwych sytuacii,
1. Stosowanie obiektdw matematycznych spetniajgcych okreslone kryteria,
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ z wykorzystaniem reguty mnozenia i dodawania
matematycznych. (takze tgcznie) oraz wzordw na liczbe:

permutacji, kombinacji i wariacji, rowniez

w przypadkach wymagajgcych rozwazenia
ztozonego modelu zliczania elementow;

R2) stosuje wspoétczynnik dwumianowy (symbol
Newtona) przy rozwigzywaniu problemow
kombinatorycznych.

Xll. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka.
P1) Zdajgcy oblicza prawdopodobienstwo

w modelu klasycznym.

Zasady oceniania

4 pkt — obliczenie szukanego prawdopodobienstwa, P(A) = Z;:},iﬁ (akceptowane sg takze
postacie 53149 oraz 537).

3 pkt — wyznaczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych, 58-49 (zdajgcy nie musi zapisaé
liczby 19 140 625, nie moze jednak pozostawi¢ w zapisie wyniku ani symbolu Newtona,
ani symbolu silni)
ALBO
podanie liczby zdarzen sprzyjajgcych i liczby wszystkich zdarzen elementarnych, takze
W postaci wyrazenia zawierajgcego symbol Newtona czy symbol silni, np.
|Q|: 4.<§>.53.54+5.<g>.52.55, |A|:<Z>

2 pkt — wyznaczenie liczby zdarzen sprzyjajgcych (21) oraz opisanie metody zliczania wszystkich
zdarzen elementarnych i ustalenie ich liczby w jednym z przypadkdw, np. jesli na poczatku stoi
cyfra nieparzysta lub na poczatku stoi cyfra parzysta.

1 pkt — ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych: 21 (akceptowany jest wynik w postaci wyrazenia (Z) )
ALBO
opisanie metody zliczania wszystkich zdarzen elementarnych i ustalenie ich liczby w jednym
z przypadkow, np. jesli na poczatku stoi cyfra nieparzysta lub jesli na poczatku stoi cyfra
parzysta
ALBO
wyznaczenie liczby wszystkich oSmiowyrazowych ciggéw ztozonych z cyfr, wsrdd ktdrych

dokfadnie trzy cyfry sg nieparzyste, np. (g) -53.55 (akceptowany jest wynik, w ktorego
zapisie znajdujg sie symbole kombinatoryczne, np. symbol Newtona).
O pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Rozwiazanie

Zdarzeniem elementarnym jest wylosowanie liczby osmiocyfrowej, w ktorej zapisie dziesietnym
wystepuja doktadnie trzy cyfry nieparzyste. Poniewaz wylosowanie kazdej z tych liczb jest jednakowo
prawdopodobne, wiec mamy do czynienia z modelem klasycznym.

Wyznaczamy najpierw liczbe wszystkich zdarzen elementarnych.

Sposdb |
Rozwazamy dwa przypadki.

1. Gdy pierwsza cyfra, liczac od lewej strony, jest parzysta. Takich liczb jest
4.(?).53.54’
gdyz pierwszg cyfrg moze by¢ jedna sposrdd czterech: 2, 4, 6 i 8, na (Z) Sposobow mozemy
wybrac trzy miejsca dla cyfr nieparzystych, a na kazdym z tych miejsc mozemy postawi¢ jedng
Z pieciu cyfr nieparzystych, wreszcie na pozostatych czterech miejscach mozemy postawic¢ jedng
Z pieciu cyfr parzystych.
2. Gdy pierwsza cyfra, liczac od lewej strony, jest nieparzysta. Takich liczb jest
{7).52.55
s (}) 525

gdyz pierwszg cyfrg moze by¢ jedna sposrdd pieciu cyfr nieparzystych, na (g) Sposobow
mozemy wybra¢ dwa miejsca dla pozostatych dwdch cyfr nieparzystych, a na kazdym z tych
miejsc mozemy postawi¢ jedng z pieciu cyfr nieparzystych, wreszcie na pozostatych pieciu
miejscach mozemy postawic jedng z pieciu cyfr parzystych.

Zatem

IQIZ4~(§)-53~54+5~(;)-52-55 =57 (4504 + 5 35r) = 5849,
Sposaob |l
Ciggbw osmiu cyfr, w ktdrych znajdujg sie doktadnie trzy cyfry nieparzyste, jest

(g).53.55,

gdyz na (g) sposobow mozemy wybrac trzy migjsca dla cyfr nieparzystych, a na kazdym z tych
miejsc mozemy postawic jedng z pieciu cyfr nieparzystych, wreszcie na pozostatych pieciu miejscach
mozemy postawi¢ jedng z pieciu cyfr parzystych.

Ale wsrdd takich ciggdw cyfr znajdujg sie takie, ktére na poczatku majg cyfre zero — nie bedg one
liczbami osmiocyfrowymi, wiec nalezy je odja¢ od otrzymanego wczesniej wyniku. Takich ciggow jest

7\ c3.c4
(3)5 %

gdyz pierwszym wyrazem jest cyfra zero, na (;) sposobow mozemy wybrac trzy miejsca dla cyfr
nieparzystych, a na kazdym z tych miejsc mozemy postawi¢ jedng z pieciu cyfr nieparzystych,
wreszcie na pozostatych czterech miejscach mozemy postawic jedna z pieciu cyfr parzystych.
Zatem
7
Q= (§)~53~55—<3)~53~54 =57 (5 5 — 54r) = 5% (56 — 7) = 58 49,

Niech A oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze suma wszystkich cyfr wylosowanej liczby jest
rowna 3.

W zapisie dziesietnym takiej liczby muszg wystapi¢ trzy cyfry 1 i piec cyfr 0. Poniewaz na pierwszym
miejscu nie moze byc¢ cyfry 0, wiec liczba wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu
A jest rowna

Al=(])=+"5=21
gdyz na pierwszym miejscu musi by¢ cyfra 1, a pozostate dwie cyfry 1 muszg sie znalez¢ na
ktorychs dwodch sposrdd pozostatych siedmiu miegjsc.
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Mozna tez obliczy¢ liczbe rozmieszczen pieciu cyfr 0 na miejscach od drugiego do ésmego. Mamy
wtedy

_(7\_ 7 _
|A|—(5)— 5121 = 2L
Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest wiec réwne

_ 21 _ 3 _ 3
P(A)=g g =57 = 2731575

Zadanie 10. (0-4)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegotowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. X. Stereometria. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy P2) postuguije sie pojeciem kata miedzy prostg
rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach a ptaszczyzng;
nietypowych. P4) oblicza objetosci i pola powierzchni [...]
ostrostupdw, rowniez z wykorzystaniem
trygonometrii i poznanych twierdzen.

Zasady oceniania

4 pkt — obliczenie objetosci ostrostupa: 9m .

3 pkt — obliczenie jednej z wysokosci ostrostupa, h = \/5 , lub wysokosci ostrostupa poprowadzone;
na $ciane BCS: |AE|=3/11.

2 pkt — obliczenie dtugosci x = % lub wysokosci sciany bocznej: 6.

1 pkt — wykorzystanie podobienstwa tréjkatow ADE i SDO i zapisanie réwnania z niewiadomg x,

_ /3
np. 3% =
ALBO
zapisanie, ze trojkaty ADE i SDO sg podobneg, i obliczenie dtugosci odcinka OD <| OD| = /5)
ALBO

wykorzystanie twierdzenia Pitagorasa i zapisanie uktadu réwnan prowadzgcego do
wyznaczenia x,

|AE* +|ED* = |AD|*
np. 1|AE]* +|ESP = |AS| .
|BS|> =|SDJ* +|BDJ
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Rozwiazania

Sposoéb |
Poprowadzmy wysokos¢ SO ostrostupa.
Niech x =|ED|. Wtedy |SE| = 3x.
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Spodek O wysokosci SO ostrostupa jest srodkiem ciezkosci trojkgta rownobocznego ABC o boku
dtugosci 6, wiec

|AD| =2 =33 oraz |OD|=}AD|= 3.
Trojkaty ADE i SDO sg prostokatne i majg wspdlny kat ostry przy wierzchotku D, wiec sg to trojkaty
podobne. Zatem

IEDI _ |oD| Cox 3
1aD| = [sD|* czyli 33 T ax
Stad
4x2 =333,
4x2 =9
-3
x=73.

Wobec tego |SD| = 4% =6.
Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkgta ODS otrzymujemy
|SDJ* =|SOf +|0DJ,

62=h2+(/3).

h? =36 —3 =33,

h=.33.

Stad

Objetosc¢ ostrostupa jest zatem rowna

v=1.905 339/,

Uwaga
Po obliczeniu x =3 oraz |SD| = 6 mozemy (z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ADE) obliczy¢
dtugos¢ odcinka AE. Jest to wysoko$¢ ostrostupa opuszczona na podstawe BCS. Otrzymujemy

|AE]* =|AD[* — &2,
2 2
|AE[" = (3v/3)" = (3)",
|AE] = 27—,
|AEF =%,

Stad
|AE|= /% = 3/11.
Zatem objetos¢ ostrostupa jest rowna
V=1 Py |AEl =1 1 6-6-3/11 = 9/11.

Sposoéb i
Poprowadzmy wysokos¢ SO ostrostupa.

Niech x =|ED|. Wtedy |SE| = 3x.
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Spodek O wysokosci SO ostrostupa jest srodkiem ciezkosci tréjkgta rownobocznego ABC o boku
dtugosci 6, wiec
|AD|= %2 =3/3 oraz |0D|=L|aD|= 3.
Korzystajgc trzykrotnie z twierdzenia Pitagorasa, mozemy zapisa¢ uktad rownan:
|AE]* +|ED|* = |AD*
|AE]® +|ES|* =|AS|
|BSI* =|SDJ* +|BDJ
ktory przy przyjetych oznaczeniach przyjmuje posta¢ (|BS|=1|AS|):
|AE|2+x2=(3/3)
WAE] +(3x)* =|as[*.
|AS] = (4x)” + 32
Stad otrzymujemy réwnanie z jedng niewiadomag x.
27 —x24+9x%2 = 16x2+09,
8x2 =18,

_ 3
X =7.

Wobec tego |SD| = 4% =6.
Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkgta ODS otrzymujemy

|SDI* =|SOf* +|0ODF,

62=h2+(/3).

h? =36 —3 =33,

h=,33.

Stad

Objetosc¢ ostrostupa jest zatem rowna

v=1.95 /5= /11

Zadanie 11. (0-5)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegotowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie lIl. Rownania i nierbwnosci. Zdajgcy:
reprezentacji. R3) stosuje wzory Viete’'a dla réwnan
2. Dobieranie i tworzenie modeli kwadratowych;
matematycznych przy rozwigzywaniu R5) analizuje réwnania i nierdwnosci
problemow praktycznych i teoretycznych. kwadratowe z parametrami, w szczegolnosci

wyznacza liczbe rozwigzan w zaleznosci

od parametréw, podaje warunki, przy ktorych
rozwigzania majg zadang wtasnosc¢, i wyznacza
rozwigzania w zaleznosci od parametrow.

VI. Ciggi.

P6) Zdajgcy wykorzystuje wtasnosci ciggow,

w tym arytmetycznych i geometrycznych,

do rozwigzywania zadan, réwniez osadzonych
w kontekscie praktycznym.

24 z 31



Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka — poziom rozszerzony

Zasady oceniania

5 pkt — wyznaczenie wartosci parametrow, dla ktorych spetnione sg warunki zadania,
me {1 — 2\/5, 1+ 2\/5} Przy tym przy rozwigzywaniu sposobami | i lll wymagane jest
zbadanie warunkéw, dla ktérych réwnanie (x + 3)(x2 4+ m2 —2m — 8) = 0 ma trzy rozne
rozwigzania rzeczywiste.

4 pkt — wyznaczenie wartosci parametrow, dla ktorych spetnione sg warunki zadania,
me {1 — 2\/5, 1+ 2\/5} w sposobach | lll bez zbadania warunkéw, dla ktérych réwnanie
(x+3)(x2+ m2 —2m — 8) = 0 ma trzy rézne rozwigzania rzeczywiste
ALBO
zapisanie, ze rozwiazaniami rownania (x + 3)(x2 + m2 — 2m — 8) = 0 musza by¢ liczby —3,
—1, 1 izapisanie réwnania z niewiadomag m prowadzgcego do wyznaczenia szukanych
wartosci parametrow, np. 1+ m? —2m — 8 = 0.

3 pkt — wyznaczenie zbioru, dla ktérego réwnanie (x + 3)(x2 4+ m? —2m — 8) = 0 ma trzy rézne
rozwiazania rzeczywiste: m € (—2,4)\{1} oraz wykorzystanie wiasnosci ciagu
arytmetycznego dla trzech istotnie réznych potozen liczb: x;, x,, x5 izapisanie rownania
z niewiadomg m prowadzgcego do wyznaczenia szukanych wartosci parametréw, np.
m2—2m—7=0
ALBO
zapisanie, ze rozwiazaniami rownania (x + 3)(x2 + m2 —2m — 8) = 0 musza by¢ liczby —3,
-1, L

2 pkt — wyznaczenie zbioru, dla ktdrego réwnanie ma trzy rézne rozwigzania rzeczywiste:

m e (—2,4)\{1} oraz

* zapisanie pierwiastkow tréjmianu x2 +m2—2m —8, np. Y —m?+2m+8,
—/—m2+2m+8

albo

e zapisanie, ze pierwiastki trojmianu x% + m2 — 2m — 8 sg liczbami przeciwnymi

albo

* wykorzystanie wzordw Viete’a i zapisanie trzech rownan z niewiadomymi: x;, x,, X3,
prowadzacych do wyznaczenia wszystkich wartosci parametru m

ALBO

zapisanie, ze x; = — 3, oraz wykorzystanie faktu, ze dwa pozostate rozwigzania sg liczbami

przeciwnymi i zapisanie trzech rownan z niewiadomymi x,, x3, prowadzgcych do

wyznaczenia wszystkich wartosci parametru m.

1 pkt — obliczenie wyrdznika trojmianu x% + m2 — 2m — 8 i wyznaczenie wszystkich wartosci
parametru m, dla ktérych istniejg dwa rézne pierwiastki rzeczywiste tego tréjmianu,

m e (—2,4)

ALBO

zapisanie, ze rozwigzaniem réwnania jest liczba x, = —3, oraz wyznaczenie tych wartosci
parametru m, dla ktorych liczba —3 nie jest pierwiastkiem trojmianu x2 + m2 —2m —8: 1
ALBO

zapisanie, ze rozwigzaniem réwnania jest liczba x; = —3, a pozostate dwa rozwigzania majg
postaci v—m2+2m+8, —/—m2+2m+ 8

ALBO

wykorzystanie wzorow Viete'a i zapisanie trzech réwnan z niewiadomymi: xy, x,, x3,
prowadzacych do wyznaczenia wszystkich wartosci parametru m
ALBO
zapisanie, ze x; = —3, a dwa pozostate rozwigzania sg liczbami przeciwnymi.
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Rozwiazania

SposoD |
Zauwazmy, ze rozwigzaniem rownania jest liczba x; = —3.

Rownanie (x + 3)(x2 +m2—2m— 8) = 0 ma trzy rozne rozwigzania rzeczywiste, jesli rownanie
x2+ m?2—2m — 8 = 0 ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste X,, X3, Z ktérych zadne nie jest rowne
(—3). Rozwigzania x,, x; sa rézne, jedli
m2—2m—8 <0,
(m+2)(m—4) <o,
Zatem m € (—2,4).
Liczba (—3) bytaby pierwiastkiem tréjmianu x2 4+ m? — 2m — 8, gdyby zachodzita réownosé
(=3 +m2—2m—8=0,
9+ m2—2m—8=0,
m2—2m+1=0,
(m—1)’=0,
a wiec gdy m = 1. Wobec tego m # 1.
Zatem dla kazdej wartosci parametru m € (—2,4)\{1} rozpatrywane réwnanie ma trzy rézne
rozwigzania: x; = —3, x,, x3.
Zliczb: xy, x,, x3 mozemy utworzy¢ 6 ciggow arytmetycznych, przy czym w dwaéch z nich
Srodkowym wyrazem jest x;, w dwoch x, iw dwdch x;. Z wiasnosci ciggu arytmetycznego

otrzymujemy wiec

Xy +x3 X1 +x3 X, +x
xlzT lub x2: 12 lub x3: 12 2,

2x;=xytx3 lub 2x, =x;+x3 lub 2x;3 =x;+x,,
X+ x3=—6 lub 2x,=—=3+x3 lub 2x3=—-3+x,,

Ze wzoru Viéte’a na sume pierwiastkow trojmianu kwadratowego mozemy pierwszg z tych rownosci
zapisa¢ w postaci

Jest to réwnanie sprzeczne.

Druga i trzecia z tych réwnosci to, z doktadnoscig do oznaczenia pierwiastkow trojmianu, ta sama
rownosc. Korzystajac ze wzordw Viéte’a na sume i iloczyn pierwiastkdw tréjmianu kwadratowego,
otrzymujemy uktad réwnan

2% ==3+x; i x%+tx3=0 i x,-x3=m?>—2m—38
z trzema niewiadomymi: x,, x5 i m. Z drugiego rownania wynika, ze x; = —x,, wigc pierwsze
rownanie przyjmuje posta¢ 2x, = —3 — x,, stad 3x, = —3, czyli x, = —1. Wtedy z trzeciego

z rébwnan otrzymujemy
X x3=1-(—1)=m?—2m—38.

Otrzymujemy zatem réwnanie z jedng niewiadoma m.

m?2—2m—8=—1,

m2—2m—7=0,

(m—1)’—8=0,
(m—1-2/2)m—1+2/2)=0.

Stad m=1—2y2 lub m=1+2y2.
Kazda z otrzymanych liczb nalezy do zbioru (—2,4)\{1}.
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Sposadb
Zauwazmy, ze rozwigzaniem réwnania jest liczba x; = —3, a rozwigzania réwnania

x2+m2—2m—8 =0 - jesliistniejg — sg liczbami przeciwnymi.
Poniewaz rozwigzania x;, x,, x3 stanowig cigg arytmetyczny, wiec odlegtos¢ migdzy wiekszym
a mniejszym z rozwigzan x,, x; musi by¢ taka sama jak odlegto$¢ migdzy mniejszym z nich
a liczbg —3. To oznacza, ze tymi rozwigzaniami muszg by¢ liczby —1 i 1.
Zatem 1+ m2—2m—8 =0, czyli m*—2m—7=0.
m2—2m—7=0,
(m—1)7—8=0,
(m—1-2/2)(m—1+2/2)=0.

Zatem m = 1—2\/5 lub m=1+2\/§.

Uwaga
Zauwazmy, ze w rozwigzaniu sposobem Il nie ma potrzeby wyznacza¢ wartosci parametrow,
dla ktorych pierwiastki trojmianu kwadratowego sg rozne od liczby —3.

Sposadb I
Zauwazmy, ze rozwigzaniem rownania jest liczba x; = —3.

Rownanie (x + 3)(x2 +m?—2m— 8) = 0 ma trzy rozne rozwigzania, jesli rbwnanie
x?+m?—2m— 8 = 0 ma dwa rdzne rozwigzania rzeczywiste x,, x, z ktérych zadne nie jest
rowne (—3). Rozwigzania x,, x; sgrozne, jesli
m2—2m—8 <0,
(m+2)(m—4)<o.
Zatem m € (—2,4).
Liczba —3 bytaby pierwiastkiem tréjmianu x2 + m? — 2m — 8, gdyby zachodzita rownos$é
(=3 +m2—2m—8=0,
9+m2—2m—8=0,
m2—2m+1=0,
(m—1)’ =0,
a wiec jesli m = 1. Wobec tego m # 1.
Zatem dla kazdej wartosci parametru m € (—2,4)\{1} rozpatrywane réwnanie ma trzy rézne

rozwigzania: x; = —3, x,, Xx3.
Pierwiastki trojmianu x2 + m? — 2m — 8 mozna zapisa¢ nastepujgco:
—/—4(m2—2m—8
X, = (m2 “ )=—/—m2+2m+8
oraz

x; =y —m2+2m+8.
Zliczb: xy, x,, x3 mozemy utworzyC 6 ciggow arytmetycznych, przy czym w dwaéch z nich
Srodkowym wyrazem jest x;, w dwoch x, iw dwodch x;. Z wiasnosci ciggu arytmetycznego
otrzymujemy wiec

Xy +x3 X1 +x3 X1 +x,
X, =257 ub x, =5 b xy =5,

2x; =xytx3 lub 2x, =x;+x3 lub 2x;3 =x;+x,,
X+ x3=—6 lub 2x,=—=3+x3 lub 2x3=—-3+x,,
Ze wzoru Viéte’a na sume pierwiastkow trojmianu kwadratowego mozemy pierwszg z tych rownosci
zapisa¢ w postaci
-T=-6.

Jest to réwnanie sprzeczne.
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Druga z tych rownosci mozemy zapisa¢ w postaci
2-(—/—m2+2m+8)=—3+y/—m2+2m+8,
3/—m2+2m+8 =3,
J—m2+2m+8 =1

Po podniesieniu obu stron do kwadratu (obie strony sg nieujemne) otrzymujemy réwnanie kwadratowe
Z niewiadomg m.

—-m?2+2m+8=1,
m2—2m—7=0,
(m—1)* -8 =0,
(m—1-2Y2)(m—1+2/2)=0.
Zatem m = 1—2\/5 lub m = 1+2\/§.
Kazda z otrzymanych liczb nalezy do zbioru (—2, 4) \ {1} Zatem m € {1 — 2«/5, 1+ 2\/5}
Trzecig z tych rownosci mozemy zapisa¢ w postaci
2/—m?+2m+8=-3—/—m2+2m+8.

Otrzymane réwnanie jest sprzeczne, poniewaz wyrazenie po lewej stronie jest dodatnie, a wyrazenie
PO prawej stronie — ujemne.
Zatem jedynymi rozwigzaniami zadania sg parametry ze zbioru {1 — 2\/5 , 1+ 2/5 }

Zadanie 12.1. (0-4)

Wymagania ogolne Wymagania szczegotowe
lIl. Wykorzystanie i interpretowanie VIII. Planimetria. Zdajgcy:
reprezentacji. P4) korzysta z wtasnosci katow i przekgtnych
1. Stosowanie obiektéw matematycznych w prostokatach, rownolegtobokach, rombach
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ i trapezach;
matematycznych; R1) stosuje wiasnosci czworokgtéw wpisanych
3. Tworzenie pomocniczych obiektow w okrag i opisanych na okregu.
matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentacji lub
rozwigzania problemu.

Zasady oceniania
4 pkt — wyznaczenie dtugosci ramienia trapezu, ¢ = 2/§ —2.
3 pkt — zapisanie réwnania z jedna niewiadoma, np. ¢ +4c—16 =0 albo y>+8y—4 = 0.
2 pkt — zapisanie uktadu zupetnego warunkow, ktory pozwoli zapisa¢ rownanie z jedng niewiadoma,
np. 4+2y=2c,22=y2+h% 2 =(2—y) +h
1 pkt — wykorzystanie twierdzenia o czworokgcie opisanym na okregu i zapisanie zaleznosci miedzy
dtugoscig ramienia a dtugoscig krotszej podstawy trapezu, np. 4 + 2y = 2¢
ALBO
wykorzystanie twierdzenia Pitagorasa i zapisanie réwnania, ktore wigze wysokos¢ trapezu
z diugoscig jego krotszej podstawy, np. 22 = y2 + h?
ALBO
wykorzystanie twierdzenia Pitagorasa i zapisanie réwnania, ktore wigze wysokos¢ trapezu
z diugosciami jego krétszej podstawy i ramienia, np. ¢z = (2 — y)2 + h2.
O pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Rozwiazania
Poprowadzmy wysoko$¢ DE trapezu. Niech y =|ES|, ¢ =|AD|, h =|DE|. Wtedy |DC|= 2y.

D ¥ ¢

A ' : B
\ 2 EVS 2 /

Sposob |
W trapez ABCD mozna wpisac¢ okrag, wiec |AB| +|CD| = 2|AD|, czyli
4+ 2y =2c.
Stad
c=y+2

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkagta AED otrzymujemy
|AD* =|AE|* +|DEF,
czyli
2= (2 —y)2 + h2,
(r+2)=(-y) +m
y+ay+4=y2—4y+4+h?
h? = 8y.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkagta SDE otrzymujemy
|DS|* = |ES|* +|DE[,

wiec
22=y2+h?,
4=y2+38y,
y2+8y—4=0,
(y+4)° = 20.
Poniewaz y+4 > 0, to
y+4=420,
y=2/5—4.
Zatem
c=2/5—-4+2=2y/5-2.
Sposaob I
W trapez ABCD mozna wpisa¢ okrag, wiec |AB|+|CD|= 2| AD]|, czyli
4+ 2y =2c.
Stad
c=y+2

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkgta SDE otrzymujemy
|DS|* = |ESF +|DEF,
czyli
22=y2+h2
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Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AED otrzymujemy
|ADF =|AEF +|DEF,
wiec
2=(2-y) +(22 =)
2 =8—4y,
2=8—4(c—2),
c24+4c—16=0,
(c+2)° =20,

c=2/5-2.

Zadanie 12.2. (0-6)

Wymagania ogolne Wymagania szczegotowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Xlll. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy.
reprezentacii. Zdajacy:
1. Stosowanie obiektow matematycznych R3) oblicza pochodng funkcji potegowe;
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ o wykfadniku rzeczywistym [...];
matematycznych. R4) stosuje pochodng do badania
IV. Rozumowanie i argumentacja. monotonicznosci funkcii;
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy R5) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach z zastosowaniem pochodneg;.
nietypowych.

Zasady oceniania
e druga czesc rozwigzania
4 pkt — obliczenie wartosci x, dla ktérej funkcja P osigga najwiekszg wartos¢, wraz
Z uzasadnieniem (np. zapisanie, ze w przedziale (O, 2) funkcja P jest rosngca,
aw przedziale (2, 4) - malejgca).
3 pkt — zbadanie monotonicznosci funkcji f w jej dziedzinie i okreslenie ekstremodw lokalnych
funkeji f
ALBO
zbadanie monotonicznosci funkcji P: w przedziale (O, 2) funkcja P jest rosngca,
aw przedziale (2, 4) - malejgca
ALBO
obliczenie wartosci x, dla ktorej funkcja P osigga najwigkszg wartos¢, wraz
z uzasadnieniem w btednie wyznaczonej dziedzinie.
2 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji f, f'(x) = 128 — 24x2 — 4x3, oraz obliczenie miejsc
zerowych pochodnej funkcji: £'(x) =0 wtedy i tylko wiedy, gdy x = 2.
1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcii f, f'(x) = 128 — 24x2 — 4x3.
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

* pierwsza czes¢ rozwigzania
2 pkt — wyznaczenie wzoru funkcji P zmiennej x i przeksztatcenie jej do postaci
P(x) = 4+/256 + 128x — 8x3 — x* oraz zapisanie dziedziny tej funkgji: (0, 4).
1 pkt — wyznaczenie wzoru funkcji P zmiennej x, np. P(x)=43%/4 — {2
ALBO
zapisanie dziedziny tej funkgji, (0, 4).
O pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Rozwiazanie

Rozwigzanie skfada sie z dwdch czesci. W pierwszej z nich wyznaczamy wzoér funkcji pola

w zaleznosci od zadanej zmiennegj i wyznaczamy dziedzine tej funkciji; w drugiej rozwigzujemy
zagadnienie optymalizacyjne.

Poprowadzmy wysoko$¢ DE trapezu. Niech h = |DE|. Wtedy |ES|= 3.

A\
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkgta ESD otrzymujemy
2=(3)+n

4=yx*+h2
Poniewaz h > 0, to
h=4—4x2.
Wobec tego pole P trapezu ABCD jako funkcja zmiennej x jest rowne

P(x):izx'v _%xz :%(x+4)m:%\/(x+4)2-(16—x2):

= 1/(x2+8x+16)-(16 — x2) = +/256 + 128x — 8x> — x*%.

Dziedzing funkcji P jest przedziat (O, 4).
Funkcja postaci y = %«/; jest rosngca, wiec funkcja P osigga najwiekszg wartos¢ dla tego samego
argumentu, dla ktérego najwigkszg warto$¢ osigga funkcja f okreslona wzorem

f(x) =256 + 128x — 8x> — x* dla kazdego x € (0,4).

Wyznaczamy pochodng funkcji f i badamy jej znak.
f(x) =128 —24x2 — 4x3 = 4(32 — 6x2 — x3) = 4(32 — 16x + 16x — 8x2 + 2x2 — x3) =
= 4(16(2 —x)+ 8x(2 — x) + x2(2 — x)) = 4(2 — x)(x2 + 8x + 16) = 4(2 — x)(x + 4)°

dla kazdego x € (0,4).

Dla kazdego x € (0,4) prawdziwa jest nierownos$¢ 4(x + 4)2 > 0, wiec

f'(x) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2—x =0 i x €(0,4), czyli dla x = 2,

f'(x) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2 —x > 0 i x €(0,4), czyli dia x €(0,2),

f'(x) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2 —x < 0 i x €(0,4), czyli dia x €(2,4).

Zatem w przedziale (0, 2) funkcja f jest rosngca, a w przedziale (2, 4) — malejaca.
Wynika stad, ze dla x = 2 osigga ona najwiekszg wartos¢. Wtedy réwniez najwiekszg wartos¢ osigga
funkcja P.
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