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Zasady oceniania rozwigzan zadan otwartych

Matematyka - poziom rozszerzony

1 marca 2023 .

Uwagi do rozwigzan zadan:

Akceptowane sg rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki zadania. Jezeli
zdajgcy, rozwigzujgc zadanie, popetni btedy rachunkowe, ktére na Zzadnym etapie
rozwigzania nie upraszczajg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng
metode i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie,
to moze otrzymac€ co najwyzej (n — 1) punktdow(gdzie n jest maksymalng mozliwg do
uzyskania liczbg punktéw za dane zadanie).



Zadanie 1. (0-3)

Dla pewnych dodatnich liczb a oraz b takich, ze b # 1 i a # b? zachodzi réwnos¢

e ol va
logya = 6. Oblicz log%ﬁ.

Przyktadowe etapy rozwigzania:

Ya

togv g
long

e Zamiana podstaw logarytmow

llo‘_qba—llogbb
e Zastosowanie wtasnosci logarytmow ——=2——

Elogba—logbb '
le-1
e Catkowite poprawne rozwigzanie ﬁ =3

z
Zadanie 2. (0-3)

Wyznacz wszystkie wartosci parametru meR, dla ktérych rownanie ||x|—1 +m| =3 ma
doktadnie trzy pierwiastki.

Przyktadowe etapy rozwigzania:

e Przeksztatcenie réwnania do postaci [x| = 4 —m lub |x| = =2 —m,
e Zapisanie warunkéw zadania { 4-m>0 ., { 4—m=0
—2-m=0 —2-m>0

¢ Rozwigzanie uktadu warunkéw i podanie odpowiedzi: m = —2.

Zadanie 3. (0-3)

Udowodnij, ze dla dowolnych dwaoch liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nierdwnosc¢
x% + 2x%y% +y? = 2(x%y + xy?).
Przyktadowe etapy rozwigzania:

e Doprowadzenie do postaci (x? — 2x%y + x?y?) + (y% — 2xy? + x%y?) = 0,

e Przeksztatcenie do postaci x*(1 — 2y + y2) + y2(1 — 2x + x?) = 0,

e Zapisanie w postaci x*(1 — y)? + y2(1 — x)? = 0 i uzasadnienie, ze suma
kwadratow dowolnych liczb rzeczywistych jest liczbg nieujemna.
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Zadanie 4. (0-3)

W przedzy zmieszano widkno biate i kolorowe w stosunku 2:3.
Oblicz prawdopodobienstwo znalezienia wsrod 5 losowo wybranych wtdkien co najmniej
dwaoch kolorowych.

Przyktadowe etapy rozwigzania:

N

Okreslenia zwigzane ze schematem Bernoulliego: p = —,q == 5k = 2,34,5.

Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia przeciwnego P(A") = P(k < 1) =

P(k—O)+P(k_1)_(5)()()5+()()()4 272,

3125

Obliczenie szukanego prawdopodobienstwa P(4) =1 - P(A") = 2853

3125

Zadanie 5. (0-4)

Rozwigz réwnanie /3 sin 2x + 3cos2x = 0 w przedziale [3?”, 271].

Przyktadowe etapy rozwigzania:

Zauwazenie, ze jesli cos2x = 0, to dane rownanie jest sprzeczne, poniewaz
cos2x =0 dla x = %, ale % nie spetnia réwnania,

Podzielenie obu stron danego réwnania przez cos2x # 0 i przeksztatcenie go do
postaci tg2x = —/3,

. . , K
Rozwigzanie rownania x = —% + 7”, keZ,

Uwzglednienie, ze x € [37”, 2m] i podanie odpowiedzi: x = HT"

Zadanie 6. (0-4)

W tréjkacie rownobocznym ABC poprowadzono odcinek AD, gdzie D € BC.

Wiedzgc, ze tangens kata DAB jest rowny g wykaz, ze DB: DC = 1: 2.

Przyktadowe etapy rozwigzania:

Sporzadzenie rysunku pomocniczego i zastosowanie twierdzenia sinuséw w
tréjkacie DAB: — = 2___ gdzie a € (0°60°), gdzie a — kat DAB, x —

sina sin(120°—-a)
dtugos¢ odcinka BD, a — dtugosc¢ boku trdjkata ABC,

. . . . y . X
Przeksztatcenie twierdzenia sinusow do postaci — = — ,
sina  sin(180°-(60°+a))

a

x a
sina  sin(60° + a)

Zastosowanie wzoru na sinus sumy katéw — = — —,
sina sin 60°-cosa+cos 60°-sin a

a

X a

i T3 1.,
sina gcosoﬁ;sma

Wykorzystanie do powyzszego zapisu zatozenia tga = % , skad cosa = %sin a
“— = 2 skad x = ;a = DB,skad DC = Za, czyli DB:DC = 1:2

sina 6sina
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Zadanie 7. (0-5)

Powierzchnia zadrukowanej czesci afisza ogtoszeniowego ma wynosi¢ 1536 cm?,
marginesy boczne majg miec¢ po 4 cm szerokosci, marginesy gorny i dolny po 6 cm.

Jakie powinny by¢ wymiary afisza, aby jego naklad wymagat minimum papieru?

Przyktadowe etapy rozwigzania:
Przyjmijmy, Zze x jest szerokoscig, a y wysokoscig afisza.

e Zapisanie pola afisza jako S = xy i jego czesci zadrukowanej (x — 8)(y — 12) =
1536, x>81y>12,

e Zapisanie funkcji pola z wykorzystaniem jednej zmiennej np. x w postaci s(x) =
12x + %,gdzie x > 8,

e Obliczenie pochodnej S'(x) = 12(1 — (;i‘;),

e Wyznaczenie punktu krytycznego x = 40 i okreslenie znaku pochodnej S'(x) >
Odlax>40,5S"(x) <0dla8 < x <40,

e Uzasadnienie, ze otrzymana wartos¢ jest wartoscig najmniejszg oraz wyznaczenie
wysokosci afisza y=60

Zadanie 8. (0-5)

O liczbach a, b, ¢ wiemy, Ze cigg (a,b,c)jest arytmetyczny i a + b + ¢ = 33, zas$ cigg

(a—1,b + 5,c + 19) jest geometryczny. Wyznacz liczby a, b, ¢ oraz podaj wyrazy ciggu
geometrycznego.

Przyktadowe etapy rozwigzania:

Oznaczmy wyrazy ciggu arytmetycznegoa =b—r,c=b +r

e Wyznaczenie b = 11 ze wzoru na sume wyrazoéw ciggu

e Zapisanie rbwnania z wykorzystaniem wzoru na wyraz srodkowy ciggu
geometrycznego

(b+5?%=(a—1)(c+19)
e Sprowadzenie powyzszego rownania do postaci 162 = (10 — r)(30 + r)
e Rozwigzanie rownania kwadratowego: r = 2 lub r = =22
e Obliczenie wyrazéw ciggu arytmetycznego (a, b,c) = (9,11,13)lub (a,b,c) =

(33,11,—11) oraz cigg geometrycznego (a — 1,b + 5,c + 19) = (8,16,32) lub
(a—1,b+5,c+19) = (32,16,8)
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Zadanie 9. (0-4)

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie
2x% — (2m + 1)x + m? — 9m + 39 = 0 ma dwa rdzne rozwigzania rzeczywiste x,, x, takie,
ze jeden jest dwa razy wiekszy od drugiego.

Przyktadowe etapy rozwigzania:

2m+1 m2-9m+39
T M T T
e Wyznaczenie uktadu réwnan prowadzacych do wyznaczenia wartosci parametru m
2m + 1 , m?—9m+39
) Xy =

2 2 2
e Zapisanie rownania prowadzgcego do obliczenia parametru m

5 2m+1, m?—9m+39

% B 2

e Obliczenie wartosci parametru m: m = 7 lubm = 10

e Zapisanie wzorow Viete’'a: x; = 2x,,x; + x, =

3X2 ==

Zadanie 10.

Szescian przecieto ptaszczyzng przechodzgcg przez przekatng jednej ze Scian szescianu i
srodek krawedzi przeciwlegtej sciany.

Zadanie 10.1. (0-4) Oblicz kat miedzy przekatnymi otrzymanego przekroju.

Przyktadowe rozwigzanie (zasady oceniania)

Przyjmijmy oznaczenie a-dtugos¢ krawedzi szescianu

e Sporzadzenie rysunku i stwierdzenie, ze szukany
przekroj jest trapezem réwnoramiennym,

e Zauwazenie, ze dtluzsza podstawa trapezu jest
przekatng kwadratu i jest rowna av/2, a krétsza

a2 . . . . .
podstawa — oraz obliczenie dtugosci ramienia

trapezu %g

e Wyznaczenie wysokosci trapezu: h = ¥

i zauwazenie, ze trojkaty powstate poprzez
poprowadzenie przekatnych sg podobne w skali:
k =~ (cecha KKK),

e Wyznaczenie wysokosci jednego z trojkgtow i
obliczenie: tg - = 45° skad tga = 90°
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Zadanie 10.2. (0-2) Oblicz pole tego przekroju.

Przykiadowe etapy rozwigzania:

1
Eax/i+a\/§ 3aV2Z
2 4

Obliczenie pola trapezu: P = 2,

9
=-a
8

Zadanie 11. (0-5)

Punkt (2, 6) jest wierzchotkiem trojkata rwnobocznego wpisanego w okrag o réwnaniu
x2+y?—12x -8y +32=0

Wyznacz wspoétrzedne pozostatych wierzchotkéw tego tréjkata.

Przyktadowe etapy rozwigzania:

e Wyznaczenie promienia okregu r = 2+/5 oraz dtugosci boku tréjkata a = 215
e Stwierdzenie, ze punkty wspdlne danego okregu i okregu o rownaniu
(x — 2)2 + (y — 6)% = 60 sg pozostatymi wierzchotkami trojkata
x2+y2—12x—8y+32=0
x2+y?—4x—12y—20=0
y=2x—13
x2—16x+61=0
¢ Rozwigzanie uktadu réwnan i podanie odpowiedz:

(8 —v3,3-2v3),(8+3,3+2vV3)

e Zapisanie uktadu rownan obu okregow {

e Przeksztatcenie uktadu réwnan do postaci {

Zadanie 12. (0-5)

Trapez rownoramienny jest opisany na okregu o promieniu 4.
Oblicz promien okregu opisanego na trapezie, wiedzac, ze jedna z jego podstaw jest
cztery razy dtuzsza od drugiej.

Przyktadowe rozwigzanie (zasady oceniania) Dp—— 2 o

e Wykonuje rysunek pomocniczy i wprowadzmy / |

oznaczenia: [/

a — kroétsza podstawa trapezu, /

a — kat ostry trapezu / :
Zastosowanie wiasnosci trapezu ./_C.—_.
rébwnoramiennego i stwierdzenie, ze: |AE| =
3 5
~a,|EB| ==a,
2 2

e Skorzystanie z wtasnosci trapezu
rébwnoramiennego opisanego na okregu oraz
wyznaczenie dtugosci ramienia i wysokosSci

trapezu: |AD| = ga, |[ED| = 8,
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Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa dla
trojkatow AED i EBD oraz obliczenie dtugosci
bokéw i przekatnej trapezu: |CD| = 4, |AB| =
16,|AD| = 10, |BD| = 2V/41,

Stwierdzenie, ze okrgg opisany na trapezie jest
jednoczesnie okregiem opisanym na trojkgcie
ABD i zapisanie na podstawie twierdzenia

|BD|.

2sina’

Wyznaczenie promienia okregu: R = zx/ﬁ

sinusow R =
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